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: Vorwort. 


Dieses Elementarlehrbuch beschäftigt sich mit der Integration 
von gewöhnlichen und linearen partiellen Differentialgleichungen und zwar 
zunächst mit der Entwickelung der in den gebräuchlichen Lehrbüchern 
enthaltenen Integrationsverfahren, welche daselbst als einzelne von 
einander unabhängige Theorien dargestellt zu werden pflegen, während 
sie hier als Ausfluss aus einer allgemeinen Methode auftreten. Diese 
Methode giebt eine Integrationstheorie für alle Differentialgleichungen, 
welche eine oder mehrere bekannte infinitesimale Transformationen ge- 
statten. Man könnte daher sagen, dass sie auf dem Principe der in- 
finitesimalen Transformationen beruht, wobei jedoch zu bemerken wäre, 
dass sich dieses Prineip nicht in einem Satze erschöpfend aussprechen 
lässt, dass es vielmehr in den verschiedensten Einkleidungen auftritt 
und die mannigfaltigsten Anwendungen gestattet. 

In ihrem weiteren Ausbau führt die Verwertung der infinitesimalen 
Transformationen zu dem äusserst wichtigen Gruppenbegriff, indem es 
auf dasselbe hinauskommt, ob eine Differentialgleichung mehrere in- 
finitesimale Transformationen oder eine continuierliche Gruppe von 
Transformationen gestattet. Es zeigt sich in diesen Vorlesungen, dass 
diejenigen allgemeinen Classen von Differentialgleiehungen, welche die 
älteren Mathematiker integrierten, und die in den Lehrbüchern be- 
trachtet werden, eben als die allgemeinsten Differentialgleichungen 
charakterisiert werden können, die gewisse Gruppen von Transforma- 
tionen gestatten. Somit kommt der moderne Begriff der Differential- 
invarianten, wenn auch in versteckter Form, in jedem Lehrbuch über 
Differentialgleichungen vor. In diesen Elementarvorlesungen be- 
schränken wir uns auf die Betrachtung der gewöhnlichen Differential- 
gleichnngen erster, zweiter und dritter Ordnung, sowie der linearen 
partiellen Differentialgleichungen in drei und vier Veränderlichen, 
welche bekannte infinitesimale Transformationen gestatten. Für alle 
diese Differentialgleichungen entwickeln wir gewisse rationelle Inte- 
grationstheorien, die sich durch die Verwertung des Principes der in- 
finitesimalen Transformationen naturgemäss darbieten. 
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Diese Vorlesungen haben auch insofern Bedeutung, als sie weiter- 
gehende Studien vorbereiten. Unsere Entwickelungen geben nämlich 
dem Leser eine Ahnung von der ausserordentlichen Fruchtbarkeit des 
Begriffes der infinitesimalen Transformationen und der von ihnen er- 
zeugten Gruppen für die Integrationstheorien überhaupt. Viele unter 
den speciellen Anwendungen dieser Begriffe dürften ebenso wichtig 
sein als gewisse Theorien, die man heutzutage mit dem Namen von 
Prineipen belegt. So ordnet sich — um hier nur eine Anwendung 
zu nennen, die allerdings im vorliegenden Buche nicht enthalten ist — 
die ganze Theorie der partiellen Differentialgleichungen erster Ord- 
nung dem Begriff der infinitesimalen ‘Transformationen unter und 
dementsprechend jedes Problem, welches sich auf eine partielle Dif- 
ferentialgleichung erster Ordnung zurückführen lässt, also namentlich 
das allgemeine Problem der Dynamik. Z. B. fliessen aus der nahezu 
selbstverständlichen Thatsache, dass die partielle Differentialgleichung 
erster Ordnung, welche dem Problem der n Körper äquivalent ist, die 
Gruppe der Bewegungen des Raumes gestattet, die Flächensätze und 
die ersten Schwerpunktsintegrale. 

Schliesslich wird der Leser durch diese Vorlesungen vorbereitet 
zur Inangrifinahme des allgemeinen und ganz besonders wichtigen 
Problems, ein sogenanntes vollständiges System mit bekannter Gruppe zu 
integrieren. Die allgemeine Erledigung dieses Problems, auf das sich 
sehr viele wichtige andere zurückführen lassen, unter anderen die 
Reduction von gegebenen Differentialgleichungen auf typische Formen, 
würde jedoch zunächst das Studium der Theorie der Transformations- 
gruppen erfordern. 

Das Wenige, was von der Theorie der Transformationsgruppen 
in diesem Lehrbuche gebraucht wird, ist ausführlich von den ersten 
Elementen an entwickelt. Daher kann und soll dies Werk dazu 
dienen, einerseits die Bedeutung der Gruppentheorie klar zu machen, an- 
dererseits das Eindringen in dieselbe in besonderem Maasse zu erleichtern. 

Aus dem Gesagten erhellt, dass es keineswegs im Plane des 
Buches lag, nach irgend einer Seite hin eine vom Standpunkt des 
Fachmannes abgeschlossene Theorie zu geben. Auch ist im Interesse 
der leichteren Verständlichkeit die Begründung der Entwickelungen 
nicht immer ganz streng gehalten, und überdies wurden von vorn- 
herein gewisse Probleme und Theorien überhaupt von der Betrachtung 
ausgeschlossen, so insbesondere functionentheoretische Fragen, wie die 
nach der Existenz der Integrale, ferner die Verwertung der soge- 
nannten Berührungstransformationen u. s. w. Dennoch aber bildet 
dieses Werk ein in sich abgeschlossenes Ganzes. 
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Die in diesem Buche entwickelten neuen Theorien sind, wo es 
nicht anders bemerkt wird, ausschliesslich Eigentum Sophus Lie’s 
und rühren im wesentlichen aus den Jahren 1871—74 her. (Vgl. 
die Verhandlungen der Gesellschaft der Wiss. zu Christiania, Decem- 
ber 1874, sowie auch die „allgemeine Theorie der partiellen Differen- 
tialgleichungen erster Ordnung“, zweite Abhandlung, Math. Annalen 
Bd. XI (1877), S. 464 ff.) Allerdings ist hervorzuheben, dass in 
den ersten Publicationen die Form der Betrachtungen nicht immer 
völlig streng war, indem daselbst in der Hauptsache mit den infini- 
tesimalen Transformationen, nicht, wie es hier geschieht, mit den von 
ihnen erzeugten eingliedrigen Gruppen operiert wurde. Aber dies 
betrifft eben nur die Form, nicht die Ergebnisse, denn es tritt in 
allen diesen Theorien die eigentümliche und für die Bedeutung der 
infinitesimalen Transformationen charakteristische Erscheinung zu Tage, 
dass Kriterien, die sich durch Benutzung der infinitesimalen an Stelle 
der von ihnen erzeugten endlichen Transformationen als notwendig er- 
geben, andererseits auch wirklich hinreichend sind. Für eine begriffliche 
Auffassung ist es nicht schwer, von vornherein den Grund dieser 
wichtigen Thatsache zu erkennen. 

In Deutschland hat Professor Lie zum ersten Male im Sommer 
1886 über diesen Gegenstand Vorlesungen abgehalten. Daran schloss 
sich ein Cyclus von Vorlesungen, zunächst eine Einleitung in die 
eigentliche Gruppentheorie, dann Vorlesungen über Differential- 
invarianten, über Berührungstransformationen und Functionengruppen 
sowie über die geometrische Theorie gewisser Berührungstransforma- 
tionen. Seither hat sich dieser Cyclus mehrere Male wiederholt. 
Während dieser Zeit erschienen die beiden ersten Bände des grossen 
Werkes: Sophus Lie, Theorie der Transformationsgruppen, Abschnitt I 
und II, bearbeitet unter Mitwirkung von F. Engel (Leipzig 1888 und 
1890), das in erster Linie für Fachmänner berechnet ist und daher 
weniger zur eigentlichen ersten Einführung der Studierenden in die 
Gruppentheorie geeignet erscheint. So entstand das Bedürfnis nach 
einem einleitenden Werke, zumal da die einzelnen Lie’schen Abhand- 
lungen über diese Gegenstände in verschiedenen Zeitschriften zerstreut 
sind und den Anfängern viele Schwierigkeiten bereiten. Im Gegen- 
satze zu jenem Werke über die Theorie der Transformationsgruppen 
wurde also in dem vorliegenden ein ganz besonderes Gewicht auf die 
pädagogische Brauchbarkeit des Buches gelegt, und deshalb wurde für 
den Vortrag der neuen Theorien eine etwas breite, vielleicht hie und 
da etwas zu breite Art für gut befunden. Einzelne schwierigere, für 
das Verständnis des Folgenden aber nicht nötige, sowie andere weiter- 
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gehende Entwickelungen oder nebensächliche Bemerkungen wurdeu 
deshalb auch durch kleineren Druck als beim Lesen überschlagbar 
gekennzeichnet. Ferner sind überschlagbar namentlich auch gewisse 
Abschnitte, welche Anwendungen auf Probleme der Flächentheorie be- 
treffen und nur für solche Leser berechnet sind, die schon die Haupt- 
lehren der Flächentheorie kennen. Wenn irgendwo, so ist es zum 
Studium dieses Buches von besonderem Nutzen, alles Erlernte sogleich 
an Beispielen praktisch zu üben, und daher sind zahlreiche Übungs- 
beispiele eingeschaltet worden. Auch hier bleibt es natürlich dem 
Ermessen des Lesers überlassen, zu entscheiden, wieviele dieser Bei- 
spiele er durchzurechnen für nötig erachtet. 


Durch diese Vorkehrungen wurde erreicht, dass die Vorkenntnisse, 
die das Studium des Werkes voraussetzt, auf ein geringes Maass zu- 
rückgeführt werden konnten, Das Buch ist für Studierende etwa im 
vierten Semester berechnet, welche eine gründliche Vorlesung über 
Differential- und Integralrechnung gehört haben und demnach auch 
mit dem Begriff des Integrals einer Differentialgleichung schon ein 
wenig bekannt geworden sind. Für das leichtere Verständnis ist es 
nützlich, aber keineswegs notwendig, dass dem Leser die Anwendung 
einfacher geometrischer Vorstellungen in der Differential- und Inte- 
gralrechnung einigermaassen geläufig sei. 

Dass das Werk auch Fachmännern mancherlei Interessantes dar- 
bietet, liegt schon in seiner eigenartigen Methode. Hoffentlich kann 
diesem Bande recht bald ein zweiter, die eigentliche Gruppentheorie 
betreffender, übrigens aber wie dieser durchaus selbstständiger Band 
folgen. Vereinigt werden diese Werke das Eindringen in die ab- 
stracte Theorie der 'Fransformationsgruppen recht erheblich erleichtern. 
In dieser Hinsicht leisten schon, wie zu hoffen steht, die vorliegenden 
Vorlesungen recht viel. 

Schliesslich noch einige Worte über meinen eigenen Anteil an 
diesem Werke: Ende Juli 1890 forderte mich Herr Professor Lie 
auf, diese Bearbeitung zu übernehmen. Da ich seit seiner Berufung 
nach Leipzig (1886) beständig mit den Lieschen Theorien beschäftigt 
gewesen und immer in persönlichem Verkehr mit meinem hochver- 
ehrten Lehrer geblieben bin, war es mir möglich, auf Grund eines 
zum Theil recht knappen Entwurfes von Lie’s Hand diese Vor- 
lesungen in seinem Sinne auszuarbeiten. Dabei gereichten vielfache 
mündliche Besprechungen mit ihm der Bearbeitung zum Nutzen. 
Meine Thätigkeit bestand naturgemäss wesentlich in der selbständigen 
Anordnung und ausführlichen Darstellung der Entwickelungen sowie 
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in der Auswahl und Berechnung der Übungsbeispiele, mit denen zu 
sparen ich nicht für gut hielt, da ich aus eigener Erfahrung weiss, 
wie nützlich gerade in diesen Theorien die Beispiele, und seien sie 
noch so trivial, dem Anfänger sind. Einige wenige Stellen, an denen 
ich eine neue Bemerkung oder Entwickelung in die Lie’schen Theorien 
dieses Buches einzuschalten für gut fand, sind besonders gekennzeichnet 
worden. 

Ich schliesse das Vorwort mit meinem wärmsten Danke gegen 
meinen hochverehrten Lehrer für seine Aufforderung, diese Vorlesungen 
zu bearbeiten, sowie für seine mir dabei unermüdlich gewährten Rat- 
schläge. Möchten diese Vorlesungen zur Verbreitung der Lie’schen 
Theorie der Transformationsgruppen das Ihre beitragen. 


Leipzig, im Juni 1891. 


Georg Scheffers. 


5 


www.rcin.org.pl 


Kap. 1. 


Kap. 2. 


Kap. 3. 


Kap. 4. 


Inhaltsverzeichnis. 


Abteilung 1. 


Seite 
Die Begriffe: Iufßuitesimale Transformation und eingliedrige 

Gruppe in der Ebene... .. 2.2... 1—85 
Beispiele von Gruppen von Punkttransformationen, .. 1 
§ 1. Ein- und zweigliedrige Gruppe von Translationen. 1 

§ 2. Bie cingliedrige Gruppe der Rotationen um einen festen Punkt 
intide Rbene seat 2: au Nor u Szene Ehe 6 
§ 3. Eingliedrige Gruppe von affinen Transformationen ,.... 11 
§ 4. Die Gruppe aller Bewegungen des Raumes.. ,. . 22... 15 
§ 5. Einige Bemerkungen über gewöhnliche Differentialglcichungen 17 
Eingliedrige Gruppe in der Ebene ,, .. v2... 22. 21 

§ 1. Begriff einer Transformation und einer eingliedrigen Gruppe 
von Transformationen in zwei Veränderlichen., ...... 21 
§ 2. Der allgemeine Gruppenbegrif , . . Km 222 anaa 24 

§ 3. Existenz einer infinitesimalen Transformation in der einglie- 
drigen Gruppen Sars s 0 u rer ala de ar a eh He 8 te 26 

§ 4. Construction einer eingliedrigen Gruppe ans einer infinitesi- 
malen lwansformationn s: or win + a a ee 30 

§ 5. Nachweis, dass eine eingliedrige Gruppe nur eine ee 
Transformation besitzt und durch dieselbe bestimmt ist. . 38 

Symbol einer infinitesimalen Transformation und ein- 
fache Formen einer eingliedrigen Gruppe der Ebene. .. 45 
§ 1. Einführung neuer Veränderlicher in eine eingliedrige Gruppe 46 
§ 2. Symbol einer infinitesimalen Transformation ........ 49 
§ 3. Reihenentwickelung der endlichen Gleichungen einer Gruppe 56 

Bestimmung aller Functionen und Curven, welche bei 

einer eingliedrigen Gruppe der Ebene invariant bleiben, 
insbesondere der Bahncurven.. ..... 2 2... sure AGI 
$ 1. Die Invarianten einer eingliedrigen Gruppe in der Eime m. #62 
§ 2. Die Bahucurven einer eingliedrigen Gruppe der Ebene . , , 64 

§ 3. Die bei allen Transformationen einer einglicdrigen Gruppe der 
Ebene: inyarianten@@urven. sis a e e e Man con na. > 69 

§ 4. Einige wichtige Classen von infinitesimalen 'I'ransformationen 
GErgEibenek we o e a ee. 2. ee 75 


www.rcin.org.pl 


Inhaltsverzeichnis. IX 
Seite 
Abteilung II. 
Verwertung des Begriffes der infinitesimalen Transformation für 
Differentialgleichungen erster Ordnung zwischen zwei Ver- 
inderlichenee. ... 00. cu... 86—187 
Kap. 5. Invariante Curvenscharen .. 2... oasa rennen 86 
§ 1. Kriterium dafür, dass eine Schar von oot! Curven der Ebene 
eine Transformation gestattet . .. 222.20. 86 
§ 2. Kriterium dafür, dass eine Schar von 00! Curven alle Ans 
formationen einer eingliedrigen Gruppe gestattet . ... . 89 
Gr3. Beispielen. mr u ee a a A a e s 92 
Kap. 6. Gewöhnliche Differentialgleichungen erster Ori mameri in 
x, 9, welche eine eingliedrige Gruppe gestatten.. ... 95 
§ 1. Zusammenhang zwischen einer infinitesimalen Transformation 
und einem Integrabilitätsfactor. . . . . 2 2.2... 95 
$ 2. Kriterium dafür, dass eine gewöhnliche Difereuhaleleienune 
erster Ordnung in x, y eine eingliedrige Gruppe Uf ge- 
stattet o s emo smo u oo a O o oo cn 102 
A a EIE a a u a a a a 107 
§ 4. Neuer Beweis und Umkehrung des Theorems 8 ...... 112 
§ 5. Integration der gewöhnlichen Differentialgleichungen erster 
Ordnung durch Einführung ceanonischer Veränderlicher. . . 114 
Kap. 7. Beziehungen zwischen den infinitesimalen Transforma- 
tionen, welche eine gewöhnliche Differentialgleichung 
erster Ordnung in a, y gestattet... 22 2.. 121 
$ 1. Bemerkungen über das Rechuen mit Symbolen cn 
Transformationen o a a a a 121 
§ 2. Beziehung zwischen zwei infinitesimalen Tinker, 
welche eine gewöhnliche Differentialgleichung erster Ordnung 
FTELENNEND 0 0 me mans. Oo ade. a A: 123 
$ 3. Andere Ableitungen derselben Ergebnisse und ihre Uate do 128 
OEE BEIE polen ame aloe E N e 133 
Kap. 8, Über die Bestimmung der Scharen von oo! Curven und 
der Differentialgleichungen erster Ordnung, welche eine 
vorgelegte eingliedrige Gruppe gestatten, ..... 135 
§ 1. Ausführung aller Transformationen einer eingliedrigen Gruppe 
andgeiner beliebige Cune -r o ra n ume ae e a 135 
8 2. Bestimmung der Differentialgleichungen er Rn Ordnung, welche 
eine vorgelegte eingliedrige Gruppe gestatten... ... . 138 
8 3. Beispiele: Klassen von Differentialgleichungen erster Ordnung 
in x, y, welche eine eingliedrige Gruppe gestatten und daher 
inteprabelbaiıde u ee een 140 
Kap. 9, Geometrische Anwendungen ... 2. 2. 22 2 2 2002. 150 
8 1. Geometrische Deutung des Integrabilitätsfactore .. . .. - 150 
§ 2. Isothermen in der Ebene und auf krummen Flächen. . . . 156 
$ 3. Integration dreier Differentialgleichungen erster Ordnung in 
x, y, welche mehr als eine gemeinsame infinitesimale Trans- 
formation gestatten... 222 2 20200. a Ska 162 


www.rcin.org.pl 


Kap. 10. 


Kap. 11. 


Kap. 12. 


Kap. 13. 


Inhaltsverzeichnis. 


Seite 
§ 4. Anwendungen auf Probleme der Flächentheorie ...... 169 
§ 5. Integration gewisser Differentialgleichungen von Curvenscharen 
in der Ebene und auf krummen Flächen ......... 181 
Abteilung Ill. 

Eingliedrige Gruppen in drei Veränderlichen . . . 187—286 
Systeme simultaner gewöhnlicher Differentialglei- 
chungen und lineare partielle Differentialgleichungen. 

— Die Jacobi’sche Identitit. . . .. a. me an. 188 
8 1. Geometrische Deutungen simultaner gewöhnlicher und linearer 

partieller Differentialgleichungen. .. . 2». 222200. 188 
§ 2. Abhängigkeit linearer partieller Differentialgleichungen . . 193 
§ 3. Der Klammerausdruck und die vollständigen Systeme . . . 196 
874, Dierdacobissche@ldentatät 5 . . 2 2m e b erobla 208 
Eingliedrige Gruppe in drei Veränderlichen. ..... 210 
§ 1. Definition der eingliedrigen Gruppe im Raume, Existenz einer 

infinitesimalen Transformation derselben... 2.2.2... 210 
§ 2. Construction einer eingliedrigen Gruppe aus einer infinitesi- 

malen Transformation; Nachweis, dass sie nur eine solche 

enthalt 2. a a ao gh n ann aa o bo a 215 
$ 3. Symbol einer infinitesimalen Transformation und Reihen- 

entwickelung der endlichen Gleichungen einer eingliedrigen 

Gruppo sim RAUNIO a e a e a a e ea 224 
Bestimmung aller bei einer eingliedrigen Gruppe des 
Raumes invarianten Functionen, Curven und Flächen, 
insbesondere der Bahncurven ..... 2:2 2-22 020. 236 
§ 1. Die Invarianten einer eingliedrigen Gruppe des Raumes . . 236 
§ 2. Die Bahncurven einer eingliedrigen Gruppe des Raumes. . 238 
$ 3. Die bei allen Transformationen einer eingliedrigen Gruppe 

des Raumes invarianten Curven und Flächen... .... 241 
$ 4. Analytische Kriterien für die Invarianz einer Curve oder 

Fläche bei einer eingliedrigen Gruppe des Raumes . . 248 
85. Einige geometrische Beispiele . . 2.2: 2 v2 2 en... 254 
Erweiterte Gruppe von Punkttransformationen der 
Ebene. Endgültige Erledigung der Probleme, betreffend 
die Differentialgleichungen erster Ordnung, welche 
eine infinitesimale Punkttransformation zulassen. . . 261 
§ 1. Erweiterung einer Punkttransformation der Ebene. .. .. 262 
§ 2. Erweiterung einer eingliedrigen Gruppe von Punkttransfor- 

mabonenwderseiibenem se. a a e a a a e a 266 
§ 3. Die infinitesimale Transformation der erweiterten Gruppe . 270 
8 4, Neues Kriterium dafür, dass eine Differentialgleichung erster 

Ordnung in xv, y eine eingliedrige Gruppe gestattet. . . . 274 
§ 6. Bestimmung aller Differentialgleichungen erster Ordnung in 

x, Y, welche eine eingliedrige Gruppe gestatten. . .... 280 


www.rcin.org.pl 


Inhaltsverzeichuis. 


Abteilung 1V. 


Eingliedrige Gruppen und infinitesimale Transformationen in 7% 
Veränderlichen. Verwertung dieser Begriffe für Diferential- 


Kap. 14. 


Kap. 15. 


Kap. 16. 


Kap. 17. 


gleichungen 


Eingliedrige Gruppe in n Veränderlichen, simultanes 
System gewöhnlicher Differentialgleichungen und li- 
neare partielle Differentialgleichung in n Veränder- 
RING. een ee a NE T T M a 
§ 1. Eingliedrige Gruppe in n Veränderlichen. ........ 
$ 2. Symbol einer infinitesimalen Transformation und Reihen- 

entwickelung der endlichen Gleichungen einer eingliedrigen 

Te en A N 
8 3. Die Babncurven und Iuvarianten einer eingliedrigen Gruppe. 

Lineare partielle Differentialgleichung 
8 4. Deutung der Beziehung: (U V) = 0 


wu ee ee, Lara 0 ‚a u“ 


Lineare partielle Differentialgleichungen Af= 
welche eingliedrige Gruppen gestatten... .. a 
§ 1. Lineare partielle Differentialgleichungen, welche ilid 
Transformationen gestatten . . . 2. 2 eoa 
§ 2. Kriterium dafür, dass Af = 0 eine eingliedrige Gruppe Uf 
DIEBIEULDO Le en 0 a ee 


83. Af = 0 gestatte mehrere infinitesimale nennen : 
§ 4. Geometrische Ableitung des Ergebnisses, seine Umkehrung 

und Verwertung ...... ohne N ge 
§ 5. Die Multiplicatoren einer ee ve (er: 


Gewöhnliche Differentialgleichungen zweiter Ordnung 
in x, y, welche eine eingliedrige Gruppe gestatten... 


§ 1. Scharen von oo? Curven der Ebene und Differentialglei- 
chungen zweiter Ordnung, welche eine Punkttransformation 
gestatten. . . 

§ 2. Zweimal erweiterte eingliedrige Gruppe . 2... san. 

$ 3. Kriterium dafür, dass eine Differentialgleichung zweiter Ord- 
nung in x, y eine eingliedrige Gruppe gestattet. . . . . . 

84. Ein Beispiel aus der Flächentheorie . . ... 2.2...» 

§ 6. Bestimmung und Integration aller Differentialgleichungen 
zweiter Ordnung in x, y, welche eine gegebene eingliedrige 
Guppe gestatten m een 

§ 6. Andere Integrationsmethode für Differentialgleichungen zwei- 
ter Ordnung mit bekannter infinitesimaler Transformation. 
Weitere Ausführungen und Beispiele 


Differentialgleichungen zweiter Ordnung in v, y, welche 
mehrere infinitesimale Transformationen gestatten. 
Gruppen von infinitesimalen Tranaformationen.... 
8 1. Erweiterung eines Klammerausdruckes . .. ..2..... 
§ 2. Differentialgleichungen zweiter Ordnung in w, y, welche 

mehrere infinitesimale Transformationen gestatten 


www.rcin.org.pl 


ee Er 286— 


XI 


Seite 


412 


383 


XII 


Kap. 18. 


Kap. 19. 


Kap. 20. 


* Inhaltsverzeichnis. 


§ 3. Über die Anzahl der unabhängigen infinitesimalen Punkt- 
transformationen einer Differentialgleichung zweiter Ordnung 
WEN oo > ee e o a A 

$ 4. Gruppen von infinitesimalen Transformationen und ihre zwei- 
gliedrigennlintergruppen® . . , . s s se ne sos so . 

Zurückführung der zweigliedrigen Gruppen von infini- 

tesimalen Transformationen der Ebene auf canonische 

NORmEn doo o go c a a E a 

§ 1. Die vier Typen von zweigliedrigen Gruppen von infinitesi- 
malen Transformationen der Ebene . . . . . 2: 2 2 20. 

$ 2. Erster Typus: (U,U,)= 0 und 9, U,f-+ 9, U,f==0 

§ 3. Zweiter Typus: (U,U,)=0 und 9, Uf+9,Uf=0 

$ 4. Dritter Typus: (U, U,) = U, f und g, Uf +H pU f EE 0 

85. Vierter Typus: (U, U) = U, f und pg, U, +H Pe Uf = 0.. 

Integration der gewöhnlichen Differentialgleichungen 

zweiter Ordnung in z, y, welche zwei bekannte infini- 


tesimale Transformationen gestatten. . 2. 2: 2 22.0. 
§ 1. Ra, yY, yY, y”) =0 gestatte vi ra U,f und es sei 
UNE EN =E ee 
§ 2. Q(x, Y, y, y’) =0 gestatte U,f a U,f, und es sei 
(U, U) = 0 und p, U, + p: m u; Bun, 
83. Q(x, Y, Y, Y) =0 gestatte U, f und U,f, und es sei 
(U, U, BUT A ET + p, U, aS ar. a: 


§ 4. Q(x, Y, yY’, Y”) =0 gestatte U,f und U,f, und es sei 
(UU) = U, f und g, U, f + p: Uf E0...‘ 
Integration einer linearen partiellen mier eatinlglei 
chung in drei Veränderlichen, welche bekannte infini- 
tesimale Transformationen Be N 0 u 
§ 1. Integration einer partiellen Differentialgleichung Af = 0 in 

x, Y, 2, welche eine bekannte infinitesimale Transformation 
gestattet e ma: Me een 
§ 2. Integration einer partiellen Differentialgleichung Af = 0 in 
z£, Y, 2, welche zwei bekannte infinitesimale Transtormationen 
FEIN: a o Nee oe u a 
SEE oe a ee A a E a a 
$ 4. Zweite Integrationsmethode für eine gewöhnliche Differential- 
gleichung zweiter Ordnung in x, y, welche zwei bekannte 
infinitesimale Transformationen gestattet... 2» 2 2.2 .. 
8 5. Beispiele und Ausblicke auf weitergehende Theorien. . . . 


Abteilung V. 


Seite 


403 


406 


434 


434 


Integration von gewöhnlichen Differentialgleichungen zweiter Ordnung, 
welche eine dreigliedrige Gruppe gestatten, und verwandte 
Lioblemo -m o. e o Pean 473—566 


Kap. 21. 


Bestimmung der Zusammensetzung aller dreigliedrigen 
Gruppen von infinitesimalen Transformationen. .... 
§ 1. Begriff der Zusammensetzung und Begriff der invarianten 


www.rcin.org.pl 


Kap. 22. 


Kap. 23. 


Kap. 24. 


Kap. 25. 


Inhaltsverzeichnis. 


Untergruppen einer Gruppe von infinitesimalen Transfor- 
an ma ee a a a 
§ 2. Erster Typus von dreigliedrigen Zusammensetzungen 
$ 3. Die übrigen Typen von dreigliedrigen Zusammensetzungen. 
Bestimmung aller Typen von dreigliedrigen Gruppen 
von infinitesimalen Transformationen in zwei Ver- 
ändemlichten . u. 0. am ee ae ee Me 
§ 1. Bestimmung aller Typen von dreigliedrigen Gruppen der 
Ebene, deren erste derivierte Gruppen dreigliedrig sind . . 
§ 2. Bestimmung der übrigen Typen von dreigliedrigen Gruppen 
der Eibenegr . as ve. nee 
$ 3. Zusammenstellung aller Typen von dreigliedrigen Gruppen 
von infinitesimalen Transformationen der Ebene... ... 
Zurückführung der dreigliedrigen Gruppen von infini- 
tesimalen Transformationen der Ebene auf ihre cano- 
HisichienngFloizmiene, „u. ee: 
§ 1. Differentialgleichungen zweiter Ordnung in x, y, welche eine 
dreigliedrige Gruppe von infinitesimalen Transformationen 


Genlnttenime. a ee ee ee ee . 
$ 2. Zurückführung einer dreigliedrigen Gruppe, deren erste Be 
rivierte dreigliedrig ist, auf ihre canonische Form. , . . . 


§ 3. Zurückführung einer dreigliedrigen Gruppe, deren erste de- 
rivierte zweigliedrig ist, auf ihre canonische Form ; 
$ 4. Zurückführung einer dreigliedrigen Gruppe, deren erste de- 
rivierte eingliedrig ist, auf ihre canonische Form... . . 
8 5. Reduction der dreigliedrigen Gruppen, welche keine Differen- 
tialgleichung zweiter Ordnung invariant lassen, auf ihre 
CANONSECHOWEOT Eee ou 
Integration einer gewöhnlichen Differentialgleichung 
zweiter Ordnung in g, y, welche eine bekannte drei- 
gliedrige Gruppe von infinitesimalen Transformationen 
gestattet... .2... goood o ae a en on man ii 
§ 1. Die gewöhnlichen E chaneen zweiter Ordnung, 
welche eine dreigliedrige Gruppe vom Typus 1 oder 2 ge- 
STALLEN Sue Re a a e a a A 
§ 2. Die gewöhnlichen Differentialgleichungen zweiter Ordnung, 
welche eine dreigliedrige Gruppe gestatten, deren erste de- 
rivierte weniger als dreigliedrig ist . .. 2.2.2 2.220. 
$ 3. Zusammenfassung der Ergebnisse. Vermeidung der Reduction 
duf canonische Formen er. ee. 
Lineare partielle Differentialgleichungen in vier Ver- 
änderlichen und gewöhnliche Differentialgleichungen 
dritter Ordnung ins, ys s ee 
$ 1. Über das Problem der Integration von gewöhnlichen Differen- 
tialgleichungen dritter Ordnung mit bekannter dreigliedriger 
Gruppe ee. ee ee a a 
§ 2. Integration einer linearen partiellen Differentialgleichung 


www.rcin.org.pl 


XIN 
Seite 


474 
479 
486 


493 


493 


496 


501 


503 


604 


508 


514 


524 


529 


531 


532 


536 


537 


542 


543 


XIV Inhaltsverzeichnis. 
fi R 4 Seite 
Af— 0 in vier Veränderlichen, welche eine bekannte drei- 
gliedrige Gruppe von infinitesimalen Transformationen zulässt 545 
$ 3. Integration einer gewöhnlichen Differentialgleichung dritter 
Ordnung in x, y, welche eine bekannte dreigliedrige Gruppe 
von infivitesimalen Transformationen gestattet . ..... 555 
SEEE re ee . 567 
Berichtigungen. r 
Seite 19, Zeile 20 v. u. lies Vorrede statt Einleitung. 
- 30, - 19 v. oo. lies 5’ statt 5. 
41, - 8 v. u. ist nach „wir“ einzuschalten: „identisch oder“. 
41, - 1 v. u. lies infinitesimalen statt infininitesimale. 
43, - 7 v. o. lies ôt statt dt. 
0x 
50, - 15 v.u. lies ea statt des ersten F 


0x 


- 106. Das in der zweiten Formel dieser Seite gebrauchte ọ ist natürlich 
eine andere Function als das in der ersten Formel gebrauchte. 

- 110 lies als Seitenzahl 110 statt 710. 

- 117, Zeile 11 v, u. fehlt die Randbemerkung: Beispiele. 

- 154, Fig. 14 lies d® statt des untenstehenden 9. 

- 249, Zeile 5 v. u. lies ähnliche. 

4 v, u. lies Levy statt Levy. 


- 261, - 


www.rcin.org.pl 


VORLESUNGEN 


UBER 


DIFFERENTIALGLEICHUNGEN 


MIT BEKANNTEN 


INFINITESIMALEN TRANSFORMATIONEN. 


www.rein.org.pl 


www.rcin.org.pl 


Abteilung 1. 


Die Begriffe: Infinitesimale Transformation und eingliedrige 
Gruppe in der Ebene. 


Die älteren Untersuchungen über gewöhnliche Differentialglei- 
chungen, wie man sie in den gebräuchlichen Lehrbüchern findet, bilden 
kein systematisches Ganzes. Man entwickelte specielle Integrations- 
theorien z. B. für die homogenen Differentialgleichungen, für die linearen 
Differentialgleichungen und andere specielle integrable Formen von 
Differentialgleichungen. Es war aber den Mathematikern entgangen, 
dass diese speciellen Theorien sich unter eine allgemeine Methode 
unterordnen lassen. Das Fundament dieser Methode ist der Begriff 
der infinitesimalen Transformation und der damit auf das engste zu- 
sammenhängende Begriff der eingliedrigen Gruppe. Die gegenwärtige 
erste Abteilung ist einer eingehenden Erläuterung und Untersuchung 
derselben und zwar für den Fall der Ebene oder zweier Veränderlicher 
gewidmet. 


Kapitel 1. 
Beispiele von Gruppen von Punkttransformationen. 


Bevor wir damit beginnen, die Begriffe, auf welche sich unsere 
Behandlung der Differentialgleichungen stützen soll, zu definieren, er- 
scheint es uns zweckmässig, dieselben an einigen Beispielen sehr ein- 
facher Natur zu erläutern. Wir werden dabei sehr ausführlich zu 
Werke gehen. 


$ 1. Ein- und zweigliedrige Gruppe von Translationen. 


Ein erstes Beispiel ist dies: Wir betrachten die Gesamtheit aller 
- Punkte der Ebene und denken uns auf dieselben eine Verschiebung 


um eine gewisse Strecke nach einer gewissen Richtung hin, eine 
Lie, Differentialgleichuugen. 1 
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2 Kapitel 1, § 1. 


Translation. sogenannte Translation, ausgeübt. Dadurch wird jeder Punkt der Ebene 


in einen anderen übergeführt. Legen wir, um das analytisch darzu- 
stellen, die x-Axe des Cartesischen Coordinatensystems in die Richtung 
der Verschiebung und ist a die Strecke, um welche alle Punkte der 
Ebene verschoben werden sollen, so geht der Punkt (x, y) in den Punkt 

ze a Y, =y 
über. Der Strecke a können wir natürlich alle möglichen constanten 
Werte von — oo bis + œ beilegen, und dadurch erhalten wir oo! 
verschiedene*) Translationsbewegungen, welche alle nach derselben 
oder nach der gerade entgegengesetzten Richtung hin stattfinden. 

Führen wir nun zwei derselben nach einander aus: Die erste 

Translation um die Strecke a führt den Punkt (x, y) über in den Punkt 

t =z +a, y =y, 
die darauf folgende zweite Translation um die Strecke a, führt den 
neuen Punkt (x,,y,) weiter bis zur Stelle 

= ta, %=Yı 
die mit den beiden vorigen auf einer Parallelen zur x-Axe liegt. Der 
Übergang aus der Anfangslage (x, y) in die Endlage (x,, y,) hätte 
offenbar auch durch eine einzige Translation um die Strecke a + a, 
geleistet werden können und zwar gleichzeitig für alle Punkte der 
Ebene. Auch analytisch geht dies hervor, da aus unseren Gleichungen 
durch Elimination der Zwischenwerte x,, y, folgt: 

n=r+a+a, Y =y. 
Dieses ganz einfache Ergebnis können wir so aussprechen: 
Die Reihenfolge zweier Translationen aus der Schar der Translationen 


&=x+a, y =y 
ist (hinsichtlich ihres Endergebnisses) äquivalent mit einer einzigen Trans- 
lation aus derselben Schar. 


Fingliedrige Aus diesem Grunde nennen wir jene Schar insbesondere eine 


Gruppe von 


Trans- Gruppe von Translationen. Sie enthält einen (willkürlichen) Parameter a 


Iationen, 


und daher oo! verschiedene Translationen. Sie wird deshalb auch eine 
eingliedrige Gruppe genannt. 


*) Eine solche Ausdrucksweise benutzen wir häufig: Wenn ein Gebilde von 
n Parametern (willkürlichen Constanten) abhängt, von denen keiner überzählig ist, 
so nimmt das Gebilde 00” verschiedene Lagen an, wenn die Parameter variieren. 
So giebt es z. B. auf der Geraden oo!, in der Ebene oo?, im Raume co? Punkte, 
denn die Lage des Punktes hängt von bez. 1, 2, 3 Parametern (Coordinaten) ab. 
Ferner giebt es in der Ebene 00° Kreise, da zur Bestimmung des Kreises drei * 
Grössen (z. B. die beiden Mittelpunktscoordinaten und der Radius) genügen, u. s. w. 
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Ein- und zweigliedrige Gruppe von Translationen. 3 


Bisher haben wir angenommen, die Translationen sollten sämtlich 
„in derselben Richtung stattfinden. Jetzt wollen wir überhaupt alle 
Translationen in der Ebene ins Auge fassen. Wir unterwerfen also 
alle Punkte der Ebene gleichzeitig einer Verschiebung um ein und 
dieselbe Strecke nach ein und derselben Richtung hin. Indem wir 
nicht nur der Grösse, sondern auch der Richtung der Verschiebung 
alle möglichen bestimmten Werte beilegen, ergiebt sich so eine Schar 
von Translationen, welche die oben betrachtete umfasst. Eine be- 
liebige dieser Translationen führt den Punkt (x, y) der Ebene über 
in den Punkt 


y=-ı+0 y =y+b, 
wo a und b zwei beliebige, aber für alle Punkte (x, y) der Ebene 
gleichbleibende Werte haben. Auch hier lassen wir einer ersten Trans- 
lation, welche die Punkte (x, y) nach den Stellen (x,, 3,) führt, eine zweite 
folgen, welche die neuen Punkte 
(£i Y) nach den Stellen (z2, %,) 
geleitet, und es ist augenscheinlich, 
dass wir auch durch eine einzige Gage r; 


Er 


Translation alle Punkte (x, y) in N 
die Punkte (x,, %) hätten über- Pi \ 
führen können. Die Länge und i \ 
Richtung dieser, die beiden vorigen ` 
ersetzenden Translation ergiebt sich 
einfach durch Construction der drit- zZ \ 

> i F - \ 
ten Seite der von den beiden vorigen PB \ 
Translationen gebildeten Dreiecke der Fe EN 
Punkte (x, y), (£u, Y1), (Za, 9) oder Pie. 3 
— mit Benutzung einer kinematischen Ausdrucksweise — als geo- 


metrische Summe der beiden ersteren. (Fig. 1.) Auch analytisch erhellt 
dies ohne weiteres, da aus den Gleichungenpaaren 


ai= t ar E =a 
Ta =% F a, ey +b, 


welche zwei successive Translationen darstellen, durch Elimination 
von &,, Y folgt: 


= ta+ta, =y +L Fh, 


und diese Gleichungen wieder eine Translation darstellen, in Worten: 
Die Reihenfolge zweier beliebiger Translationen aus der Schar aller 
Translationen der Ebene: 
1* 
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gliedrige 


4 Kapitel 1, § 1. 


1-20, y=yHtb 
ist Äquivalent mit einer einzigen Translation derselben Schar. 
Deshalb nennen wir auch diese Schar eine Gruppe von Trans- 


Gruppe von /ationen. Bie enthält zwei willkürliche Constanten (Parameter) a und 


rang 
I GE en. 


Identische 


Translation. 


Inverse 
Trang- 
lationen 


Infini- 
tesimale 


Translation. 


b und daher œo? verschiedene Translationen. Aus diesem Grunde wird 
sie als eine zweigliedrige Gruppe bezeichnet. 


Kehren wir nun zu den zuerst betrachteten Translationen parallel 
der x-Axe 
(1) n=atra y =y 
zurück. Unter diesen oo! Translationen ist eine besonders bemerkens- 
wert, nämlich die, für welche a = 0 ist, d. h. bei der um die Strecke 
Null verschoben wird. Hierbei bleiben alle Punkte in Ruhe, und man 
könnte eigentlich nicht mehr von einer Translation sprechen. Will 
man dies aber doch thun, so wird man sie die identische Translation 
nennen, d. h. die, welche jeden Punkt in sich selbst überführt. Alle 
übrigen Translationen der eingliedrigen Gruppe (1) stellen wirkliche 
Bewegungen dar. Zu beachten ist, dass sich zu jeder Translation 
dieser Gruppe eine andere Translation derselben angeben lässt, welche, 
nach jener ausgeführt, dieeWirkung derselben gerade aufhebt. Es 
ist nämlich die Reihenfolge der Translationen um die Strecken a und 
— a einer Translation um die Strecke a — a = 0, also der identischen 
Translation äquivalent,. Man nennt deshalb zwei Verschiebungen um 
entgegengesetzt gleiche Strecken zu einander invers. 

Der Übergang von einer endlichen Translation, einer solchen also, 
welche die Punkte um eine endliche Strecke a verschiebt, zur iden- 
tischen wird dadurch gewonnen, dass man den Parameter a gegen Null 
abnehmen lässt. Setzt man ihn gleich einer unendlich kleinen Con- 
stanten ôt, so ergiebt sich eine infinitesimale Translation, d. h. eine 
solche, welche allen Punkten der Ebene nur eine unendlich kleine 
Bewegung erteilt: 

zart, y =y. 
Bei derselben erfahren also die Coordinaten x, y nur unendlich kleine 
Zuwüchse 
ôx = ðt, y= 0, 

d. h. sie ordnet allen Punkten (x, y) gleichlange unendlich kleine 
Fortschreitungsstrecken dt in derselben Richtung zu. Führt man diese 
Translation mehrere Male, etwa n-mal, nach einander aus, so geht 
(x, y) über in den Punkt 


rı =x 4 nòt, y =y. 
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Ein- und zweigliedrige Gruppe von Translationen. 5 


Denkt man sich die infinitesimale Transformation unendlich oft nach- 
einander ausgeführt, lässt man also » unendlich gross werden, so wird 
nòt eine endliche Strecke a und es ergiebt sich wieder eine endliche 
Translation 

zy=ı+a y =y. 


Wenn man auf einen bestimmten Punkt (£), Yọ) alle Translationen 
unserer eingliedrigen Gruppe 


z=ı+a y =y 
ausführt, so erhält er oo! verschiedene Lagen: 

t= ta, Y= h, 
deren Gesamtheit die Parallele zur x-Axe y = y, erfüllt. Diese Gerade, 
den Ort aller Punkte, in welche ein bestimmter Punkt durch Aus- 
fübrung aller Translationen unserer Gruppe übergeht, nennen wir die 
Bahncurve dieses Punktes. Da alle Punkte (£o, Yọ) auf dieser Geraden 
offenbar diese auch zur Bahncurve haben, so nennen wir sie Bahn- 
curve schlechtweg oder auch Bahncurve der eingliedrigen Gruppe. Im 
ganzen giebt es oo! Bahncurven, bestehend aus allen Parallelen zur 
x-Axe. Auch die infinitesimale Translation führt den Punkt (x,, Yo) 
auf seiner Bahnceurve, wenn auch nur unendlich wenig, weiter und 
deshalb muss die Richtung der Bahncurve im Punkte (£o, Yọ) mit der 
Richtung übereinstimmen, welche die infinitesimale Translation diesem 
Punkte zuordnet, was auch geometrisch ohne weiteres einleuchtet. 

Betrachten wir eine der Bahneurven als Ganzes, so finden wir, 

dass sie bei Ausführung einer beliebigen Translation 

ya tu =y 
nur in sich um die Strecke a verschoben wird, als Ganzes aufgefasst 
also in Ruhe bleibt: Sie ist invariant bei allen Translationen unserer 
eingliedrigen Gruppe. Es ist sofort klar, dass ausser der Bahncurve 
im Endlichen keine Curve existiert, welche bei der Gruppe ebenfalls 
invariant bliebe, d. h. deren Punkte bei allen Translationen der Gruppe 
wieder in Punkte derselben übergingen. 

Wohl aber müssen wir die unendlich ferne Gerade als invariant auf- 

fassen, denn jeder unendlich ferne Punkt bleibt für sich bei allen Trans- 
lationen der Gruppe in Ituhe, wenn man sich auf den Standpunkt der pro- 


jectiven Geometrie stellt, wonach ein unendlich ferner Punkt durch die 
Richtung einer Schar von Parallelgeraden charakterisiert wird. 


Stellen wir uns das analytische Problem, alle Functionen & (x, y) 
zu finden, welche bei jeder Translation 
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y=a+a -Y 
unserer Gruppe invariant bleiben, für welche also identisch 
Q(z, Y1) = A(x + a, y) = Q(x, y) 

ist, was für einen Wert auch a haben mag, so brauchen wir, wie wir 
sehen werden, nur a unendlich klein zu wählen, also nur die infini- 
tesimale Translation &, = x + ôt, y, = y auszuführen, um die gesuchte 
Function zu bestimmen. Denn es kommt nach dem Taylor’schen Satze 
durch Entwieckelung nach a: 


0R (x, 2R (a, 
ER + = Rey), 


oder, wenn wir beiderseits Q(x, y) streichen, und von Gliedern zweiter 
Ordnung in a absehen: 


DQ (x, y) 
Ho. 

2% ist also eine Function von y allein. Umgekehrt erfüllt, wie man 
sieht, jede beliebige Function & von y allein die obige Forderung bei 

mente beliebigem endlichen a. Jede Function & (y) ist demnach eine In- 
variante unserer Gruppe. Bie ändert sich nicht, wenn man anstelle 
von x, y die durch eine beliebige Translation der Gruppe bestimmten 
neuen Veränderlichen x,, y, einsetzt. Wenn man eine beliebige bei 
der Gruppe invariante Function einer Constanten gleich setzt: &(y) 
= Const., so stellt sie eine oder mehrere Bahneurven y = Const. der 
eingliedrigen Gruppe dar. Dies ist eine bemerkenswerte Thatsache, 


deren inneren Grund wir später erkennen werden. 


$ 2. Die eingliedrige Gruppe der Rotationen um einen festen 
Punkt in der Ebene, 


Wir haben eine Reihe von neuen Begriffen bei Betrachtung der 
Translationen kennen gelernt. Diese werden wir später in grösserer 
Allgemeinheit definieren und erläutern. Jetzt wollen wir ein zweites 
Beispiel vorführen, in welchem alle jene Begriffe, wenn auch in an- 
derer Gestalt, wiederkehren. 

Wir unterwerfen alle Punkte der Ebene gleichzeitig ein und der- 

Rotation, selben Rotation um einen festen Punkt, den wir zum Coordinatenanfang 
O wählen und mit dem Drehwinkel &, gemessen im Sinne der Drehung 
von der positiven x&-Axe zur positiven y-Axe. Dadurch geht jeder 
Punkt (x, y) in einen neuen (x,, yı) über. Dem für alle Punkte der 
Ebene gleichen Drehwinkel æ können wir einen beliebigen Wert bei- 
legen. Daher giebt es o0' Rotationen um den festen Punkt O. Um 
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Die eingliedrige Gruppe der Rotationen um einen festen Punkt iu der Ebene. 7 


die Gleichungen einer derselben aufzustellen, d. h. z, y, durch z, y 
und œ auszudrücken, bemerken wir, dass sich œ als Differenz der 
Winkel darstellt, welche die Radienvecetoren der Punkte (x, y) und 


(&,, Y) mit der x-Axe bilden und deren Tangenten Ž und = sind 
(Fig. 2). Demnach ist 


Yi Y 
E Ti L TPY AnY 
cos a a x + YA 
Tua'z 


woraus durch Auflösung: 
zı _ X Cos « — y sin g 


yY, sainga +ycos« 


z, und y, unterscheiden sich also von den rechts stehenden Ausdrücken 
nur um denselben Factor. Dieser kann, da x,” + y,? als Quadrat des 
Radiusvectors gleich x? + y? sein muss, 
nur + 1 sein; offenbar ist + 1 zu 
wählen (denn für « = 0 müsste x, = z, 
y, = y sein). Folglich sind 

z, = V COS & — y Sin a, 

Y, = 2 sin œ + y cos « 
die Gleichungen unserer Rotation. 

Führen wir nun nach einander zwei 

Rotationen um den Punkt O aus: Die 
erste mit dem Drehwinkel « führt alle 
Punkte (x,y) in die neuen Lagen (x,, y,), die zweite mit dem Dreh- 
winkel œ, führt diese Punkte (x,,y,) noch weiter in die Lagen (z,, Ya) 
über. Es ist geometrisch evident, dass wir auch durch eine einzige 
Rotation, nämlich durch die mit dem Drehwinkel « + «,, alle Punkte 
der Ebene aus den Anfangslagen (x, y) in die Endlagen (x,, y,) hätten 
überführen können. Auch analytisch ergiebt sich dies: die erste Ro- 
tation wird durch die Gleichungen: 


xı = x cos «w — y sin «, Yy, = x sin a + y cos «, 
die zweite durch die Gleichungen: 
%, = Tı cos, — Yı SİN @j, Ya = X, SİN æ, + Yı COS &, 


dargestellt. Eliminiert man vermöge der beiden ersten x,, y, aus den 
beiden letzten, so kommt 


£ = (x cos a — y sin &) cos a, — (x sin « + y cos a) sin œ 


= g (cos @ cos a, — sin «sin «,) — y (sin « cos «| + cos « sin «,), 
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Ya = [2 cos « — ysina)sina + (x sin œ + y cos «) cos œ 


= g (cos « sin a, + sin «œ cos @,) + y (cos « cos œ, — sin « sin &,), 


Z, = T cos (a + a) — y sin (æ + a), 
Ye = £ sin (a + a) + y cos (æ + o), 
und diese Gleichungen stellen eben die Rotation mit dem Drehwinkel 
«+ a, dar. In Worten: 
Die Reihenfolge zweier Rotationen um einen festen Punkt ist äqui- 
valent einer einzigen Rotation um diesen Punkt. 
Eiuledrine Daher sagen wir, dass die Schar jener Rotationen eine Gruppe 
Rotatiouen. bildet und zwar, da sie einen Parameter «œ, also oo! verschiedene Ro- 
tationen enthält, eine eingliedrige Gruppe. 


Unter allen oo! Rotationen dieser Gruppe ist eine besonders aus- 

Inomiche gezeichnet, nämlich die identische, welche alle Punkte in Ruhe lässt. 
Ihr Drehwinkel ist Null. Ferner lässt sich zu jeder Rotation der 
Gruppe eine zweite aus der Gruppe angeben, die nach jener ausgeführt 

die Wirkung derselben gerade aufhebt. Ist nämlich œ der Drehwinkel 

einer Rotation, und führt man nach ihr die Rotation mit dem Dreh- 

winkel — « aus, so ist diese Reihenfolge einer einzigen Rotation mit 

dem Winkel œ — « = Q, d.i. der identischen Rotation äquivalent. 


I j : 2 1 ! F 
Rotationen. Die Rotationen («) und (— «) heissen daher zu einander invers. 


ini Wollen wir zu einer infinitesimalen Rotation gelangen, so haben 
esimale “ . u 
Rotation. wir den Drehwinkel unendlich 


klein, «= ðt, zu wählen. Da 
bis auf unendlich kleine Grössen 
höherer Ordnung sin dt = Öl, 
cos dt = 1 ist, so lautet diese 
infinitesimale Rotation: 


v xı =x — yòt, y =y + ròt, 
d. h. x und y erhalten bei ihr die 
unendlich kleinen Incremente 
Fig. 3 x = — yt, ðy = di. 
Jedem Punkte (x, y) wird hiernach eine unendlich kleine Fortschrei- 
tungsstrecke Vz? 4- öy? = Ya? + 2. öt, also proportional seinem 
Radiusvector, in einer gewissen Richtung zugeordnet, deren Winkel 


mit der z-Axe die Tangente >. 


= — ” hat. Diese Richtung steht 
z 


auf dem Radiusvector senkrecht (Fig. 3). 
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Auf einen beliebigen Punkt (x,,4,) mögen nun alle Rotationen 
unserer eingliedrigen Gruppe ausgeführt werden. Der geometrische 
Ort der Lagen, in die er gelangt, ist offenbar ein Kreis um O0, was 
auch auf analytischem Wege hervorgeht, da diese Lagen (x, y) durch 
die Gleichungen 

£ = Xy COS & — Ya SN æ, Y = To SIN æ + Yo cos « 
gegeben werden und hiernach für alle « 

s? + y” = to F yo (= Const.) 

ist. Demnach nennen wir diesen Kreis die Bahncurve des Punktes Bahncurve, 
(£o Y Es ist einleuchtend, dass wir für jeden anderen Punkt dieses 
Kreises genau dieselbe Bahncurve gefunden hätten. Im ganzen giebt 
es also œ! solche Curven, bestehend aus allen Kreisen um den Mittel- 
punkt O. Wir nennen sie die Bahncurven der eingliedrigen Gruppe. 
Weil unter den Rotationen der Gruppe auch die infinitesimale ent- 
halten ist und diese den Punkten (z,, yọ) unendlich kleine Bewegungen 
erteilt, so ist begrifflich klar, dass die Richtung der Bahncurve, welche 
durch den Punkt (£0, Yo) geht, in diesem mit der Richtung zusammen- 
fällt, welche die infinitesimale Rotation dem Punkte zuordnet. Letztere 
Richtung steht, wie bemerkt, auf dem Radiusvector senkrecht; die 
Bahncurve könnte somit auch durch einen Punkt erzeugt werden, der 
sich beständig senkrecht zu seinem Radiusvector bewegt. Dies ist hier 
auch geometrisch klar. 

Die Bahncurve als Ganzes aufgefasst bleibt bei jeder Rotation 
der eingliedrigen Gruppe in Ruhe, da jeder ihrer Punkte bei einer 
beliebigen Rotation der Gruppe wieder in einen Punkt auf ihr über- 
geht, der Kreis sich also nur in sich verschiebt. Es erhellt dies eben- 
sowohl aus dem Begriff der Bahncurve wie aus der geometrischen An- 
schauung. Jede der oo! Bahncurven ist also bei der eingliedrigen 
Gruppe invariant. Umgekehrt muss eine jede Curve, die bei der Gruppe Inyarianto 
invariant bleibt, natürlich alle Punkte enthalten, in welche ein be- 
liebiger Punkt der Curve bei allen Rotationen der Gruppe übergeht, 
d. h. eine Bahncurve sein. Nur ein Ausnahmefall ist besonders zu 
untersuchen. Es wäre ja möglich, dass eine invariante Curve aus 
lauter Punkten bestände, die sich bei den Rotationen der Gruppe 
überhaupt nicht bewegen, sondern einzeln in Ruhe bleiben. Aber man 
sieht ohne weiteres, dass bei unseren Rotationen im Endlichen nur 
ein Punkt, nämlich O, in Ruhe bleibt, also keine derartige Curve 
existiert. 

Lässt man auch imaginäre Punkte zu, so bleiben auch die beiden 
Geraden + iy = O und z — iy == O invariant bei allen Rotationen der 
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Gruppe. Sie sind nämlich die Geraden, in welche der imaginäre Kreis 
xæ? + y? = 0, der ja zu den Bahncurven g? + y? = Const. gehört, zerfällt. 
Auf diesen Geraden bleiben ausser ihrem Schnittpunkt O noch die unendlich 
fernen Punkte, die sogenannten imaginären Kreispunkte, in Ruhe. Die 
unendlich ferne Gerade ist als unendlich grosser Kreis um ©, also auch 
als Bahncurve aufzufassen. 


Wie bei dem früheren Beispiel suchen wir auch hier alle Func- 
tionen (x, y), die bei den Rotationen der eingliedrigen Gruppe un- 
geändert bleiben, d. h. für die identisch 

Q(z, Y) = Q(x cos a — y sin «, x sin « + ycose) = Q(x, y) 
ist für alle Werte von «œ. Auch hier brauchen wir die Forderung nur 
für unendlich kleines œ, für die infinitesimale Rotation zu erfüllen, 
wie wir sehen werden. Für diese sind in der Reihenentwickelung der 
linken Seite nach « alle höheren Potenzen von « zu vernachlässigen. 
Es bleibt also nur das absolute Glied und das Glied mit «! oder, da 
«œ = ôt gesetzt wird, mit dt übrig. Die Gleichung 


R(x — ydt, y + zòt) = Q(x, y) 


nimmt also die Form an: 


2x, y) = in 


(Q y 
g D yöt 5 2 Y tòt = Q(x, y) 


oder 
DA, y) Rl y) 
ionada = 
Hiernach muss, wie wir aus der Theorie der Differentialgleichungen 
entnehmen, & eine Function von 2° + y? allein sein: 


Q= ole + y’). 


Nun zeigt sich, dass diese Function œ von z? + y? ganz beliebig ge- 
wählt werden darf; denn es ist ja 


a ey 


olz? + y’) = o(a + y’) 
für jede Rotation œ. Jede beliebige Function von x? + y? allein ist 
also invariant bei allen Rotationen der eingliedrigen Gruppe. Setzt 
Invariante man eine solche Invariante gleich einer Constanten, so stellt sie eine 


Funotion. N 
oder eine Anzahl von Bahneurven x? + y? = Const. dar. 


und daher immer: 


|! 


Ehe wir dies Beispiel verlassen, noch eine Bemerkung: Man 
kann die Rotation 
% = x cos e — y sina, Yı = 2% sin « + y cos a 
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noch auf sehr einfache Weise durch Benutzung der Polarcoordinaten 
r, p und r,, p, der Punkte (x,y) und (z,, y,) ausdrücken. Offenbar 
ist bei der Rotation der Radiusvector constant, also r, = r, während 
die Amplitude p um «œ wächst. Demnach sind 

= nr 
die Gleichungen der Rotation in Polarcoordinaten. Wird nach dieser 
Rotation eine zweite mit dem Drehwinkel «œ, ausgeführt, so geht der 
neue Punkt (r,, 9,) über in einen Punkt mit den Polarcoordinaten 

Pa = nt, n=, 
sodass durch Elimination von r, und @, hervorgeht: 

p=pHa ta, n=r. 

Bei dieser analytischen Darstellung tritt die Thatsache, dass die 
Reihenfolge zweier Rotationen um O einer einzigen äquivalent ist, 
viel unmittelbarer vor Augen, als früher bei Benutzung rechtwinkliger 
Coordinaten. Auch haben wir schon die drei letzten Gleichungen- 
paare, nur mit anderen Buchstaben, früher kennen gelernt. Genau 
so, wie hier und r bei der Rotation mit dem Drehwinkel « trans- 
formiert werden, wurden früher die rechtwinkligen Coordinaten x, y 
bei einer Translation längs der x-Axe um die Strecke «œ transformiert, 
wie die Zusammenstellung der beiden Gleichungenpaare deutlich zeigt: 

pre, nr; 

z =æ +a, y =y. 
(Vgl. $ 1.) Die Möglichkeit der Einführung neuer Coordinaten, durch 
welche unsere eingliedrige Gruppe von Rotationen die Form der ein- 
gliedrigen Gruppe aller Translationen nach derselben Richtung hin 
annimmt, wird später in viel allgemeinerer Weise in Augenschein Geronische 


Veränder- 

i ` \ in i liche und 

treten. Die neuen Coordinaten r, p, welche diese Zurückführung rear 
ermöglichen, nennen wir canonische Veränderliche und die Form er 
) . Gruppe dor 

TEN Rotationen, 


die canonische Form der eingliedrigen Gruppe der Rotationen. 


§ 3. Eingliedrige Gruppe von affinen Transformationen. 


Ein drittes Beispiel, zu dem wir jetzt übergehen, bietet in zwei 
Punkten wesentliche Verschiedenheiten von den früheren. Einmal soll 
die jetzige Lagenänderung aller Punkte der Ebene nicht eine derartige 
sein, bei welcher die ganze Ebene als starr, aber beweglich aufgefasst 
werden kann — wie dies bei den Translationen und Rotationen der 
Fall war —, andererseits werden wir eine neue Art invarianter Curven 
erhalten. 
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Betrachten wir also die Gleichungen 
zı = mz, y =y. 


Dieselben transformieren alle Punkte (x, y) der Ebene iu neue Punkte 
(£i Y1) indem alle Abscissen in proportionaler Weise verkleinert oder 
vergrössert werden. Diese Gleichungen stellen etwa die Zusammen- 
drückung oder Auseinanderziehung einer homogenen elastischen Platte 
nach einer Richtung, der x-Axe hin dar. Mit Möbius nennen wir sie 

Anwiruseine affine Transformation. Da der Parameter m zwar constant, aber 
beliebig ist, so liegen oo! affine Transformationen vor. Führen wir 
zwei derselben nacheinander aus, verkleinern (resp. vergrössern) wir 
also die Abscissen aller Punkte zuerst im Massstab m, hierauf weiterhin 
im Massstab »n,, so ist das Ergebnis offenbar dasselbe, als ob wir 
alle Abscissen sofort im Massstab m - m, verkleinert (resp. vergrössert) 
hätten. Dies ist auch analytisch einleuchtend, indem aus den Glei- 
chungen der beiden suecessiven affinen Transformationen 


Lı = MF, Y =y; 

To = Miis, Yz =Y 
durch Elimination von x, und y, folgt: 

zz = MML, Y =Y, 


d. h. die affine Transformation mit dem Parameterwert mm,. In 
Worten: 
Die Reihenfolge zweier affiner Transformationen aus der Schar: 


UAE NE Y W 


Xiugliedrigejst einer einzigen affinen Transformation derselben Schar äquivalent. 


Gruppo von ' P a > . , 
„einen Deshalb sagen wir, dass auch diese affınen Transformationen eine 
ransfor- i à è 5 

mationen. (rruppe bilden und zwar wieder, da sie einen Parameter m, also oo! 


verschiedene T'ransformationen enthält, eine eingliedrige Gruppe. 


Tdentische, Setzt man den Parameter m = 1, so ergiebt sich die identische 
inverse, 


intinitesi- Tyansformation. Zwei affine Transformationen mit den Parametern m 


male Trans- 


formation. IE» 9 P à x P - 
"und — sind zu einander invers, indem sie nach einander ausgeführt 


sich aufheben, also ihre Reihenfolge der identischen Transformation 
äquivalent ist. Infinitesimal wird die affine Transformation, wenn der 
Parameter m unendlich wenig von dem Wert abweicht, den er bei der 
identischen Transformation hat, d. h. wenn m = 1 + ôt ist, wo dt 
wieder eine unendlich kleine Constante bedeutet. Die Gleichungen der 
infinitesimalen affınen Transformation sind daher 


z=% + zòt, Yyı =Y; 
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und & und y erfahren die Incremente 

gv = xrl, y =0. 
Die Fortschreitungsstrecken zöt, welche die infinitesimale affine Trans- 
formation den Punkten zuordnet, sind somit sämtlich der x-Axe parallel 
und den Abseissen proportional. 


Führen wir auf einen Punkt (z), Yọ) alle Transformationen der 
eingliedrigen Gruppe aus, so ergiebt sich als sein Ort, seine Bahn- Bahncurve. 
curve, natürlich eine Parallele y = y, zur x-Axe, was auch aus den 
Gleichungen 

nd, Y= Yo 
gefolgert werden kann. Für alle Punkte auf dieser Geraden ergiebt 
sich dieselbe Bahneurve. Die eingliedrige Gruppe der affinen Trans- 
formationen besitzt folglich oo! Bahncurven, bestehend aus allen 
Parallelen zur &-Axe. Die Bahncurven können wie in den früheren 
Beispielen völlig dadurch definiert werden, dass in jedem ihrer Punkte 
ihre Richtung zusammenfällt mit der Fortschreitungsrichtung, welche 
die infinitesimale affine Transformation dem betreffenden Punkte zu- 
ordnet. Man beschreibt eine Bahncurve, wenn man continuierlich der 
von der infinitesimalen Transformation gegebenen Richtung nachgeht. 

Als Ganzes aufgefasst bleibt jede Bahncurve bei allen Transfor- 
mationen der Gruppe invariant, da ihre Punkte sich zwar bewegen, Tnyariante 
aber doch immer auf ihr bleiben. Aber ausser den Bahncurven giebt 
es noch mindestens eine im Endlichen gelegene Curve, die bei allen Trans- 
formationen der Gruppe invariant bleibt, nämlich die y-Axe x = 0. In 
der That: It x = 0, so ist auch z, = mæ = 0. Diese Curve hat die 
Eigentümlichkeit, dass sie nicht nur als Ganzes aufgefasst in Ruhe 
bleibt, sondern überhaupt jeder ihrer Punkte bei allen Transformationen 
der Gruppe wnbeweglich ist. Will man alle im Endlichen gelegenen 
invarianten Curven finden, so leuchtet wie früher ein, dass, sobald ein 
Punkt einer solchen Curve sich bei einer Transformation der Gruppe 
bewegt, er eine Bahneurve parallel der &-Axe beschreibt, die gesuchte 
Curve daher diese Bahncurve sein muss. Wenn also eine invariante 
Curve keine Bahncurve ist, so geht dies nur so an, dass alle Punkte 
der Curve einzeln in Ruhe bleiben bei allen Transformationen der 
Gruppe. Da diese Punkte auch bei der infinitesimalen Transformation 
unbeweglich sein müssen, so müssen ihre oben berechneten Ineremente 
dx, öy gleich Null sein. Dies aber giebt x = 0, also die y-Axe. 
Alle Punkte derselben bleiben, wie wir früher sahen, nicht nur bei 
der infinitesimalen, sondern auch bei jeder endlichen Transformation 
der Gruppe einzeln invariant. 
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Zieht man auch das Unendlichferne in den Kreis der Betrachtung, so 
wird man auch die unendlich ferne Gerade, die als eine Bahnceurve auf- 
zufassen ist, zu den invarianten Curven zählen. Ebenso wird der unendlich 
ferne Punkt der x-Axe als invariant aufzufassen sein. 


Nun wollen wir wie bei den früheren Beispielen die bei unserer 
eingliedrigen Gruppe invarianten Funetionen (x, y) aufsuchen. Soll 
Iuvariante O (x, y) eine Invariante der Gruppe sein, so muss für jedes m identisch 


Function, 
2m, y) = Q(mz, y) = Q(x, y) 


sein. & soll sich also nicht ändern, wenn darin statt x eine beliebige 
Zahl mx gesetzt wird, d.h. & enthält x überhaupt nicht. Anderer- 
seits erhellt, dass jede beliebige Function von y allein unsere Forderung 
erfüllt. Wenn man nur das verlangt, dass die Function (x, y) bei 
der infinitesimalen affınen Transformation invariant bleibe, so kommt 
man, wie wir sehen werden, zu demselben Ergebnis. Es muss näm- 
lich dann 
Q(x + zòt, y) = Q(x, y) 

oder ausgerechnet 


Qla y) + EP sry), 


diyi a %9 — 0 oder Q(x, y) frei von © sein. 
Camonische Schliesslich können wir auch die vorliegende eingliedrige Gruppe 


aan: von affınen Transformationen auf eine canonische Form bringen, d. h. 
ruppe der 


„nen neue Veränderliche x, u anstelle von x, y einführen, sodass A Glei- 
ransior- 


mationen. chungen der Gruppe in die Gleichungen der Gruppe der Translationen 


ER ak t, Y=) 
(vgl. § 1) übergehen. Allerdings ist dies hier nicht so geometrisch 
evident, wie bei der eingliedrigen Gruppe der Rotationen. Es genüge 
hier die Bemerkung, dass 
r=logzr, y—=y 
Mgaa solche neue canonische Veränderliche sind, ohne dass wir uns über die 
liche. allgemeinste Bestimmung solcher Weikböin hier weiter auslassen, die 
wir vielmehr auf später verschieben. In der That ist, wenn £, Y 
entsprechend die Grössen sind: 
u = logs, D = Y, 
wegen 
2, SME, YAS Y 
auch 


Kı Wr Bl in 
yAr-ıyan. 
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Wenn also der Parameter log m etwa noch mit a bezeichnet wird, so 
liegt die gewünschte canenische Form vor: 


u =r +a, D= y: 


$ 4. Die Gruppe aller Bewegungen des Raumes. 


Die drei bisherigen Beispiele waren der Ebene entnommen. We- 
niger ausführlich wollen wir nun noch als letztes Beispiel eines aus 
dem Raume heranziehen. 
Denken wir uns einen starren Körper und führen wir ihn durch 
Verschieben und Drehung aus seiner ursprünglichen Lage A in eine 
neue Lage A, über. Alsdann werde er aus dieser neuen Lage A, in 
eine dritte, A,, gebracht. Diese zwei aufeinanderfolgenden Bewegungen 
hätten wir auch durch eine einzige ersetzen können, welche direct den 
Körper aus der Lage A nach A, führt. Die Reihenfolge zweier Be- 
wegungen eines starren Körpers ist also äquivalent einer einzigen Be- 
wegung desselben. Lassen wir den starren Körper aus dem ganzen 
Raume bestehen, so nehmen alle Punkte des Raumes an den Trans- 
formationen teil und zwar so, dass alle Abstände zwischen Punkten 
während der Ueberführungen ungeändert bleiben, also nirgends die 
Punkte enger zusammen oder weiter auseinander rücken. Eine solche 
Lagenänderung aller Punkte des Raumes nennt man eine Euklicische anche 
Bewegung oder kurz Bewegung (während überhaupt eine Lagenänderung, 
bei der eventuell Zusammen- oder Auseinanderrücken von Punkten 
statt hat, allgemein als Transformation der Punkte des Raumes zu 
bezeichnen wäre, sodass der Begriff der Transformation den Begriff 
der Bewegung umfasst). Unser obiges Ergebnis betreffs der Reihen- arm. be 
folge zweier Bewegungen sprechen wir so aus: des Raumes. 
Alle (Euklidischen) Bewegungen des Raumes bilden eine Gruppe. 


Um auch analytisch zu verificieren, dass die Reihenfolge zweier 
Bewegungen einer einzigen äquivalent ist, muss man daran denken, 
dass die Formeln für die Bewegung der Punkte (x, y, z), durch die sie 
in die neuen Lagen (£1, Y1, 2,) übergehen, sich völlig mit den Formeln 
decken, welche für die Transformation rechtwinkliger Coordinaten- 
systeme im Raume gelten. Die neue Lage (z,, Yı, 21) jedes Punktes 
(x, Y, 2) bei einer Bewegung wird also gegeben durch Gleichungen 
von der Form: 


2, = Ņ t + ay T az + a, 
Yı = bız + bay + be + bs 
a SE e 2 1.0, 
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wo die Constanten aj, a>, Ay; bi, da, D35 Cis C2; Cg die Üovefficienten 
einer orthogonalen Substitution sind, d. h. als Richtungscosinus dreier 
zu einander senkrechter Geraden aufgefasst werden können, sodass be- 
kanntlich 

a? +b? + a? = at H b H o tg—l, 

0,0, + bib + C = aga, + babs + 6965 = a30, + bbi + oe = 0 
und die Determinante £ + a,b,c = + 1 ist. Indem wir die a,, @,, 
Q,, Q, u. 8. w. beliebig, aber diesen Bedingungen entsprechend wählen, 
erhalten wir die Transformationsgleichungen einer beliebigen Bewegung 
des Raumes. Wollen wir nach der obigen Bewegung eine zweite 
ausführen, welche die Punkte (z,, Y,, 21) weiter nach den Stellen 


(X, Ya, 22) bringt, so haben wir den a, b, c neue Werte &, b, € zu 
geben, doch so, dass auch jetzt 
T Hone =d, usw, 
1, + bb H am 0, u s. W., 
Z+äab,= +1 
ist, und zu setzen: 
Ty = 2, F ay + 2 + is 
h = bit, + bay, + bszi + br 
E = at, tm tat o 
Um die der Reihenfolge beider Bewegungen äquivalente zu finden, 
eliminieren wir &,, %,, 2, und erhalten dadurch £, Yz, 2, ausgedrückt 
als lineare Funetionen von x, y, 2 in der Form: 
Ty = Az + Ay + A2 + A, 
Y = Bie + Bay + Bae + Bo, 
2a = Gir + Cy + Cse F O 
wo die A, B, C sich als Functionen der a, b, c und g, b, c darstellen, die 
sich leicht angeben lassen. Nun mag man sich durch Ausrechnung 
davon überzeugen, dass auch die A, B, C Coefficienten einer ortho- 
gonalen Substitution sind, d. h. dass sie die Bedingungen 
A? + B? + O= 1, us w, 
A A + BiB; + CC, = 0, u. s. w., 
2+ABG=+1 
erfüllen, sobald die a, b, c und ä, b, € den früher aufgestellten Rela- 


tionen genügen. Daraus geht denn analytisch hervor, dass die Reihen- 
folge zweier Bewegungen des Raumes in der That einer einzigen 
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Bewegung derselben äquivalent ist, und deshalb sagen wir, dass alle 
Bewegungen des Raumes eine Gruppe bilden. Sie enthält zunächst 12 
Parameter a, b, c, aber zwischen diesen bestehen Relationen, sodass sechs- 
nur sechs derselben willkürlich sind. Es giebt demnach œ! Bewegungen Pe 18 


& 5 5 5 B e 
des Raumes und wir nennen die Gruppe derselben sechsgliedrig. en ee 


Weiter wollen wir uns jetzt nicht mit dieser Gruppe beschäftigen. 
Dem Studierenden empfehlen wir aber, in der Art, wie die obigen 
drei eingliedrigen Gruppen in $ 1, 2, 3 behandelt wurden, auch die 
folgenden geometrisch anschaulich und analytisch zu discutieren. 
1. Beispiel: Weitere 
z=as. Y = ay. Beispiele. 
(Sogenannte perspective Transformationen.) 
2. Beispiel: 
zı = 4%, Yı =} y, 


In beiden Fällen erhält man, wenn man den Parameter a variieren 
lässt, oo! Transformationen der Punkte (x, y) der Ebene in neue Punkte 
(£i, Y) derselben. Man zeige, dass die Reihenfolge zweier solcher 
einer einzigen aus derselben Schar äquivalent ist, d. h. dass jede der 
beiden Scharen eine Gruppe bildet und zwar, da jede einen Parameter 
a enthält, eine eingliedrige. Man bestimme ihre identische, die zu einer 
beliebigen inverse und die infinitesimale Transformation. Im ersten 
Fall führe man als neue Variabeln die Grössen 


r = log Vz? + y, Y = arc tg}, 
im andern Fall die Grössen 
æ 
u= h log T= g 


ein (und natürlich entsprechend r,, 4, ausgedrückt in v,, y,) Dadurch 
nehmen die Gruppen eine sehr einfache Form an, nämlich ihre sogen, 
canonische Form. Auch bestimme man die Bahncurven u. s. w. 


$5. Einige Bemerkungen über gewöhnliche Differentialgleichungen. 


Der Zweck dieser Vorlesung ist der, der Natur des Gegenstandes 
angemessene Methoden zur Integration der Differentialgleichungen zu 
entwickeln. Es wird manchem Leser deshalb erwünscht sein, schon 
jetzt wenigstens andeutungsweise davon unterrichtet zu werden, in- 
wiefern das Studium der Gruppen von Transformationen (von denen 
wir oben allerdings nur erst einige specielle Beispiele kennen gelernt 
haben) dabei von Nutzen ist. Diesem Wunsche werden wir in einer 


Note zum Schlusse dieses Paragraphen nachkommen. Doch wollen 
Lie, Differentialgleichungen. 2 
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wir vorher an einige einfache Begriffe aus der Theorie der Differential- 
gleichungen erinnern, die in der Folge häufig gebraucht werden. 


Gewòhn- Bekanntlich hat eine gewöhnliche Differentialgleichung 1. Ordnung 


liche Dif- 


forential- zwischen zwei Variabeln x,y die allgemeine Form 
gleichung 


u X(x, y) dy— Y(z, y) dæ = 0 
oder 
Xy — Y=-0, 
wenn dy mit y` bezeichnet wird. X und Y sind gegebene Functionen 
dir 5 


von x,y. Diese Differentialgleichung ordnet jedem Punkte (x, y) der 
Ebene eine Richtung zu. Die Tangente des Winkels dieser Richtung 


mit der Abscissenaxe ist y = s Diese Richtung kann und wird auch 


im allgemeinen von Punkt zu Punkt eine andere sein. Geht man von 
einem Punkte aus in der zugeordneten Richtung bis zum unendlich 
benachbarten, dann in der diesem zugeordneten Richtung zum benach- 
barten u. s. w., so beschreibt man eine Integraleurve. Solcher Integral- 
curven giebt es oo! und sie lassen sich alle darstellen durch eine 
Gleichung von der Form 
(x, y) = Const. 
Wie bekannt, heisst dann w(x, y) Integral der Differentialgleichung. 
An Stelle desselben kann man übrigens auch jede Function von w, 
wie 2(o(x,y)), als Integral benutzen. 
Aus der Gleichung 
a(x, y) = Const. 
der Integralcurven folgt durch Differentiation wieder 
Fi dx + De dy = 0, 
Da aber andererseits 
Xdy — Ydlz =0 
ist, so muss 


-0o r0o 
DEAE 2 oy 
sein, d. h. die Function œ ist eine Lösung der homogenen linearen 


Biikozenc pirtiellae Differentialgleichung 1. Ordnung zwischen der abhängigen 
linoare 
tielle Dir ` Variabeln f und den beiden unabhängigen x, y: 


Ko X; st =+ Y3 CAR, 
Ist umgekehrt f = »(z,y) eine re Lösung dieser Differential- 
gleichung, ist also 
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dw 
X; + r5=0 


für alle Werte von x und y, so erfüllt auch jede Function 2(o(z,y)) 
die Gleichung, und @(z, y) = Const. stellt dann oo! Curven dar, deren 
Tangentialrichtuugen sich aus 


bestimmen, IE die beiden letzten Gleichungen durch Elimination 


DE: 
geben: 


von Ea und < Jy als gewöhnliche Differentialgleichung dieser Curven 


Xdy — Yd = Q. 
Zwischen den beiden Differentialgleichungen: 
Xdy — Yd = 0 
oder 
dx _ dy 
ze 
und 
xl y?l o 


besteht also ein inniger ATR sie stellen im Grunde ge- 
nommen dasselbe Problem dar. Deshalb werden wir auch später 
häufig mit den beiden Formen nach Bequemlichkeit wechseln. 


Wir haben schon in der Einleitung gesagt, dass die in den gebräuch- Zusammen- 
lichen älteren Lehrbücherın vorkommenden Integrationsmethoden sich im ar 
allgemeinen auf Differentialgleichungen beziehen, welche bei einer bekannten Nneorie der 
Schar von Transformationen invariant bleiben. Indem wir uns vorbehalten, gleichungen 
auf die Bedeutung ‘dieser Behauptung später näher einzugehen, wollen wir Sanpa 
schon jetzt an einigen möglichst einfachen Beispielen den Zusammenhang theorie. 
zwischen der Theorie der Differentialgleichungen und der Gruppentheorie 
andeuten. 


Zunächst wollen wir die von x freie Differentialgleichung 


y flo) 
betrachten. Bekanntlich ist ihre Integration durch eine blosse Quadratur 
zu leisten. Geometrisch ordnet diese Differentialgleichung allen Punkten 
längs einer Geraden y = Const. dieselbe Richtung zu; ihre Integraleurven 
können daher aus einer einzigen Integraleurve durch Verschiebung der- 
selben längs der x-Axe abgeleitet werden. Diese Verschiebungen aber 
werden durch die eingliedrige Gruppe von Translationen 


z=2+0 =Y 
dargestellt. Führt man daher auf alle oo! Integraleurven nach und nach 


alle Translationen x, = x + a, y, = y aus, so erhält man jedesmal die 
ursprüngliche Schar von Integraleurven wieder. 


9% 
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Andererseits ist bekanntlich auch die homogene Differentialgleichung 


leicht zu integrieren. Diese Gleichung ordnet allen Punkten desselben 
Strahles !— Const. vom Anfangspunkte aus dieselbe Richtung zu. Die 
Integraleurven lassen sich deshalb, wie wir später genauer ausführen werden, 
aus einer einzigen durch ähnliche Vergrösserung oder Verkleinerung der- 
selben vom Anfangspunkt aus ableiten. Diese ähnlichen Vergrösserungen 
oder Verkleinerungen aber werden durch die eingliedrige Gruppe: 

Lı max, „may 
dargestellt. Auch hier werden daher die 00! Integralcurven von jeder 
Transformation der angegebenen Gruppe in einander übergeführt. 

Man weiss ferner die Differentialgleichungen von der Form: 

zyj — y 2 2 

— , = fe 1 

a E TE) 
zu integrieren. Eine solche Gleichung kann auch geschrieben werden: 

y-! 


= 
a7 


Danach ordnet sie den Punkten längs eines Kreises um den Anfangspunkt 
Richtungen zu, welche mit diesem Kreise sämtlich denselben Winkel bilden, 
denn die linke Seite der letzten Gleichung stellt die Cotangente dieses 
Winkels dar. Ein solcher Kreis wird also von allen Integraleurven unter 
demselben Winkel geschnitten; die Integralcurven gehen daher aus einer 
bestimmten dadurch hervor, dass man sie um den Anfangspunkt rotieren 
lässt. Diese Rotationen aber bilden eine eingliedrige Gruppe: 


z = g cos —ysine, Yı = 4% sin « + y cos æ. 
Ferner kann man die Differentialgleichungen von der Form 
r 
y = fe + ky) 


integrieren. Eine solche ordnet allen Punkten einer Geraden x+ ky = Const. 
gleiche Fortschreitungsrichtungen zu. Die Integraleurven lassen sich also 
aus einer einzigen durch Verschiebung derselben längs der Parallelgeraden 
x -+ ky = Const. ableiten. Diese Translationen aber bilden eine ein- 
gliedrige Gruppe 

y=2—ka y=yTt a. 


Diese Beispiele, denen sich noch eine sehr grosse Anzahl anderer an 
die Seite stellen liessen, zeigen, wie man gerade bei solchen Differential- 
gleichungen, deren Integration geleistet werden kann, eine Gruppe von 
Transformationen anzugeben vermag, welche die Punkte einer beliebigen 
Integraleurve in die einer anderen Integralcurve überführen. Man wird es 
danach plausibel finden, dass die Kenntnis einer solchen Gruppe von Trans- 
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formationen gestattet, das Iutegrationsgeschäft zu vereinfachen und vor 
allem auch methodisch zu gestalten. 

Diese wenigen Bemerkungen mögen genügen, um den Zusammenhang 
zwischen Differentialgleichungen und Transformationsgruppen anzudeuten. 
Später werden wir natürlich auf alle diese Dinge ausführlich zurückkommen. 


Kapitel 2. 
Eingliedrige Gruppe in der Ebene. 


Der Leser wird aus den im vorigen Kapitel vorgeführten Bei- 
spielen schon einiges Verständnis für das, was wir eine Gruppe und 
insbesondere eine eingliedrige Gruppe nennen, geschöpft haben. Ge- 
stützt darauf wollen wir in diesem Kapitel den Begriff und die Theorie 
der eingliedrigen Gruppen in allgemeiner Weise entwickeln. 


§ 1. Begriff einer Transformation und einer eingliedrigen Gruppe 
von Transformationen in zwei Veränderlichen. 


Zunächst haben wir zu erklären, was unter einer Transformation 
zu verstehen ist: 

Eine Transformation der Punkte der Ebene ist eine Operation, ee 
welche jeden Punkt der Ebene wieder in einen Punkt derselben überführt. der Punkto 
Der Weg, auf dem diese Überführung statt hat, ist dabei unwesentlich, un 
nur die Anfangs- und Endlagen der Punkte sind für die Transformation 
bestimmend. Diese Transformation tindet ihren analytischen Ausdruck 


in zwei Gleichungen von der Form 
E == p(z, Y), JE p(z, y). 

Hierin soll (x, y) den ursprünglichen, (z,, y,) den transformierten Punkt 
bezeichnen. Insbesondere werden wir noch voraussetzen, dass die 
Transformation nicht etwa alle Punkte der Ebene nur in die einer 
Curve oder gar nur in eine discrete Anzahl von Punkten überführe, 
Vielmehr soll im allgemeinen jeder Punkt (x,, y) der Ebene als durch 
die Transformation aus einem Punkt (x, y) derselben entstanden auf- 
gefasst werden können. Analytisch findet dies seinen Ausdruck in der 
Annahme, dass die Gleichungen der Transformation im allgemeinen, 
d. h. sobald nicht x,, y, gewisse specielle Werte haben, auch nach x 
und y auflösbar seien. Jeder Punkt der Ebene wird alsdann im all- 
gemeinen sowohl als ursprünglicher wie als transformierter Punkt 
aufgefasst werden können. 
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Wenn nun die Gleichungen einer Transformation eine Constante a 
enthalten: 
(1) X, = p(z, Y, a), yı = P(x, yY, a) 
und dieser Constanten alle Werte von — œ bis + œœ beigelegt werden, 
so ergiebt sich eine Schar von oo! Transformationen. Diese Schar 
von Transformationen wird im allgemeinen nicht die Eigentümlichkeit 
haben, dass die Reihenfolge zweier derselben einer einzigen Trans- 
formation der Schar äquivalent ist. 
2. B. stellen die Gleichungen 
A= Eu a a) 
eine Schar von oo! Transformationen, die sich geometrisch leicht con- 
struieren lassen, dar, welche jene Eigentümlichkeit nicht besitzen. 
Führt man nämlich nach der Transformation 
En U Ne 
eine zweite aus derselben Schar aus: 
yo, 24, h= Yi 
so ist ihre Reihenfolge zwar offenbar einer einzigen Transformation 
äquivalent (die durch Elimination von x, und y, berechnet wird): 
T = 4 — a+r, Y =y, 
aber diese gehört nicht der Schar von oo! Transformationen 
% = Const. — £, Y =Y 
an. 
Es ist also ein besonderes Vorkommnis, wenn aus der Schar der 
oo! Transformationen (1) jedesmal die Reihenfolge zweier durch eine 
einzige Transformation aus derselben Schar ersetzt werden kann. In 
Eingliedrigdiesem Falle nennen wir die Schar eine Gruppe, und zwar, da sie 
einen Parameter a und demgemäss œo! Transformationen enthält, eine 
ar Eee: eingliedrige Gruppe. 
Das analytische Kriterium für eine solche eingliedrige Gruppe (1) 
ergiebt sich so: Wir führen nach der Transformation mit Parameter a: 


Yen p(z, Y, a), Yı = Y(T, Y, a), 
welche die Punkte (z, y) der Ebene in die neuen Lagen (z,, y,) bringt, 
die Transformation mit Parameter a, aus: 
= ya, Yir U), Ya = Y(T, Vi; 4), 
welche die Punkte (x,,y,) nach den Stellen (x, y,) versetzt. Die 


Transformation, welche direct die Punkte (x,y) nach diesen Stellen 
(£a, Y2) führt, erhalten wir durch Elimination der Zwischenwerte z, y: 
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Ta = p (p(z, Y, a), p(z, Y, a), a,), Ya Ze y CACA Y, a), p(z, Y a), a); 
Z und y, drücken sich hiernach durch &, y, a und a, aus. Diese 
Transformation nun soll wieder eine Trausformation aus der Schar 
(1) sein, d. h. sie muss sich in der Form schreiben lassen: 


T, = p(z, Y, A) n= (z, Y, A), 
worin der Parameter A eine gewisse Function von a und a, allein ist: 
1 = Ala, a,). 
Es müssen also identisch für alle Werte von x, y, a, a, zwei Glei- 
chungen von der Form 


yp (z, Y, a), Y (zx, y, a), a) = p(x, y, A (a, a,)) 
p(o (z, Y, a), Y(z, Y, a), a) = y(x, y, å (a, a,)) 


bestehen. 


Wir wollen den Begriff der eingliedrigen Gruppe noch etwas ein- 
schränken: Es soll sich zu jeder Transformation der Gruppe mit be- 
liebigem Parameter a eine andere Transformation derselben — etwa 
mit Parameter @ — zuordnen lassen, sodass die zweite nach der ersten 
ausgeführt die Wirkung derselben gerade aufhebt, d. h. aus den Ba 
Gleichungenpaaren 


27, = Pia, Y, a), Yılzz ve, Y, a) 
La = pl, M) Ya = V(t, Y) 
durch Elimination von z, und y, folgt: 
(2) Ta == N 


Mit anderen Worten: Wir setzen voraus, dass die Gruppe zu jeder Inverse 
D . BER Trans- 
Transformation auch die inverse enthalte. an die Gleichungen dertormationen. 


Gruppe vor, so findet man zur Transformation 
x£, = pm, Y, a), Yı = Y(T, Y, a) 
offenbar die inverse, wenn man z,, y, als die ursprünglichen, x, y als 
die transformierten Veränderlichen betrachtet. Indem man nach x, y 
auflöst, ergeben sich mithin die Gleichungen der inversen Transfor- 
mation in der gewohnten, nach den neuen Veränderlichen x, y auf- 
gelösten Form. 
So z, B. ist zur Translation 
z =z 4a, h =y 
die Translation invers, die sich durch Auflösung nach v, y ergiebt: 


Le en S 
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oder, wenn man die ursprünglichen Veränderlichen wie sonst mit x, y, 
die neuen mit &%,, y, bezeichnet, diese: 


la U —yY 


Da die Reihenfolge zweier Transformationen der Gruppe wieder 

der Gruppe angehört, so gilt dies auch von der Reihenfolge zweier 

Identisch zu einander inverser Transformationen, d. h. von der identischen Trans- 
Trans- 5 . 

formation. formation (2). Somit folgt aus den gemachten Voraussetzungen, dass 

es einen constanten Wert a, des Parameters a geben muss, für welchen 

die Gleichungen (1) der Gruppe sich auf x, = x, y, = y reducieren, 


sodass also 
(3) (z, Y, ao) = t, p(z, Y, ao) == y 
ist für alle Werte von & und y. 


Satz 1: Sind die Transformationen einer eingliedrigen Gruppe in 
zwei Veränderlichen paarweis zu einander invers, so enthält sie auch die 
identische Transformation. 

Es wird nicht überflüssig sein, besonders hervorzuheben, dass, 
wenn die Transformation mit Parameter @ zu der mit Parameter a 
invers ist, dann auch umgekehrt letztere die inverse zur ersteren ist. 
Denn die Transformation (a) führt etwa den Punkt p nach p,, die 
Transformation (&) führt p, nach p zurück. Nimmt man also p, als 
ursprünglichen Punkt und führt zuerst die Transformation (@) aus, so 
geht er nach p. Die darauf folgende Transformation (a) bringt ihn 
wieder nach p, zurück, sodass diese Reihenfolge beider den Punkt p, 
in Ruhe lässt. 


$ 2. Der allgemeine Gruppenbegriff. 


Im vorigen Paragraphen wurden nur die eingliedrigen Gruppen de- 
finiert. Wir wollen nun auch die allgemeine, »-gliedrige Gruppe kurz 
erläutern, bemerken jedoch, dass wir von diesem Begriffe in den vorliegen- 
den Vorlesungen keinen Gebrauch machen werden. Wir dehnen überdies 
in diesem Paragraphen unsere Betrachtung gleich auf den Raum aus. 

Denken wir uns drei Gleichungen vorgelegt: 


A 
u E Y k A a ar) Y ~ YE Y, 2, as de a) 
zı = Z (2, Y, 5,0, ag; ° ar) 


von denen wir annehmen, dass sie auch nach &, y, z auflösbar seien, so 

stellen sie, wenn die Grössen @,, ad; '' a, bestimmten Zahlen gleich ge- 

Trans- Setzt werden, eine Transformation der Punkte des Raumes dar, indem sie 
formation jeden Punkt (x, y, 2) desselben in einen neuen Punkt (z, %,, 2) über- 
des Raumes-führen. Von den Parametern «a, - - a, setzen wir voraus, dass sie sämtlich 


als wesentlich in obigen Gleichungen vorkommen, also nicht etwa einige 
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als überzählig entfernt werden können. Wenn wir a, *-- a, von — œ 
bis + oo variieren, so stellen unsere Gleichungen eine Schar von co” 
Transformationen dar. Nach einer Transformation mit bestimmt gewählten 
Parametern a, '-- ar, welche die Punkte (x,y,z) nach den Stellen (x, , Y1» 21) 
geleitet, wollen wir eine zweite ausführen, bei der die Parameter die Werte 
@,--ä, haben. Diese wird die Punkte (x,, Yı, 2,) weiter in die Lagen 
(£2, Yz» Z2) bringen und es ist: 


2a = Area), 
Y = Ya Ys 2, 4, -+ + Ü), 
ES Ana a a o o) 


Um nun direct von den ursprünglichen Punkten (x, y, 2) zu den neuen 
(23, Yz» 23) durch eine Transformation zu gelangen, müssen wir die Zwischen- 
stellen z1, %,, 2, vermöge der drei ersten Gleichungen aus den drei letzten 
eliminieren; dadurch gehen Formeln hervor, welche &,, Y3, 2, durch x, Y, 2, 
Q t dn Q ee a, ausdrücken. Nun wäre es denkbar, dass diese Gleichungen 
sich wieder so schreiben liessen wie die der beiden nach einander ausgeführten 
Transformationen, also in der Form: 


X, = X (2, y, 2, heet Ar), 
Y Ya, y,&, A : àr), 
kg = Z(&, Y, 2, hti Ar), 


wo dann A,,2,--A, gewisse Functionen der früheren Parameter a, :- ar, 

ä™-. @, bedeuten sollen, die aber frei von x, y, z sind. In diesem Falle 

ist also die Reihenfolge der beiden Transformationen unserer Schar mit den 

Parametern a), "a, und @,,::-ä, einer einzigen Transformation eben- 

derselben Schar mit den Parametern A,,- A, äquivalent, und zwar gilt 

dies, wie auch die Constanten a, -*'Q@,, A, A, gewählt sein mögen. 

Wir sagen alsdann, dass jene Schar eine Gruppe von Transformationen dar-k;, ar 

stellt und zwar, da sie r Parameter enthält, eine r-gliedrige Gruppe. Transfor- 
In § 4 des 1. Kapitels haben wir ein Beispiel hierzu gegeben, die do naumun 

Gruppe aller Bewegungen des Raumes. Sie war 6-gliedrig. Aber auch 

die in $$ 1 bis 3 jenes Kapitels betrachteten Gruppen 


„=ıta y =y; 
1=at+a y =y +b; 
zı = g% cos « — y sina, yı = x sin « + y cos «; 
seem Y =y 
können als Beispiele von Gruppen des Raumes (x, y, z) gelten, man hat 
nur jedesmal zu dən beiden Gleichungen noch als dritte 


g =z 
hinzufügen. 
Wir fahren nunmehr fort in der Betrachtung der eingliedrigen Gruppen 
in zwei Veränderlichen. 
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§ 3. Existenz einer infinitesimalen Transformation in der ein- 
gliedrigen Gruppe. 


Wir erkannten in $ 1, dass die vorliegende eingliedrige Gruppe *) 


(1) z, = play a), Yı = Y(T, Y, a), 
von der vorausgesetzt wurde, dass sich ihre Transformationen einander 
paarweis als invers zuordnen lassen, die identische Transformation 
a = 2, Y, = y enthält. 
A ei Daraus lässt sich nun weiter folgern, dass sie auch eine infinite- 
formation. Sinale Transformation, eine Transformation also, bei welcher alle 
Punkte (x, y) in unendlich benachbarte Punkte übergehen, enthält. 
Es sei nämlich a, der Wert des Parameters, für welchen die Glei- 
chungen (1) die identische Transformation darstellen, d. h. für welchen 
(3) g(x, Y, ao) = L, ACA Y, 4) = yY 
ist. Geben wir dann dem Parameter a den von a, unendlich wenig 
abweichenden Wert a, + da, so wird die Transformation der Gruppe 
z, = phx, Y, 0 + da), Yı = Y(T, Y, t F da) 
nur unendlich wenig von der identischen Transformation abweichen, 
also infinitesimal sein. Es kommt ja nach dem Taylor’schen Satze: 
plr, Y, o) a , E’plz, y, a) da* 


t = p(T, Y, ao) + da, RT Ja? 1 E 


. 


OyL, Y, a,) da OY (L, Y, a,) ĉa" 
Yı = Y(T, Y, ao) + da, E TEE Tag a 


oder wegen (3): 
Er nn) Zu; y Date. a) E 


0a, 1 day? 1.2 2 
u Ira Y, a) da , yle, y, ao) dar 
My A T 0m” m2 


x, und y, unterscheiden sich also nur um unendlich kleine Grössen 
von x und y. Es wäre denkbar, dass die Coefficienten der niedrigsten 
Potenzen von da in diesen Reihenentwickelungen für alle Werte von 
x und y verschwänden. Auf jeden Fall aber wird in den Reihen eine 
niedrigste Potenz von da, etwa da”, wirklich auftreten. Als unendlich 
kleine Grösse benutzen wir dann nicht mehr da, sondern bequemer 
da” = òt und erhalten, wenn &(x, y) und y(x, y) die Coefficienten von 
da” in den beiden Reihen sind, die Formeln: 


*) Hier möge ein für allemal betont werden, dass wir bei Betrachtungen, 
in denen allgemeine Functionen auftreten, immer die Voraussetzung machen, 
dass die betreffenden Functionen sich für die in Betracht kommenden Wertsysteme 
regulär verhalten und sich also nach dem Taylor'schen Sätze in Potenzreihen 
entwickeln lassen. 
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(4) z =x + lz y)jðt +- y =y +n yt H 
welche eine infinitesimale Transformation der eingliedrigen Gruppe 
darstellen und in denen die nicht hingeschriebenen Glieder von höherer 
Ordnung unendlich klein sind als dt. Freilich erkennt man durch 
dieses Raisonnement nicht, ob die Reihenentwickelungen (4) nach 
ganzen oder gebrochenen Potenzen von òt fortschreiten. Dagegen 
giebt die weiter unten zu besprechende Methode sicher Reihenent- 
wickelungen nach ganzen Potenzen des Parameters. & und y enthalten 
allerdings auch noch a,, aber a, ist kein beliebiger Parameter, sondern 
eine bestimmte Zahl und braucht darum in & und y nicht besonders 
angeführt zu werden. 


Wendet man diese Methode etwa auf die eingliedrige Gruppe 


z = za —yV1— é, „=ya+zyı- a 
an, so findet man, dass sie nicht durchführbar ist. Dies liegt darin, dass die 
Grösse 1 — a? sich nach der Substitution a = 1 + ôt nicht nach ganzen 
Potenzen von dt entwickeln lässt. Die folgende Methode dagegen liefert eine 
infinitesimale Transformation, da bei ihr yı — a? nicht in der Umgebung 
der Stelle a = 1, sondern einer beliebig annehmbaren Stelle in eine 
Potenzreihe entwickelt wird. 


x ' oj t3 : i ipẹ Amlore Ab- 
Man kann auf einem weitläufigeren Wege, der aber tiefer in die Ahnen einer 


Sache hineinführt, zu einer infinitesimalen Transformation der ein- inänten 
gliedrigen Gruppe gelangen, nämlich so: Wir geben dem Parameter a formation. 
einen beliebigen, aber bestimmten Wert e Die zugehörige Transfor- 
mation — wir bezeichnen sie kurz mit (e) — führt die Punkte p der 
Ebene in neue Lagen p, über. Es giebt dann nach Voraussetzung 
eine zu dieser inverse Transformation in der Gruppe. Ihr Parameter 


sei €, er ist eine gewisse Function 


von &. Diese Transformation (2) führt Z sai E 
alle Punkte p, wieder in die Lagen p RP x 
zurück. Eine Transformation nun, deren he Pa 
Parameter unendlich wenig von & ab- au „it PZ j Be, 
weicht, also etwa & + de ist, wird p, K u 
nicht genau nach p, sondern nach einer #"*P? P AEK 

p unendlich benachbarten Stelle p Aa 

führen. (Siehe Fig. 4) Die Reihen- L 

folge der Transformationen (e) und R a 


(z + de) wird p nach p, und, dann 
nach » bringen und ist einer einzigen der Gruppe angehörenden 
Transformation äquivalent, welche die Punkte p der Ebene in ihnen 
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unendlich benachbarte Punkte p’ überführt, d. h. einer infinitesimalen 
Transformation der Gruppe. 
Ge Wir wollen dies hier rein begrifflich dargestellte Verfahren jetzt 
führung die-analytisch verfolgen. Die erste Transformation (e) wird dargestellt 


ser neuen 
Zbleitung. duiych; 


(5) 2 = p2, Y, E€), Yı = 4 (z, Y, e) 
die Transformation (€ + de), welche nach dieser ausgeführt werden 
soll, durch 

£ = P (2i Y E + ôe), yY = p(t, Maa ar ðe). 
Elimination von x, und y, aus (5) und den beiden letzten Gleichungen 
giebt daher die gesuchte Transformation, welche die Punkte p in die 
Punkte p überführt: 
= g (p(x, y, €), dm yE),E+ ôE), y= v lolz, y, E), (2y, £), E + de). 
Entwickeln wir diese Werte nach Potenzen von de, so kommt 


(2 3 ’ + 3 1 ’ Ma ò 
[= pipl, 19, vig 9,9 + En EDD E 
J 
2 z LE-A] ’ E K] A; ô 
|y= vioi y e), v y e), 3) H LELAND Be y., 


Diese Gleichungen der gesuchten Transformation lassen sich noch 
vereinfachen, wodurch man dann erkennt, dass sie wirklich eine infi- 
nitesimale Transformation darstellen. Es sind ja nach Voraussetzung 
die Transformationen (e) und (2) zu einander invers, d. h. wenn man 
nach der Transformation 
hy — g(x, Y, e), U CA Y, €) 

die Transformation 

To = P (21, Y E) Y bla, Yi, 6) 
ausführt, muss man die identische Transformation ®, = £, Y = Y 
erhalten. Es geht aber durch Elimination von x, und y, hieraus die 
Transformation hervor: 

%y T glp (z, Y, £), y(x, Y, £), €), Ya == y (p(z, Y, £), ACA Y, £), £). 
Es ist also eine blosse Folge unserer Voraussetzung, (e) und (ë) 
seien inverse Transformationen, dass 

PPT, Y €), PCL, Y, E€), E) =x, play €), dla, Y, €), €) =y 
ist. Die Gleichungen (6) der Transformation der Punkte p in die 
Punkte p' lauten deshalb auch so: ~ 
[z= z4 2y (p(z, yı €), win y, £), E) de J 


gi 1 


(1) 


Mep ovlpla y, qhi 1 €), È) = FR: 
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und in dieser Form stellen sie offenbar eine infinitesimale Transfor- 
mation dar, da hier «° und y nur unendlich wenig von & und y ab- 
weichen. 

Jetzt erkennt man durch eine kleine Ueberlegung sehr leicht, 
dass die ersten in ds linearen Glieder nicht verschwinden. Denn be- 
zeichnet man p(x,y, €) und Y(z,y,e) wie in (5) wieder mit z, und y,, 
so haben diese linearen Glieder in (7) die Coefficienten 

Potom D Beam d, 

c# Ct 
Hierin können nun &,, y, und & als unabhängige Veränderliche auf- 
gefasst werden. Wäre 
99 V, È) - A Eyl Y E) n 

0E Tmi. 08 2 
so würden @(2,,%Y,,&) und Y(x,,y,,€) frei von & sein, d. h. allgemein 
wären die Gleichungen der Gruppe z, = g (x, yY, a), Yı = Y(T, y, a) 
frei von a. Sie würden also gegen die Voraussetzung gar keinen 
Parameter enthalten. 

In (7) sind die Coefficienten von de, die also nicht verschwinden, 
Functionen von v, y, € und #. Zu einer Transformation (£) gehört 
aber eine ganz bestimmte inverse (ë). Es ist daher € eine gewisse 
Function von e, und jene Coefficienten hängen also nur von x, y 
und e ab. Wir bezeichnen sie mit (x, y, €) und y(x, y, €) und er- 
halten dann die infinitesimale Transformation 


(8) s= T E(z, Y, &)dE 2 = yA n (z, Y, £)ð E al 


die sicher unserer eingliedrigen Gruppe angehört und noch eine will- 
kürliche Constante e enthält. 


Fassen wir in (8) e als eine bestimmte Grösse, de dagegen als 
eine veränderliche unendlich kleine Grösse auf, so sind die rechten 
Seiten unendliche Potenzreihen nach de. Bei dieser Auffassung geben 
uns die Gleichungen (8) eine zur identischen Transformation unendlich 
benachbarte Transformation unserer Gruppe. 

Nun aber kann man die Constante € noch beliebig wählen und 
man kann also auf verschiedenen Wegen zu einer solchen infinitesi- 
malen Transformation der vorgelegten eingliedrigen Gruppe gelangen. 
Später werden wir sehen, dass alle infinitesimalen Transformationen 
der Gruppe, die man so bestimmen kann oder vielleicht durch noch 
andere Methoden zu finden vermöchte, in den unendlich kleinen 
Gliedern erster Ordnung bis auf einen constanten Factor überein- 
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stimmen müssen. Vorerst aber sind wir nur zu diesem Ergebnis 
gelangt: 

Satz 2: Eine eingliedrige Gruppe der Ebene, deren Transformationen 
sich paarweis als invers einander zuordnen lassen, besitet sicher eine 
infinitesimale Transformation. 


Beispiel. Beispiel: Wir wollen die obige zweite Methode auf die Ableitung 
einer infinitesimalen Transformation der in § 2 des 1. Kapitels be- 
trachteten eingliedrigen Gruppe aller Rotationen um den Anfangspunkt 

xı =xcosa— y sina, yı = 2 sin a + y cos a 
anwenden. Hier ist die Rotation mit dem Drehwinkel — & zur Ro- 
tation mit dem Drehwinkel & invers, also der oben mit & bezeichnete 
Parameter gleich — e. Die Rotation (2) hat die Gleichungen: 
(5°) £, = x cos € — y sin €, Yı = 2% sin è + y cos è. 
Die Rotation (— &+ de) dagegen, welche die Punkte (x,, y,) in 
Punkte (x', y') zurückführt, die den Punkten (x, y) unendlich benach- 
bart sind, hat die Gleichungen: 
z = x, cos (— & + ôe) — y sin(— e + de), 
y = x sin (— £ + ôe) + y, cos (— e + ôe). 
Eliminiert man hieraus x, und y, vermöge (5), so kommt: 
a = (x cos £ — y sìn €) cos (— e + de) — 
— (zx sin & + y cos £) sin (— £ + de) = 
= q (cos £ cos (— e + de) — sin e sin (— e + de)) — 
— y(sin z cos (— £ + de) + cos ¥ sin (— £ + de)) = 
= g cos Ôe — y sin ĝe = x — yde+--- 
und ganz ähnlich: 
y = x siu ðs + y cos ĝe = y H xôe --. 
Die gesuchte infinitesimale Transformation ist also: 
(7) =g — yðe t =y H rdet 
Dies ist die in § 2, Kap. 1, gefundene. Man hätte sich diese ganze 
Rechnung ersparen können, da das Ergebnis aus der geometrischen 
Anschauung sofort hervorgeht. Es lag uns aber daran, unsere Methode 
an einem concreten Beispiel zur Erläuterung wirklich durchzuführen. 


S 4. Construction einer eingliedrigen Gruppe aus einer 
infinitesimalen Transformation. 


Zunächst werden wir uns jetzt etwas näher mit dem Begriff einer 
R f ein . . . . epo . ` 
a infinitesimalen Transformation selbst beschäftigen und zeigen, wie man 


malonTrang- . . . & 5 5 
formation. von einer solchen wieder zu einer eingliedrigen Gruppe gelangen 
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kann. Wir wollen also jetzt ganz davon absehen, dass die infinitesi- 
male Transformation etwa die einer eingliedrigen Gruppe sei, wir 
wollen sie vielmehr direct ohne Benutzung des Gruppenbegriffs defi- 
nieren durch zwei Gleichungen von der Form: 


0) dert Ndten, y =y tnla ytt, 

wo & und 7 zwei irgendwie gegebene Functionen von z, y sein sollen 
und ĝt eine unendlich kleine Grösse bedeute. Wir denken uns die 
weggelassenen Glieder als convergente Potenzreihen nach ötf, die mit 
Gliedern zweiter Ordnung beginnen. 

Diese Transformation (9) ist eine infinitesimale, denn sie führt 
alle Punkte (x, y) in ihnen unendlich benachbarte Punkte (x, y) über, 
deren Coordinaten, wenn wir von unendlich kleinen Grössen zweiter 
Ordnung absehen, um die infinitesimalen Strecken 


(10) ôx = ðt, y = nòt 

grösser als die ursprünglichen sind. Jedem Punkte (x,y) wird somit 

eine unendlich kleine Fortschreitungsstrecke von der Länge 
eor > VEF r an P st u.-richtung. 


zugeordnet und zwar den verschiedenen Punkten im allgemeinen solche 
von verschiedener Länge und verschiedener Richtung. 


Man erhält ein anschauliches und fruchtbares Bild von der infini- Kinemati- 
tesimalen Transformation (9), wenn man von unendlich kleinen Grössen ne 
zweiter Ordnung absieht und sich vorstellt, dass alle Punkte (x, y) 
der Ebene in Bewegung versetzt werden und im Zeitelement ôt eben 
jene unendlich kleinen Strecken VE? p y? ôt beschreiben, deren Pro- 
jectionen auf die Axen die Längen ôt und ndt haben. Dies anschau- 
liche Bild legt es uns nahe, die betreffende unendlich kleine Orts- 
veränderung fortwährend nach einander, unendlich oft auszuführen. 

Im ersten Zeitelement ôt gelangt der Punkt (x, y) aus seiner Anfangs- 
lage in die neue Lage (x, y), im nächsten Zeitelement dt durchläuft 
er alsdann die unendlich kleine Strecke Y&(«’, yY + n(x, y)? òt u.s. w. 
Der ursprüngliche Punkt (x, y) kommt durch diese fortwährende Aus- 
führung der infinitesimalen Transformation nacheinander in lauter 
neue Lagen, die eine stetige Reihe bilden, also eine Curve darstellen. 

Wir denken uns also, präciser gesagt, alle Punkte der Ebene in 
Bewegungen begriffen, welche dadurch definiert sind, dass für jeden 
Punkt (x, y) die Geschwindigkeitscomponenten die Werte 
a ka, y), Sy = q (2, Y) - 


haben, die nur vom Orte (x, y), nicht aber von der Zeit abhängen. 
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Die ganze Ortsveränderung der Punkte der Ebene ist, da sie sich 
von Moment zu Moment wiederholen soll, eine sogenannte stationäre 
Bewegung und kann verglichen werden mit der Strömung der Massen- 
teilchen einer compressibeln Flüssigkeit, bei welcher das gerade an 
der Stelle (x, y) befindliche Teilchen im nächsten Zeitelement dt den 
unendlich kleinen Weg Vë? -+ n? dt durchläuft, wodurch seine Coordi- 
naten um de = Edi und dy = dt zunehmen. Die Zeit # wollen wir 
von einem bestimmten Zeitpunkte {= 0 an messen und voraussetzen, 
ein gewisses Massenteilchen befinde sich zur Zeit ¿== 0 an der Stelle 
(x, y) Dann wird es durch die stationäre Bewegung zur Zeit £ an 
einer andern Stelle (x,, y,) sich befinden. Es ist dies die Stelle, in 
welche der Punkt (x, y) übergeht, wenn auf ihn fortwährend die in- 
finitesimale Transformation (9) ausgeübt wird, und dies gilt für alle 
Punkte (x, y) der Ebene. Die neuen Coordinaten &,, y, sind Func- 
tionen der ursprünglichen x, y und der Grösse t Wenn t um dt 
wächst, so wachsen x, und y, um 

da, = (2, y)dt, dy, = na, yı)dt. 

Mithin bestimmen sich z, und y, als Functionen von t aus den beiden 
simultanen Differentialgleichungen 

da dy, r 
Ea D a a 
mit der Anfangsbedingung: Für t= 0 soll z; =x, y, =y sein. 
Durch Integration dieses Systems ergeben sich für x, und y, gewisse 
Werte: 
(12) x, = P(x, y, t), hi = P(x, y, t), 
die sich für t = 0 auf x und y reducieren. 

Diese unsere kinematische Betrachtungsweise zeigt nun leicht, 
dass die Integralgleichungen 

2 = D(z, Y, t), 4 = E(x, Y, i) 


Ze 
Aka} 


eine eingliedrige Gruppe mit dem Parameter ¿ bestimmen. Denn wenn 
unsere stationäre Bewegung im Laufe der Zeit ¢ die Punkte (x, y) 
nach den Stellen (x,, y) und danach im Laufe der Zeit t, diese 
neuen Punkte (z,, y,) nach den Stellen (x, Y2) führt, so leuchtet ein, 
dass unsere stationäre Bewegung im Laufe der Zeit 4 +, die ur- 
sprünglichen Punkte (z, y) in die Lagen (£3, ya) überführt, analytisch 
ausgedrückt: Die Reihenfolge zweier Transformationen (t) und (%) 
aus der Schar der oo! Transformationen (12) ist äquivalent einer 
einzigen Transformation (4 + £,) dieser Schar. Die Schar (12) stellt 
also eine eingliedrige Gruppe dar. 
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Jetzt wollen wir diese nicht ganz streng formulierte kinematische 
Betrachtung verlassen und sie durch ein strenges analytisches Raison- 
nement ersetzen. 


Die beiden Differentialgleichungen an 
d EA dy, einer ein- 
a &(z,,Yı): FM n(A) es 


bestimmen x, und y, als Functionen von £ und von den zu t=0 
gehörigen Anfangswerten, als welche wir x, = x, y, = y wählen. Um 
diese Functionen &,, y, zu bestimmen, braucht man nur das simultane 
System 


da pe dy i n 
CE Een T ney T 
mit den vorgeschriebenen Anfangswerten: &, =£, y =y für t=0 
zu integrieren. 


Da der Differentialquotient da = (x,y) für t= 0 den Wert 


E(x, y) annimmt, so erhalten die Integralgleichungen 


(12) s = Dhr, y, t), = P(x, y, t), 
wenn sie nach Potenzen von ¢ entwickelt werden, offenbar die Form 
a2) [z =s + E(x, U amaa 


(n =y + aly) ++, 

und sie stellen oo! Transformationen der z, y in die æ%,, y, dar. Wir 
wollen jetzt rein analytisch beweisen, dass diese Transformationen 
eine eingliedrige Gruppe mit dem Parameter ¢ bilden. Um den 
Beweis zu liefern, müssen wir uns mit der Art der Integration des 
Systems (11) etwas näher beschäftigen. 

Zur Integration kann man so verfahren: Zunächst besitzt die 
Differentialgleichung zwischen z, und y: 

er E 
5 Yı) 7 Y) 
ein Integral 2(x,, Yı), das, da es frei von ¢ ist, auch Integral des 
ganzen simultanen Systems (11) sein muss. Um nun ein zweites 
Integral des Systems zu finden, das nicht frei von £ ist, hat man 
vermöge 
Q(t Y) = e (= Const.) 
etwa y, aus 
dz 
5m, 9) 

zu eliminieren und die entstehende Differentialgleichung zwischen z, 
und ¿ (die ausserdem im allgemeinen noch c enthält) zu integrieren. 


Dies geht, da die linke Seite frei von £ ist, durch eine Quadratur und 
Lie, Differentialgleichungen. 5) 


= di 
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giebt ein Integral von der Form Fx,,c) — t Dies ist aber noch kein 
Integral des Systems (11). Vielmehr muss erst wieder c vermöge 
2 = c fortgeschafft werden. Dadurch geht dann ein zweites Integral 
des Systems (11) hervor von der Form 
Wa,y)—t 
Als Anfangsbedingung wurde festgesetzt, dass für = 0 auch 
zı =%, Y, = y sein soll. Demnach stellen die Gleichungen 


(13) f 2a, h) Fy 2a, y), 

l Wa, n) — t =W (z, y) 
das Ergebnis der Integration dar. Durch Auflösung derselben nach 
x, und y, ergeben sich dann die Integralgleichungen in der Form (12). 


benre Wir behaupteten nun, dass diese eine eingliedrige Gruppe mit 

eigenschaft. dem Parameter ¢ darstellen. Dies geht aus der Form der nicht auf- 
gelösten Gleichungen (13) unmittelbar hervor: 

Denn die Transformation der Schar (12) oder (13), welche dem 

Parameter ¿ zugehört, führt die Punkte (x, y) in die Punkte (z,, y,) 

über, die sich aus (13) bestimmen. Eine zweite Transformation der- 

selben Schar mit dem Parameter i, wird die Punkte (x,, 4,) weiter 

in die Punkte (x,, y) überführen, deren Coordinaten sich aus den zu 


(13) analogen Gleichungen 

[ Q(z, Y2) = Ra, V), 

W(t, 9) — t = Wa) 

berechnen lassen. Will man nun die Transformation haben, welche 
sofort die Punkte (x, y) in die Endlagen (x, %) bringt, so hat man 
nur aus (13) und (14) die Zwischenwerte x,, y, zu eliminieren. Dies 
macht sich sehr leicht, es kommt: 


(14) 


zz, Y) = Qiz, y), 
Way) — (EF 6) = We, y). 
Aber diese beiden Gleichungen stellen, nach x, und %, aufgelöst, nichts 
anderes dar, als die Transformation mit dem Parameter t + 4,, welche 
der durch (13) bestimmten Schar von oo’ Transformationen angehört. 
Jene Schar hat also in der That die Gruppeneigenschaft. 

Diese eingliedrige Gruppe enthält auch zu jeder Transformation 
mit beliebigem Parameter ¢ die inverse. Letztere ist die mit dem 
Parameter — t, denn beide nach einander ausgeführt geben ja die 
Transformation mit dem Parameter t — t= 0, d. h. die, für welche 


Us, = Ary), Wa, y) =W y) 
oder 7, = %, 7, = y ist, also die identische. 
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Erinnern wir uns ferner daran, dass die gefundene Gruppe auch 
durch die Gleichungen (12°) darstellbar ist, so erkennen wir noch, 


dass sie (wenn ? unendlich klein angenommen wird) eine infinitesimale 
Transformation 


== æ + (s, y)ðt +H- y =y + næ, y)ðt +: 
enthält, die mit der vorgelegten infinitesimalen Transformation (9) in 
den unendlich kleinen Gliedern erster Ordnung übereinstimmt. 
Die Entwickelungen (12') der endlichen Gleichungen unserer 
Gruppe werden durch das simultane System (11) bestimmt und es ist 


2 6 TE t? 
nicht schwer, auch die Coefficienten von 7, @nzugeben. Nach dem 


Maclaurin’schen Satze sind diese nämlich ri und Th für =. 
Nun aber liefert (11): 
d'ai _ dE (L, 9) dr, es Ola, Y) dy, 
dt? 0x, dt Oo dt 
80 y) 


Ela, 
Kay) t Eau) $ 7, N). 


Für {= 0 wird dies zu: 


1? x, AES, 
(a) EED tiny) p EEA ey) 


Ähnlich bestimmt sich der Coefficient e, von 4 in der Ent- 


wickelung von y, nach &. 
Wir formulieren nunmehr unsere Ergebnisse in dem 


Theorem 1. Jede infinitesimale Transformation 


xı =g + ElL y)ðt H: n =y t nyit.. 
gehört, wenn von unendlich kleinen Grössen zweiter und höherer 
Ordnung abgesehen wird, mindestens einer eingliedrigen Gruppe 
mit paarweis inversen Transformationen an. Die endlichen 
Gleichungen dieser Gruppe ergeben sich durch Integration des 
simultanen Systems 
da, _ y 

Ba.) na) 
mit der Anfangsbedingung, das xı = £, y, =y für t =Q sein 
soll, in der Form 


= dt 


iz, Yı) ar Q(z, y), 
Wa, Y) —ti= Wie, Y), 


oder, nach x, und y, aufgelöst und nach t entwickelt, in der 
Form: 


3% 
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m =at tl) i E Hn it 
n=y tam) HE Ha) at 


Die erzeugte eingliedrige Gruppe besitzt somit eine infinitesi- 
male Transformation, die in den Gliedern erster Ordnung 
mit der gegebenen infinitesimalen Transformation überein- 


stimmt”). 


1. Beispiel: Es sei vorgelegt die infinitesimale Transformation 


9) zı, =€ — yòt, yı =y + rôt, 
sodass 
DaS E 
ist. Das simultane System lautet also: 
an BI _ Wat; 
=; > Yı T, 
Zunächst liefert die Differentialgleichung 
dæi _ dy 
une 
oder 


zdz, + ndy — 0 


AR, MER + n’. 
Setzen wir es gleich einer Constanten k’: 
n Hy =k 
und eliminieren wir hierdurch y, = Vk? — x,? aus der Gleichung 


das Integral 


de, er 
F Ai 
so kommt die Differentialgleichung 
dx 
—— — —— — == dt 
Vk’— a’ 


wit dem Integral 

*) Anfängern, denen die vorstehenden Entwickelungen vielleicht etwas 
schwierig geworden sind, möchten wir den Rat erteilen, den Rest dieses Capitels 
mit Ausnahme der nachfolgenden Beispiele vorerst zu überschlagen, um ihn später 
gelegentlich nachzubolen. Freilich muss ein solcher Leser alsdann die Thatsache, 
die in $ 5 bewiesen wird, ohne Beweis als richtig hinzunehmen: Eine eingliedrige 
Gruppe in x, y mit paarweis inversen Transformationen enthält nur eine infinite- 
simale Transformation, wenn der Wert der infinitesimalen Constanten ôt als 
nebensächlich angesehen, d. h. köt als derselbe wie ôt betrachtet wird, wenn k 
eine Constante vorstellt. Ein solcher Leser wird also das Theorem 2 des $ 5 


ohne Beweis als richtig annehmen müssen. 
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= 2 
— arc sin T — t. 


Hieraus ist nun = Yx,? + y, wieder zu entfernen, wodurch das 


zweite Integral 
Ti 


Vay 

unseres simultanen Systems (11°) hervorgeht. Danach sind 

| zè? +y =e Hy, 
ee A e r Ss 

| ve?+y? Va’ +y’ 

die Gleichungen der von der infinitesimalen Transformation (9) er- 
zeugten Gruppe. Ihre Auflösung nach x, und y, ist in dieser Form 
etwas umständlich. Bequemer wird sie, wenn man die Integralglei- 
chungen des simultanen Systems (11”) in einer für dies Beispiel ge- 
schickteren Form annimmt. Wir fanden als erstes Integral 


rm —h, 


Wea,,y) — t= — are sin 


(13) 


als zweites zunächst 


— are sin 2 -— t = — ¢ (= Const.) 
oder 
pa = sin (e — t), 
sodass aus dem ersten folgt 
A = cos (e — t). 


Für ¿= 0 soll z, = 7v, y, =y sein. Demnach haben wir die vier 
Gleichungen 

zı = k sin (e — t), y, = k cos (e — t), 

x = k sinc, y = k cos c, 
und hieraus sind die Constanten c und % zu eliminieren. Es kommt: 
112”) [2 = k (sin e cos t — cos c sin t) = z cos t — y sin b, 
A> lyi = k (cos c cos t + sin c sin t) = g sin t + y cos t, 
und diese Gleichungen stellen in der That eine eingliedrige Gruppe 
dar, nämlich die uns schon bekannte Gruppe der Rotationen um den 
Anfangspunkt. 

Auch stimmt ihre infinitesimale Transformation, wie wir schon 
von früher her wissen, mit (9°) in den Gliedern erster Ordnung 
überein. 

2. Beispiel: Liegt die infinitesimale Transformation 
(9°) „rt, y =y+yðt 
vor, so lautet das simultane System 
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ar^) dx, ka’ dy, ai 


£i Yı 
und giebt integriert: 
lga lgs ligy =~ lgy=! 
oder: 
T =se, y = ye. 
Diese Gleichungen stellen in der That eine eingliedrige Gruppe dar. 
Bei einer Transformation derselben werden alle Abscissen und Ordi- 
naten in demselben Verhältnis geändert, d. h. die ganze Ebene vom 
Anfangspunkt aus ähnlich vergrössert oder verkleinert. t= 0 giebt 
die identische Transformation, t = ðt also eine infinitesimale. In der 
That ist a =1+ z -+ I5 +... und die infinitesimale Trans- 
formation der Gruppe: 
ği 


E E ter) 


stimmt mit der vorgelegten (9”) in den Gliedern erster Ordnung 
überein. 


$5. Nachweis, dass eine eingliedrige Gruppe nur eine infinitesimale 
Transformation besitzt und durch dieselbe bestimmt ist. 


Wir kehren nunmehr zu der eingliedrigen Gruppe des $ 3 zurück: 
(15) a = pry a), V = Y, ya) 


Wir fanden, dass sie jedenfalls eine infinitesimale Transformation be- 
sitzt (Satz 2). Wir dürfen daher voraussetzen, es sei 


16) =x +i y) dtt: y =y tnlit H 
eine gewisse infinitesimale Transformation der Gruppe (15). Die 


höheren Glieder in dt sind nicht mitgeschrieben. 
Wir wollen nun nach der Transformation (15) unserer Gruppe mit 


DEE, indem Parameter a die infinitesimale Transformation (16) ausführen, 
nitesimalen 


Transfor- 
matios. 


welche die durch (15) nach den Stellen (z,, y,) transformierten Punkte 
(x, y) weiter führt nach den Stellen (x3, Yə): 

zen tie yu) H n yeah tra WIE... 
Die Zwischenwerte x,, y) könnten wir hieraus vermöge (15) elimi- 


nieren. Wir wollen dies, um nicht zu umständliche Ausdrücke zu 
erhalten, nur teilweis ausführen: 


(17) T, = p(z, ya) + Elz y) st Hs 
( ly = p(z, ya) + na, W)ÖLH---- 
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Hierin sind also unter x, und y, die Werte (15) in z, y und a zu ver- 
stehen. Diese Transformation (17) ist die Reihenfolge zweier Trans- 
formationen der Gruppe, der Transformation (a) und einer unendlich 
kleinen. Sie ist mithin einer Transformation der Gruppe äquivalent, 
die sich von der Transformation (a) nur um unendlich wenig unter- 
scheidet, also etwa dem Parameterwert a + da zugehört, wo da wie 
das obige ôt eine infinitesimale Grösse bedeutet. Wie allgemein 
zwischen den Parametern a, a, zweier aufeinander folgender Trans- 
formationen der Gruppe und dem Parameter A derjenigen Transfor- 
mation derselben, welche dieser Reihenfolge äquivalent ist, eine Relation 
besteht, welche A als Function von a und a, allein darstellt, so ist 
auch in dem jetzigen speciellen Fall der Parameter a + da eine 
Function von a und ôt allein, also auch da hängt nur von a und dt ab. 

Die Transformation (a + da), welche der Transformation (17) 
äquivalent ist, lautet: 


Xa = Q (T, Y, @ +- da), Ya EA y, a + da) 
oder ausgeführt: 


m = pla y a) + Fer N sa. 


n= paya) t anA y 2 dat. 


Vergleichen wir diese Ausdrücke mit den Werten (17) von x, und yz, 
so ergiebt sich: 


Eau de+ reg. 
“i SYT, Y, a) 
In, 3) öt+ Da -ĝa +- 


Hierin sollen, wie man nicht vergessen darf, x, und y, die durch (15) 
bestimmten Functionen von x, y und a bedeuten oder, was dasselbe 
ist, es sollen umgekehrt x, y die durch (15) bestimmten Functionen 
von vı, Yı und a sein. 

Die Gleichungen (18) müssen nach Voraussetzung bestehen für 
alle Werte von x, y und a. da und ôt sind gewisse unendlich kleine 
Grössen, und zwar ist da eine Function von dt und a. 


Erteilen wir den Grössen &, y irgend welche bestimmte Zahlen- 
werte, so hängen x, und y, nach der Gleichung (15) nur noch von a ab. 
Also stellt dann jede der Gleichungen (18) eine Relation zwischen òt 
und da her, die ausserdem noch a enthält. Diese Relationen müssen 
natürlich mit derjenigen übereinstimmen, welche da durch di und a 
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ausdrückt. Nun können wir uns die Zahlen x,, y, sicher so gewählt 
denken, dass links und rechts die ersten Coefficienten einer der beiden 
Relationen, nämlich die Grössen 


ee) 
ah), F = 


oder die Grössen 


, Oylat, y, a) 
nimy), ae 


nicht gerade verschwinden. 


Es ist selbstverständlich, dass die Grössen &(2,, Y1), Nn(tı, Y1) nicht 
beide identisch verschwinden. Wir können daher annehmen, dass etwa 
dy (t, y, a) 

O 
für ganz besondere Ausnahmewerte von ¥, y, a verschwinden, denn anstatt 
£i, Yı bestimmt zu wählen, kann man auch wegen (15) x, y bestimmt an- 
nehmen. Unter v, y hat man also ganz beliebige Zahlenwerte zu ver- 


stehen und für solche ist SA pir nicht stets Null, da sonst ọ frei von 


E(x, 91) nicht identisch verschwindet. Alsdann kann auch nur 


a sein müsste, d. h. x bei der Gruppe überhaupt nicht transformiert und 
also &(2,,9,)=0 sein würde. 

Die erste oder zweite Relation (18) giebt demnach bei bestimmter 
Wahl der Werte x,, y, die Beziehung zwischen da, ôt und a in 


der Form 
we +u OP H- =udatndat:-., 


in der 4, Ug'--, U1; % +: von a abhängen und u, und v, beide ver- 
schieden von Null sind. Wenn aber zwischen zwei Grössen ða und 
òt eine derartige Beziehung besteht, so lässt sich, wie man in der 
Functionentheorie nachweist, auch da in eine Potenzreihe von dt ent- 
wickeln: 


ða = w, Òt + w P H, 


deren erster Coefficient ww, == O ist. w,, %y -- sind gewisse Functionen 
von a. Diesen Wert von ĝa substituieren wir in (18), indem wir 
nunmehr wieder in (18) x, und y, als Veränderliche auffassen. Als- 
dann dividieren wir die Formeln durch dt und gehen schliesslich zur 
Grenze für ðt — 0 über. Dadurch kommt: 


glx, y, a ; 
Ele y) = DELA o, (a), 


CR 


(19) 


> Pelr, y, a) 
CERNE. u w, (a). 


In diese beiden Gleichungen können wir nun noch die aus (15) fol- 
genden Werte von x, y, ausgedrückt in z, %,, einsetzen und erhalten 
dadurch zwei Relationen von der Form 
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[Ele V) = X (21, Y a) - w, (a), 
Inlan, y)= Ya, Yı, a) - w, (a). 
Dieselben gelten für die Coefficienten £, n der infinitesimalen Trans- 
formation (16) der Gruppe, von der wir ausgingen. Sie müssen 
für jedes Wertsystem x,, Yı, @ richtig sein, ihre linken Seiten aber 


sind frei von a, ihre rechten Seiten enthalten also nur scheinbar a, 
d.h. X und Y haben die Form 


(19) 


. Bi, , Y) 


wia) 


Alm, yı) 


w(a) 


X, u, = 3 Y(z;, Yi» a) = - 


Erteilen wir nun in den Gleichungen (19°) der Grösse a einen be- 
stimmten Wert g, so gehen X(x,,y,,a) und Y(x,, yı, @) in Functioneu 
von &,, y, allein über: 
X(2,,Yı, @) EF X (21,1), Ya, Y, a) = Ya, Y1), 
während w,(a) in eine Constante sich verwandelt. Demnach sind 
Elx Y), N(&,9,) bestimmt bis auf einen constanten Factor K: 
(a, n) =K X2), na) = KY (2), 


und zwar gilt dies für jede infinitesimale Transformation (16) unserer 
Gruppe. 
Irgend zwei infinitesimale Transformationen unserer Gruppe, etwa 


er A a Yeyhndtt 
weatbötten, y =y stt.. 


können sich daher in den Gliedern erster Ordnung nur um einen 
constanten Factor % unterscheiden, indem 


und 


E= kb, n= kn 

ist. Aber zwei solche infinitesimale Transformationen, deren Glieder 
erster Ordnung (die höherer Ordnung kommen, da ðt infinitesimal 
ist, nicht in Betracht) sich nur um einen constanten Factor unter- 
scheiden, nennen wir von einander abhängig, da sie im Grunde genom- 
men übereinstimmen, denn beide ordnen den Punkten proportionale 
Fortschreitungsstrecken zu und ausserdem ist die Constante dt doch 
nur insofern bestimmt, als sie unendlich klein sein soll, sodass kdt 
dasselbe wie dt bedeutet. Wir können also den Satz aussprechen: 

Satz 3: Eine eingliedrige Gruppe der Ebene mit paarweis inversen 
Transformationen enthält nur eine infinitesimale Transformation; oder 
exacter ausgesprochen: Alle infinitesimale Transformationen einer ein- 
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yliedrigen Gruppe stimmen bis auf einen blossen Zahlenfactor in den 
Gliedern erster Ordnung überein. 


Um uns in (19) von dem constanten Factor w, zu befreien, 
führen wir in unsere Gruppe 
(15) t = PR, ya, Y = PT, y, a) 
an Stelle von a eine passend gewählte Function t von a als Para- 
meter ein, indem wir setzen: 
20 p= [2 
o) = Sao’ 
wo vorausgesetzt ist, dass wie früher a, der zur identischen Trans- 
formation gehörige Wert von a ist. Dadurch gehen die Funetionen 
x, und y, von x, y und a in solche von x, y und £ über, indem die 
Gleichungen der Gruppe (15) durch Einführung von ¢ etwa die neue 
Form annehmen: 
(21) z, = (x,y, t), y = P(r, y, t). 
Da wegen (20) t = 0 für a = a, wird, so ist klar, dass in der neuen 
Form (21) der Gruppe dem Parameterwert £ = O die identische Trans- 
formation %, = %, y, = y zugehört. 

Nunmehr können wir (19) so schreiben: 


op(w,y,a) da__Od(, y, t) 


Bulle nn 
ylz, y, a) da _ 0 P(x, y, t) 
y(t y) = ea o ae r 
oder auch: 
dx 
E (Tis y) = at 
dy, 


ntn) = dt? 
weil ja &,, 4, die Functionen (15) von a oder (21) von ? sind. 


Die den ursprünglichen Gleichungen (15) der Gruppe äquivalenten 
Gleichungen (21) derselben sind mithin die Integralgleichungen des 
simultanen Systems 

gai eA h aa 
(22) Elt Y) N(Y) s 
mit den Anfangswerten z, = x, y, = y für t = Q. 


Bestimmung Da dieses simultane System und also auch seine Integralgleichungen 


der Gruppe 
durch ihre 
infinitesi- 

male Trans- 
formation. 


vollständig bestimmt sind, sobald man nur die ersten Glieder: 


a =x + &(z, y) öt, y =y + n(&, y) dt 
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der infinitesimalen Transformation der Gruppe angiebt, so ist die 
Gruppe durch ihre infinitesimale Transformation völlig definiert, also: 
Satz 4: Eine eingliedrige Gruppe der Ebene ist durch ihre infini- 
tesimale Transformation völlig definiert, 
oder auch: 
Satz 5: Jede infinitesimale Transformation 


x =x + bla y) òt, y =y + nle, y) dt 
gehört einer und nur einer eingliedrigen Gruppe der Ebene an. 

Dass dies nämlich für jede infinitesimale Transformation, nicht 
nur für eine solche gilt, von der wir von vornherein wissen, dsss sie 
einer Gruppe angehört, folgt aus den Betrachtungen des vorigen Pa- 
ragraphen, aus Theorem 1. 


Die Ergebnisse dieses und des vorigen Paragraphen können wir RR 
nun in knapper Form so zusammenfassen: 

Theorem 2: Jede eingliedrige Gruppe der Ebene mit paar- 
weis inversen Transformationen enthält eine und nur eine in- 
finitesimale Transformation. Jede infinitesimale Transfor- 
mation der Ebene gehört einer und nur einer eingliedrigen 
Gruppe an. Dieselbe besitzt paarweis inverse Transformationen. 

Dies Theorem ist also so zu verstehen: 

Liegt eine eingliedrige Gruppe der Ebene mit paarweis inversen 
Transformationen vor, so können die Reihenentwickelungen 


zı =x + Elzy) t+- 
- U CE a 
derselben freilich unendlich viele Formen annehmen, welche sich aber 
in den Gliedern erster Ordnung nur dadurch unterscheiden, dass an 
Stelle von ë und n resp. kE, kn und i statt é gesetzt wird. 
Liegen andererseits zwei Reihenentwickelungen 
zv =s + Elm ytt- 
M= ar O 
vor, so giebt es immer eine und nur eine eingliedrige Gruppe, deren 


Reihenentwickelungen in den Gliedern erster Ordnung mit diesen über- 
einstimmen. 


Hiermit ist die Grundlage unserer Untersuchungen, der Begriff 
der eingliedrigen Gruppe, entwickelt worden. Im nächsten Kapitel 
werden wir nun mehrere mit der eingliedrigen Gruppe eng verbundene 
Begriffe und Sätze ableiten. 
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em Infolge unseres Theorems 2 kann es keinem Zweifel unterliegen, 


š ) EN. 3 i 
asun a was unter einer cingliedrigen Gruppe der Ebene, erzeugt von einer ge 


tonimalen ebenen infinitesimalen Transformation, zu verstehen ist. Diese Aus- 


Transfor- 


mation. Jrucksweise werden wir öfters gebrauchen. 


Beispiele. Wir fügen zu diesem Kapitel noch einige Beispiele hinzu, die 
der Anfänger sorgfältig durchrechnen möge. 
1. Beispiel: Die Gleichungen 
zy 
V+ ayt 
stellen eine eingliedrige Gruppe dar. Um dies zu verificieren, kann 
man so verfahren: Es ist offenbar 


zı =V + syt, y= 


LY = TY 
und 
av Heyt s 
no xy Yy 77 


Diese beiden Gleichungen aber haben die in Theorem 1 (§ 4) an- 
gegebene Form, indem hier Q(z, y) = xy, W(x, „== ist. 


t—=0 liefert die identische Transformation der Gruppe, also 
t = ôt die infinitesimale. Es ist aber: 


veFsyst-ayırrör el 442 0t +), 


sodass . 
m =at ytt nyg 


die infinitesimale Transformation vorstellt. Hier ist 


& 2 y 
4, 1=- > ’ 
demnach gehen rückwärts die endlichen Gleichungen der Gruppe her- 
vor durch Integration des simultanen Systems: 
2da, _ 
Yı KA É 


was man sofort verificieren kann. 
2. Beispiel: Man zeige, dass die Gleichungen: 


2% d 
== AM L g 


xy —t 
z =r+t, Y= 


apt 

eine eingliedrige Gruppe darstellen und dass hier 
1 

KGy=ı ne) = H 
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zu setzen ist. Ferner verificiere man, dass x, und y, als Functionen 
von ¢ das simultane System 
de, = ady, 


1 ge 


erfüllen. 
3. Beispiel: Es soll gezeigt werden, dass, wenn &,, y, die Wur- 
zeln « der quadratischen Gleichung 
(u — z) (u — y) t= 0 
bedeuten, alsdann die Werte von &,, y, ausgedrückt in æ, y, t eine 
eingliedrige Gruppe darstellen. Die quadratische Gleichung lautet 
ausmultipliciert: 
wW — (x tyutıyti=0. 
Nach einem Elementarsatze ist also: 
t Hy =s +y, 
2 Yy = sy + t 
Dies sind zwei Gleichungen von der Form 


R(2,, y) = Q(x, Y), 
Wan) — t = W(x,y), 
wie sie in Theorem 1 ($ 4) vorkommen und stellen daher nach z,, y, 
aufgelöst eine eingliedrige Gruppe dar. Man bilde die Auflösungen 
und zeige, dass die Gleichungen 
n=rt n=y +z +e 


die infinitesimale Transformation der Gruppe geben. 


Kapitel 3. 


Symbol einer infinitesimalen Transformation und einfache Formen 
einer eingliedrigen Gruppe der Ebene. 


Wir werden zunächst zeigen, dass man durch Einführung neuer Inhaltson- 
Veränderlicher in eine eingliedrige Gruppe wiederum eine eingliedrige Kapitels 
Gruppe erhält. Alsdann werden wir finden, dass sich alle eingliedrigen 
Gruppen der Ebene durch Einführung zweckmässiger neuer Variabeln 
auf eine gemeinsame einfache Form bringen lassen. — Danach legen 
wir besonderen Nachdruck auf das Symbol, das wir zur Darstellung 
einer infinitesimalen Transformation einführen werden. Die Wichtigkeit 
dieses Symbols wird sich als sehr bedeutend herausstellen, unter an- 
derem wird es uns gelingen, die endlichen Gleichungen einer durch 
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Beispiel. 


Nouss Co- 
ordinaten- 
system, 
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eine gegebene infinitesimale Transformation erzeugten eingliedrigen 
Gruppe durch Benutzung des Symbols in einer bemerkenswerten Form 
darzustellen. 


$ 1. Einführung neuer Veränderlicher in eine eingliedrige Gruppe. 


Wenn zwischen zwei Veränderlichenpaaren x, y und y, 4 Glei- 
chungen festgesetzt werden: 


(1) > A(x, y), y = u (2,4), 
so stellen sie, vorausgesetzt, dass sie auch nach x, y auflösbar seien, 
eine Transformation dar. Bisher haben wir eine Transformation immer 
als eine Operation aufgefasst, welche die Punkte (x, y) der Ebene in 
die neuen Lagen (x, Y) überführt, also als eine Ortsveränderung, sagen 
wir als eine Bewegung aller Punkte der Ebene. Aber wir können 
die Gleichungen (1) auch anders auffassen. 

Wenn wir z. B. die Gleichungen ansetzen: 


(2) r=Ve+y, p= arctg”, 


durch welche x, y in r, œ transformiert werden, und wir verstehen 
unter x, y rechtwinklige Punktcoordinaten, unter 7, p dagegen Polar- 
coordinaten mit dem Anfangspunkt des Axensystems als Pol und der 
positiven x-Axe als Anfangsstrahl, so ist der Punkt (x, y) genau 
identisch mit dem Punkt (r, p). Die Gleichungen (2) stellen in dieser 
Auffassung keine Bewegung der einzelnen Punkte der Ebene dar, son- 
dern vermitteln nur den Übergang von einem Coordinatensystem zu 
einem anderen. 

So können wir allgemein die Gleichungen (1) betrachten als 
Formeln, welche den Übergang von dem System der rechtwinkligen 
Punktcoordinaten z, y zu einem gewissen anderen Coordinatensystem 
£,) in der Ebene bewerkstelligen. Dort sind z == Const. und y = Const. 
die Coordinaten- oder Parameterlinien, hier sind es die Curven g= Const. 
und y= Const., die im ursprünglichen Coordinatensystem die Glei- 
chungen A(z, y) = Const., u(x, y) = Const. haben. Bei’diesem Über- 
gange von den Werten x, y zu den Werten x, 4 bleiben also alle 
Punkte der Ebene in Ruhe, die Gleichungen (1) stellen einen bloss 
analytischen Process dar, der mit den geometrischen Gebilden selbst 
nichts zu thun hat. 


Es sei nun eine eingliedrige Gruppe vorgelegt: 


(3) zı = p(z, Yy, t), hn = p(z, y, t). 
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Wir haben früher eine Gruppe definiert als eine Schar von a' 
Transformationen, welche die Eigentümlichkeit hat, dass die Reihen- 
folge zweier Trausformationen der Schar einer einzigen Transformation 
derselben Schar äquivalent ist. Fassen wir diese Transformationen in 
der gewohnten Weise als Operationen auf, durch welche die Punkte 
der Ebene in neue Lagen gelangen, so ist also eine eingliedrige Gruppe 
eine Schar von oo! solchen Operationen oder Bewegungen aller ein- 
zelnen Punkte der Ebene, sodass die Reihenfolge zweier dieser Be- 
wegungen einer einzigen ebenfalls in der Schar enthaltenen Bewegung 
aller Punkte der Ebene gleich ist. Dies ist eine rein geometrische 
Auffassung der Gruppe. 

Wenn wir nunmehr durch eine Transformation von der Form (1) Neu yar 


änderliche 
neue Veränderliche x, y einführen, so hat dies — wenn die Gleichungen da gsr 
(1) in der auseinandergesetzten Weise als Vermittler der Einführung 
eines neuen Coordinatensystems betrachtet werden — keinen Einfluss 
auf die geometrische Bedeutung der Gruppe als einer Schar von oo! 
Bewegungen aller Punkte. Diese Bewegungen werden eben nur auf ein 
neues System von Coordinaten bezogen. Der Punkt (x, y) hat im 
neuen System die Coordinaten x, ) und analog werden wir die Co- 
ordinaten des transformierten Punktes (x,, y,) im neuen System mit 


tı Yı bezeichnen, sodass 


(4) E = May) = ul, A) 
ist. 

Wir können auch direct g) und y, als Functionen von x und y 
darstellen, indem wir aus (1), (3) und (4) x, y und x,, y, fortschaffen. 
Alsdann werden die oo! geometrischen Operationen, welche unsere 
Gruppe bilden, im neuen Coordinatensystem durch Gleichungen von 
der Form 


(5) u= Dyt), y = Ple y, t) 
dargestellt, und es liegt in der Natur der Sache, dass diese wieder 
der analytische Ausdruck einer Gruppe sein müssen, denn die Reihen- 
folge zweier Bewegungen unserer Schar ist nach wie vor einer ein- 
zigen Bewegung derselben äquivalent. 

Satz 1: Führt man in die Gleichungen einer eingliedrigen Gruppe: 

xı = pl, Y, t), Yı = Y (z, y, t) 

neue Variabeln x, y und t,, Y, ein, indem man gleichzeitig 


r= Als, y), y = u (x,y) 
und 


Ta =Å (£1 V) Yi = ul, A) 
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setzt, so stellen die so erhaltenen neuen Gleichungen 
t = Dt, y, t), 9 = E(t, Y, t) 
wieder eine eingliedrige Gruppe dar. 
Beispiel: In die eingliedrige Gruppe: 
A A 7 n=; pa 
sollen die neuen Veränderlichen 


T 
ae) = 


eingeführt werden. Wir setzen noch an: 
7, 
L y? Y =27 Y 
und eliminieren aus den drei Gleichungenpaaren x, y und £,, Yı. Dies 
giebt: - 
C+D mto 
D Pe y á 
Y = zy = Ņ. 
Dass diese Gleichungen auch eine Gruppe darstellen, ist leicht zu 
verificieren. 


x, 


- Aus den Entwickelungen des vorigen Kapitels lässt sich jetzt 
tschliessen, dass man jede eingliedrige Gruppe 

8) z = plz, y, t), y= Yle y t) 

durch Einführung zweckmässiger neuer Variabeln auf eine sehr be- 
merkenswerte einfache Form bringen kann. 

Wir sahen, dass die Gleichungen (3) der Gruppe bei passender 
Wahl des Parameters ¿ die Integralgleichungen eines gewissen simul- 
tanen Systems sind und dass diese Integralgleichungen unaufgelöst 
die Form haben: 

| Qa, hn) = AN), 

l Wa, Y) == Wiz, Y) 
(vgl. Theorem 1). Wenn wir die Functionen & und W an Stelle von 
x, y als neue Veränderliche verwerten, also setzen: 


r =&(x,y) 9 = W(z, y), 
t = Ra, Y) U = Wa y) 
so nimmt folglich unsere Gruppe (3) die einfache Gestalt an: 
5) ser Hayre. 
Dies ist dieselbe Form, in welcher sich früher die eingliedrige Gruppe 
der Translationen (in $ 1 des 1.Kap.) ergab, nur mit anderen Buchstaben. 
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Theorem 3: Jede eingliedrige Gruppe in zwei Veränder- 
lichen kann durch passende Wahl der Veränderlichen in eine 
Gruppe von Translationen übergeführt werden. 

Derartige neue Veränderliche y, y, welche dies leisten, nennen 
wir canonisch und die gefundene Form (5’) der Gruppe (3) ihre cano- 
nische Form. Im dieser canonischen Form ist zur Transformation (£) 
die Transformation (— ?) invers, während ¿= 0 die identische Trans- 
formation giebt. Wir hatten im ersten Kapitel Beispiele dafür in 


den 8$ 2, 3. 


8 2. Symbol der infinitesimalen Transformation. 


Das Hauptergebnis des vorigen Kapitels lässt sich mit wenigen 
Worten aussprechen: Jede eingliedrige Gruppe der Ebene besitzt eine 
und — bis auf einen unwesentlichen Zahlenfactor — nur eine infini- 
tesimale Transformation, aus der man durch ein Integrationsverfahren 
wieder die endlichen Gleichungen der Gruppe ableiten kann. 

Hiernach hat die infinitesimale Transformation für die eingliedrige 
Gruppe grosse Wichtigkeit. Sie kann als das bestimmende Element 
derselben aufgefasst werden, aus dem die ganze Gruppe rückwärts 
wieder construiert werden kann. 

Wir werden nun die infinitesimale Transformation in einer be- 
sonderen, für die begriffliche Auffassung und die praktische Verwendung 
gleich nützlichen Weise symbolisch ausdrücken, wozu die folgende Be- 
trachtung führt. 


Die endlichen Gleichungen 
(3) zı = p(x, y, t), y = p(z, y, t) 


einer eingliedrigen Gruppe drücken die transformierten Veränderlichen 
£i, Y, durch die ursprünglichen x, y und den Parameter £ aus. Ebenso 
lässt sich jede Function f(z,, y,) als Function von x, y und £ dar- 
stellen. Für den Wert von t, der der identischen Transformation ent- 
spricht, also etwa für {= 0, wird natürlich die neue Function identisch 
gleich f(x, y) mit variierendem ? variiert sie. Wir können daher jede 
Function f(z,, y,) als Function von £ auffassen und nach der Änderung 
Òf, von f(x., Yı) fragen, welche /(x,,y,) zu teil wird, wenn x, und y, 
die Incremente der zugehörigen infinitesimalen Transformation 


entire Yan ta, Witt, 


also die Ineremente f 


(6) à z, = E(x, y) ôt, y, = n (2, y) dt 
erfahren. Es ist: 
Lie, Differentialgleichungen. 4 
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d 1? F1 4 1r 
of = ea, 


also: 
ò o sM) d 1 I) 
A F eu) ; E n a Te p E 


f(&,,Y,) erfährt Be bei KR, A infinitesimalen Trans- 
formation der Gruppe den Zuwachs 


= (tk, M are: n) + nls, Y) ze = ) òt, 
für t = 0 ergiebt sich daher NE Zuwachs der Function f = f(x, y): 
T) af = (tle, v) tn $£) èt 
Z. B. bei der infinitesimalen Transformation 
& =x — yst, f =y + rôt 
der eingliedrigen Gruppe der Rotationen: 


xz, = g cos t — y sint, y, = x sin t 4+ y cos t 
erhält f(x, y) den Zuwachs 


af =(—y$L+ r A Jt 


f(x, y) kann dabei eine ganz beliebige Function von x und y bedeuten. 
Setzt man insbesondere f = v, so kommt 


òs = (- et age) ðt = — yòt, 


der Zuwachs, den x selbst bei der infinitesimalen Transformation er- 
fährt, und für f=y kommt analog 
y = wdt. 


So auch allgemein: Wenn wir wissen, eine beliebige Function 
f(x, y) erfährt bei der infinitesimalen Transformation einer eingliedrigen 
Gruppe den Zuwachs (7), so ist auch die infinitesimale Transformation 
(6) selbst bekannt. Denn für f=x giebt (7): 


*) Betrachtet man &,, y,, wie im Texte geschehen, als Functionen von t und 
den Anfangswerten x, y und f(@,, %,) als Function von &,, %, , 80 ist 


dfi) = Í Nn) 


da g = er) HE Ni) ł 


1) (Zr Y;)- 


Es ist daher: 
Ò f(A) 2a aflzı 9) 
öt dt 2 


und man könnte also das Variationszeichen ô durch das Differentiationszeichen d 
ersetzen. Es ist jedoch bequem, das Variationszeichen beizubehalten. 
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dx = E(x, y) dt 
und für f= y: i 
òy = n(x, y) òt. 


Anstatt also die infinitesimale Transformation durch die beiden 
Gleichungen (6) oder (6°) zu geben, kann man sie auch durch den 
einen Ausdruck 

ar af 

ler 
charakterisieren, der den durch die infinitesimale Grösse ðt dividierten 
Zuwachs angiebt, den eine beliebige Function f(x, y) bei Ausführung 


der infinitesimalen Transformation erfährt. Aus diesem Grunde be- 
nulzen wir den Ausdruck 


af ar Symbol der 
per +a di infinitesima- 
0x 0y len Trans- 
formation. 


als das Symbol der infinitesimalen Transformation (6) oder (6°). 

Wenn wir also z. B. von der infinitesimalen Transformation 
£ zL +y sr reden, so meinen wir damit die infinitesimale Transfor- 
mation, welche x und y die Ineremente erteilt: 


òx = xòt, ðy = yòt. 


Ebenso ist A das Symbol der infinitesimalen Translation 
ôx = ðt, ôy = 0, 
“Í das der infinitesimalen Translation 


öy 
òx = 0, ðy = ĝi. 


Das Symbol poi +n der allgemeinen infinitesimalen Trans- 
formation: 
d =x t Est- y =y ntp 
wollen wir zur Abkürzung auch mit Uf bezeichnen. Uf bedeutet also 
einen Functionalausdruck in f, es soll somit unter Ux der Ausdruck 
gebildet für f = xv, also &, unter Uy der Ausdruck gebildet für f= y, 
also „7, verstanden werden, sodass selbstverständlich 


—_ av En 
(8) UEN Ja T Uyy 


ist. 


Wenn wir irgend welche neue Veränderliche x, y an Stelle le en 
£z, y in die eingliedrige Gruppe einführen, wodurch sie nach Satz en 
des $ 1 in eine eingliedrige Gruppe in y, ) übergeht, deren infinitesi- Pr 
male Transformation das Symbol Uf habe, so liegt die Vermutung 


4* 
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nahe, dass wir das Symbol Uf auch direct durch Einführung der neuen 
Veränderlichen in Uf erhalten können. 

Um dies zu ergründen, denken wir uns die neuen Veränderlichen 
durch die Gleichungen 


(9) r = Dia, y), y = P(r, y) 

und dementsprechend 

(10). 5 = (£, yı), Y = Pla, m) 

eingeführt. Die Transformationen der von der infinitesimalen Trans- 


formation & a +y 4 erzeugten Gruppe lassen sich, wie wir aus $ 4 


des 2. Kapitels wissen, auch so schreiben: 


(11) xı =s 4 El, yit- y =y + na, ytt, 

indem wir uns die transformierten Variabeln &,, y, nach dem Para- 
meter ? entwickelt denken. Wir drücken nun diese Transformationen 
in den neuen Veränderlichen aus: Es kommt zunächst nach (10) und 


a RE ER E 
RR „+ [la u, Zee) Te 
y= Plet Ett, Pa = 
= P(x, y) + (4 E) PEDA 
also nach (9) 
EN + 
an REN + ren is . 


Demnach hat die infinitesimale Transformation der neuen Gruppe die 
Form: 


.. Y) 


ne en pp en D 
ay = FEV g N ort, 


wo natürlich rechts noch statt x und y vermöge (9) g und y ein- 
geführt zu denken sind. Das Symbol dieser infinitesimalen Trans- 
formation aber ist 


(12) nr= (Fea p en g) E 
CRACA r] 
Ae E nng p EED n) 


oder auch nach (9): 
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Vz Eee) ET N 


er ey 


Hier ist nun der Coeflicient von A offenbar nichts anderes als Ug 


und ebenso der von sL „ gleich Uy, sodass sich ergiebt: 


(13) u= Ge + Uyt 
Hierin hat man sich Ug und m in den N £, ) aus- 
gedrückt zu denken. 
Nunmehr wollen wir direct die neuen Veränderlichen g, Ņ in das 
Symbol 
Up= tyl 


einführen. Es kommt, wenn f vermöge (9) statt in x, y in g und y 
geschrieben gedacht wird: 


AAE or, or. 
Be R 


und Uf geht demnach über in 


0° of öy f,2: ôl 2v 
0% He E ond ) 
oder 


also in das Symbol Uf, wie es in (13) gefunden wurde, 
Satz 2: Führt man in die Gleichungen einer eingliedrigen Gruppe: 

zı = p(z y, i), nern 

vermöge zweier cogradienter Gleichungensysteme: 
z = lz, y) Y = Wa, y) 
u = Desn) Y = Pz, y) 

die neuen Veränderlichen x, Y; £, Y, ein, so kann man das Symbol Uf 

der infinitesimalen Transformation der neuen Gruppe direct durch Ein- 


führung der neuen Veränderlichen y, y in das Symbol Uf der infinitesi- 
malen Transformation der ursprünglichen Gruppe berechnen. Es kommt: 


Ur: Ur- 3+ Uy- Si» 


wo natürlich Ug und Uy durch x, y allein auszudrücken sind. 
Dies Ergebnis liegt auch in der Natur der Sache: Das Symbol 


Uf. ist ja nichts anderes als der Differentialquotient 2 der Function 
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(£i, yı) für den Wert {=0 des Parameters, der der identischen 
Transformation zukommt. So waren wir ursprünglich auf das Symbol 
Uf gekommen. Bei dieser Auffassung ist 


Y= uU=i t 


nichts anderes als eine U ee a die Function f an 
der Stelle t= 0 erfüllen muss. Diese Differentialgleichung muss 


natürlich auch noch gelten, wenn neue unabhängige Veränderliche 
eingeführt werden. 


ir Durch Einführung neuer Veränderlicher g, ý kann man eine vor- 


einsrGruppegelegte infinitesimale Transformation 


ur=s E 


andero. 
y 


auf jede beliebige andere Form 
Mr of By: 
u/ == E, t) or T nE, y) oy 


bringen. Man hat zu dem Zweck nach (13) die Veränderlichen g, 9 
. als solche DU von %, y zu un, dass a) für jedes f 


— z 
ri mn tng 
wird. Diese T hc in die beiden te 


U=E, Uy =) 


oder ausführlich geschrieben: 
or ôt F 3y əy- 
tum Ben. 


Da es unabhängige Functionen y, ) von x, y giebt, welche diese Differential- 
gleichungen erfüllen, sobald nur nicht ë und 7 beide = 0 angenommen 
werden (denn dann würden £ und y nicht von einander unabhängige 
Functionen sein), so ist die verlangte Variabelnänderung möglich. 
Nach Satz 2 wird dabei gleichzeitig die von Uf erzeugte ein- 
gliedrige Gruppe in die von Uf erzeugte übergeführt. Daher: 


Satz 3: Durch Einführung neuer Veränderlicher kann jede ein- 


gliedrige Gruppe der Ebene in jede andere eingliedrige Gruppe derselben 
verwandelt werden. 


Bolijation Verlangt man insbesondere, dass die neue infinitesimale Trans- 
canonische formation die Form habe 
Form. ef 
u=; 
LER 
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so hat man die beiden Differentialgleichungen zu erfüllen: 


ə 
0) Reit, m=. 


x ey 


Die von Uf erzeugte Gruppe ist die der Translationen längs der 
y-Axe, Dies wissen wir aus früheren Beispielen, können es aber auch 
durch Integration des simultanen Systems 


ar, dY, 
u 


mit den Anfangswerten y, Y, O erkennen, denn dann ergeben sich die 


z x ef 
endlichen Gleichungen der von öu 


Er, et. 

Die hier betrachteten neuen Veränderlichen sind schon früher bei 
Ableitung des Theorems 3 (§ 1) vorgekommen. Damals fanden wir 
diese canonischen Variabeln ohne Integration der Differentialgleichungen 
(14) aus den endlichen Gleichungen der gegebenen Gruppe. 

Wenn aber nur die infinitesimale Transformation Uf derselben 
gegeben ist, so muss man, um x und tħ) zu finden, die Differential- 
gleichungen (14) integrieren. Die erste derselben ist der gewöhnlichen 
Differentialgleichung 


erzeugten Gruppe in der Form 


dt 2Y 
[3 2 
äquivalent und liefert als Integral y. Hat man dies gefunden, so 
kann man die zweite Differentialgleichung (14) durch blosse Quadratur 
integrieren. Diese ist nämlich dem simultanen System 
= = dy = (d)) 
äquivalent, von welchem g(x, y) ein von y freies bekanntes Integral ist. 


Wenn man also etwa aus 


dx 
E E= dy 


vermöge des gefundenen Integrals 
rlz, y) = c (= Const.) 


y eliminiert, so wird die linke Seite eine Function von æ allein, die 
allerdings noch c enthält., Eine Quadratur liefert daher ) als Function 
von x und c oder, wenn man wieder c = g(x, y) setzt, als Function 
von x und y. 


Satz 4: Jede infinitesimale Transformation Uf=E ze +n < kann 


durch Einführung zweckmässiger neuer Variaben x, ) auf die Form 
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einer infinitesimalen Translation = gebracht werden. Die Bestimmung 
von g erfordert die Integration der Differentialgleichung 
0 2 
Ur 5 7m T —=(, 
worauf sich y durch blosse Quadratur aus der Differentialgleichung 
mg t 1.9 
Uy = ES TAST 
berechnen lässt. 
Beispiel: Man soll die infinitesimale affine Transformation 


Uf= <x oja 
PR 
auf die canonische Form Ei bringen. Wir haben zu setzen: 
er èi 
En 
Die Substitution: f=r giebt 
êg 
Im = U, 
GE 


d. h. x ist frei- von z: r = oly). Ferner giebt f = b: 


ey _ 
x DIE = T, 
also: 
y = lgx + vl). 


Wir können z. B. 

=y, ġY=lgz 
setzen, (Vgl. § 3 des 1. Kap., wo nur £ und )) ihre Bedeutung ver- 
tauscht haben.) 


§ 3. Reihenentwickelung der endlichen Gleichungen einer Gruppe. 
Mit Benutzung des Symbols 
rl of 
U= ks dy 
für die infinitesimale Transformation 


n =r =y Hnt 


ôs = ðt H, dy = qt 4- 
können wir die Integration des simultanen Systems 


de _ a __ 
(15) HEREA aa) = 


mit den Anfangswerten x, y, O, wodurch sich nach Theorem 1 ($ 4, 
2, Kap.) die endlichen Gleichungen der von Uf erzeugten eingliedrigen 


oder 
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Gruppe ergeben, wirklich durchführen, allerdings vermittelst unend- 
licher Reihen. 

Diese Integration soll x, und y, als Functionen von x, y und £ 
oder, wenn man die Anfangswerte x, y als Constanten betrachtet, als 
Functionen von £ darstellen. Jede Function f, = f(z,, yı) ist demnach 
als Function von ¢ zu betrachten und wir haben nach dem Maclaurin- 
schen Satze: 


U6) A = feu = [ren + tler 


GE} 


Es ist nun 
afı — If, yı) — Of da, as of, day, 
di c dt ôx, dt y, dt 
Nach (15) aber ist: 


dx dy, 
w El, Yı)ı Ha = n(&,Yı)» 


sodass kommt: 

af, ef of, 
A A E (£1, 11) de + na, h) De 
Diese Formel haben wir schon bej Einführung des Symbols der in- 
finitesimalen Transformation (zu Anfang des $ 2) gehabt. Die rechte 
Seite ist nichts anderes als Uf, aber geschrieben in x,, Y,, was wir 
durch U,f, ausdrücken: 


d 1 
(17) = Up. 


Jede Function f, von ©,, y, giebt also nach ¢ differenziert U, f Bine 
solche Function ist aber U,f, selbst. Mithin ist 
dir. : 
= Ufi). 
Dies ist so zu verstehen, dass zuerst U,/f, zu bilden ist und auf die 
dadurch hervorgehende Function p(z,,%y,) nochmals U,f auszuführen, 
also U,9 zu berechnen ist. Nach (17) ist also auch 
af, 
Ge = UUA) 
Weiter differenzieren wir U (U, f), das auch als Function von %,, Y; 
zu betrachten ist, nach t und erhalten analog 
d’? 
TA = V(U (Uf) 
u. 8. w., allgemein 
dh 
(18) ge lu TA) 
m-mal 
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Setzen wir nunmehr in dieser Formel {= 0, so gehen x,, y, in 


z, Y, U,f, in Uf, U,(U,fı) in U(Uf) u. s. w. über. Folglich kommt: 
GER 
(19) vw wn.)). 


ar 
m- e 


er Femi geht die e (16) über in a 


wickelung 
einer be- 


wien (20) hf, =) HEU i UUN) + 55 UUU 


und diese Formel gilt für jede Function f(x,, y,) der transformierten 
Variabeln x,,y,, also auch für f, = xz, und f == y,, sodass insbesondere 
folgt: 


t 
ee, 
(21) k i i 
1 


In=yt Uy +i en UUKUY))+--- 


Diese Gleichungen sind die, welche wir suchten. Sie drücken ja 
%, Y, als Functionen von # und den Anfangswerten æ, y aus, d. h. 
sie sind die endlichen Gleichungen der von Uf erzeugten eingliedrigen 
Gruppe. Da wir immer nur solche Gruppen betrachten, bei denen x, 
und y, analytische Functionen von x, y und £ sind, so ist sicher, 
dass diese Reihen jedenfalls für Werte von # in der Nähe von ¿= 0 


convergieren. 
Theorem 4: Die endlichen Gleichungen. ar von der infini- 
tesimalen Transformation Uf= ts - erzeugten einglie- 


drigen Gruppe können in Form von Ben ichelungen nach 
dem Parameter t der Gruppe so geschrieben werden: 


s, = a + Uz + y UUR) + g3 UUU) +, 
n =y + 4 Uy + i UUD) + ,.,., UUU) + 
und jede Function f von £, y, hat die Form: 


Ka n) = f y) + $ UNa, y) + 2, UUE, y)) + 


+ 1.55 (UU N) + 


Im vorigen Kapitel, im Theorem 1 ($ 4), berechneten wir nur 
die ersten Glieder der Reihenentwickelungen: 


at Het nt 
st 


y-ytnt+led EEE) 
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Schon damals leuchtete ein, dass die höheren Glieder durch & und y 
vollständig bestimmt 'sind. Das Gesetz der Reihenentwicklungen ist 
nun in unserem Theorem 4 angegeben. Durch diese Gesetzmässigkeit 
zeichnen sich die Keihenentwickelungen einer eingliedrigen Gruppe vor 
beliebigen Reihenentwickelungen nach Potenzen von ¢ aus. 


Wir wollen zu den Entwicklungen dieses und des vorhergehenden 
Paragraphen einige Beispiele geben. 


1. Beispiel: Vorgelegt sei die infinitesimale Transformation Beispiole. 
we. of of, 
Uf=— y ôx té y 


In der Form (21) sollen die endlichen Gleichungen der von Uf er- 
zeugten eingliedrigen Gruppe dargestellt werden. 
Es ist hier offenbar: 


Ux = — y, Uy =z, 
U(Ur) = — z, U(Uy) = — y, 
U(U(Ux)) =y, U(U(Uy)) = — x, 


U (U(U(Us))) =v, U (U(U(Uy)) =y 
u. s. w. Man erkennt leicht die Gesetzmässigkeit dieser Werte. Nach 
(21) kommt also: 


t 

NENE A get mart rama? ER 
t t? 1° 

n= ye a Trat- 


aele a Ber a 
n-alt- Eee Eee) 


Nach bekannten Reihenentwickelungen ist also: 


æ = g% cos t — y sin t, yy = x sin t + y cos t. 
Die gesuchte Gruppe ist die der Rotationen um den Anfangspunkt, 
was wir auch aus unserem Beispiel in § 2 des 1. Kap. hätten ent- 
nehmen können. 
Es soll nunmehr Uf auf die canonische Form, d. h. auf die Form 


der infinitesimalen Translation 2 gebracht werden. 


en 
Nach Satz 4 sind die neuen Variabeln g, ġ so zu wählen, dass 
= ôr ôr 
Ur et, a + x y == li 
_ 2y a _ 
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wird. Die erste Differentialgleichung ist der gewöhnlichen Differential- 
gleichung 


oder: 

zdz + ydy = 0 
äquivalent und hat das Integral 

r= +y. 

Die zweite Differentialgleichung ist dem simultanen System 

kae e — 
äquivalent. Zur Integration desselben, die durch eine Quadratur zu 
ermöglichen sein muss, brauchen wir übrigens nicht erst, wie es oben 
im Text geschah, y vermöge x? + y? = c zu eliminieren. Es kommt 
nämlich : 

dx = — ydy, dy = xdy 


xdy — ydz = (a? + y’)ay 


zdy— ydz 
E 


Die rechte Seite ist nichts anderes als das Differential von arc tg z. 
Es ist daher: 


und also: 


oder: 


t=% +y, y= arc tg * 


zu setzen. Natürlich hätten wir auch g in der Form Vz? -+ y* an- 
nehmen können. Alsdann sind g und 9 die Polarcoordinaten r, œ. 
Wir gelangen also dann zu denselben canonischen Variabeln wie in 
§ 2 des 1. Kap. (Vgl. auch Beispiel 1, Kap. 2, § 4.) 

2. Beispiel: Man soll die endlichen Gleichungen der von der in- 
finitesimalen Transformation 


U=s} tyz 


erzeugten eingliedrigen Gruppe durch Reihenentwickelung darstellen. 
Hier ist Ux = xz, UUsz=x u. s. w, analog Uy = y, UUy = y 
u. s. w. Also kommt nach (21): 


nee 
n=y+ 4 Poh EE =y.e. 


Es ist dies die Gruppe der Ähnlichkeitstransformationen vom Anfangs- 
punkt aus. Als Parameter kann anstatt £ auch a = ef benutzt werden: 
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z, =af, Yı = ay. 
Allerdings entspricht dann nicht mehr dem Parameterwert O die 
identische Transformation, sondern dem Wert a = 1. 
Um eanonische Veränderliche g, 9 einzuführen, welche die infini- 


a. È 
tesimale Transformation auf die Form Jy bringen, haben wir nach 


Satz 4 anzusetzen: 


kin dr 
Ur=E ts tY gT , 
em 2y 


Die erste Gleichung ergiebt, dass g eine Function von 5 Y ist, also etwa: 


y 


a TE 
Die zweite ist dem simultanen System 
dx dy 
o we = dy 
äquivalent. Es darf also z. B. 
y = log x 


gesetzt werden. In der That ist dann: 


r of z êf n f 
Uf=s g ty gy Uta t UDa 


— u(2) x + U(log 2) a i 


of 1f _ əf 
ern rei, 


In ähnlicher Weise behandele man die infinitesimalen Trans- 
formationen: 


ee. of 
3. Beispiel. Uf =x Fa? 
“Un A of of 
4. B 3 U 2 
eispiel ze jg H 2Y Jy’ 
; n. 794 
5. Beispiel: Uf = e 52 


Man überzeuge sich jedesmal davon, dass die durch Reihenentwieckelung 
erhaltenen endlichen Gleichungen wirklich Gruppen darstellen. 
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Kapitel 4. 


Bestimmung aller Funetionen und Curven, welche bei einer ein- 
gliedrigen Gruppe der Ebene invariant bleiben, insbesondere der 
Bahncurven. 


Werfen wir einen Rückblick auf die beiden vorhergehenden Ka- 
pitel, so fällt in die Augen, welche hervorragende Stelle der Begriff 
der infinitesimalen Transformation in der Theorie der eingliedrigen 
Gruppen einnimmt. Die infinitesimale Transformation ist der wahre 
Repräsentant der eingliedrigen Gruppe; es wird sich nämlich später 
immer zeigen, dass alle auf die eingliedrige Gruppe bezüglichen Probleme 
dureh Benutzung der infinitesimalen Transformation derselben allein 
gelöst werden können. Dies wird es gerechtfertigt erscheinen lassen, 
wenn wir öfters statt von der durch die infinitesimale Transformation 
Uf erzeugten eingliedrigen Gruppe kurz von der eingliedrigen Gruppe Uf 
sprechen. 

Die Transformationen einer Gruppe stellen nun Operationen vor, 
durch welehe die Punkte der Ebene in neue Lagen übergeführt werden. 
Es bietet sich demnach ganz von selbst die Frage dar, welche Gebilde 
bei allen Transformationen der Gruppe ungeändert bleiben, indem zwar 
die Punkte eines solchen Gebildes durch die Transformationen der 
Gruppe in neue Lagen kommen, aber doch immer wieder in Punkte 
desselben Gebildes übergehen. Das hiermit angedeutete Problem hat 
zwei Seiten, eine analytische und eine geometrische. Einerseits kann 
man nach allen Functionen Q(x, y) respective allen Gleichungen 
Q(x, y) = Const. fragen, welche bei allen Transförmationen der 
Gruppe ungeändert bleiben, andererseits nach allen Ourven Q(x, y) = 0, 
welche bei allen Transformationen der Gruppe ungeändert bleiben. 

Mit diesen beiden Problemen werden wir uns in diesem Kapitel 
beschäftigen. 


$ 1. Die Invarianten einer eingliedrigen Gruppe in der Ebene. 
Die wichtigen Reihenentwickelungen im Theorem 4 (3. Kap., $ 3) 
liefern fast unmittelbar die Bestimmung aller Functionen Q(x, y) 
welche bei allen Transformationen der eingliedrigen Gruppe 
(1) 2 = p(z, Y, t), Yı = Y(T, y, t), 
deren infinitesimale Transformation 


Ora ref, 
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ist, ungeündert bleiben, d. h. für welche bei beliebigem ¢ stets Bean 
2a, Yı) = Q(z, y) 
ist. Nach jenem Theorem lässt sich ja &(x,, yı) in eine Reihe nach 
t entwickeln und unsere Forderung sich so schreiben: 
a 

Q(z, y) T $ UR(z, y) -r = 2 U(UR(E, y)) Fre 2x, u). 

Diese Gleichung soll für jedes erfüllt sein. Insbesondere muss also: 
UL, y) = 0 
sein. Offenbar ist aber alsdann der Forderung auch für jedes £ ge- 
nügt, denn dann ist 
U(U2K, y)) = U(0) = 

u. s. W. 

Theorem 5: Eine Function Q(x, y) bleibt invariant bei 
allen Transformationen einer eingliedrigen Gruppe Uf dann 
und nur dann, wenn identisch UR(x, y) = ist. 


Die Bedingung UQ = 0 stellt offenbar eine lineare partielle 
Differentialgleichung dar: 


Da dieselbe immer Lösungen besitzt, so giebt es sicher eine Invariante 
Q, aber auch nur eine im wesentlichen, denn mit & erfüllt zwar jede 
Function F(2) die Gleichung, aber keine sonstige Function. 

Satz 1: Jede Function einer Invariante einer einghiedrigen Gruppe 
der Ebene ist wieder eine Invariante derselben, und alle Invarianten der 
Gruppe lassen sich als Functionen einer einzigen Invariante darstellen. 


Wenn man eine Schar von oo! Transformationen der Ebene betrachtet, 
die keine Gruppe bilden, so steht die Sache wesentlich anders. Z. B. die 
oo! Transformationen 


zs=e+1l, y=y+t 
bilden keine Gruppe, denn führt man die zweite Transformation: 
ser, =n th 
nach dieser ersten aus, so ist die Reihenfolge beider der Transformation 
t =sr+ 2, =y + +h) 
äquivalent, welche micht der Schar angehört. Auch solche Scharen von oo! 


Transformationen können Invarianten haben. Die Function tg mg z. B. bleibt 
bei jeder Transformation: 


s s=ı+l, =y +t 
ungeändert, da tg xz, = tg m(x + 1) = tg mx ist. Aber mit tg rs ist 
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nieht jede Function von tg mx invariant, sonst müsste ja æ eine Invariante 
sein, während doch x bei jeder Transformation der Schar um 1 wächst. 

Ein anderes hierhergehöriges Beispiel bietet die Schar von oo! Trans- 
formationen 

z =— s, Yayrtl 

welche ebenfalls keine Gruppe bilden. Hier ist zwar x? eine Invariante, 
aber nicht x selbst. 

Andere Scharen von oo! Transforgationen, die keine Gruppe bilden, 
besitzen überhaupt keine Invariante. Dies ist der Fall bei der Schar: 


sc, y =y +t—i. 
Eine Invariante (x, y) derselben müsste die Gleichung erfüllen: 
Kat, y +t — 1) = R(x, y) 
und zwar für jedes t. Für == 1 ist sie erfüllt. Für ?= 1 + ôt kommt: 
Q(x + rôt, y + òt) = Q(x, y) 


oder, wenn man die linke Seite entwickelt 


ala, y) + eE zòt + H 3t = Rs, y), 


d. h 
IR, y) Az, y) 
ae: + dy = 0. 
Diese Differentialgleichung wird von jeder Function 


2—= Flxev) 
erfüllt. Soll eine solche bei allen Transformationen 
=. M=-y+tt—1 
invariant sein, so muss also 
Fa, N) = F(zte v1) = Fte'Tige’) = Faxe’) 


sein. Da ¢ beliebig ist, ist dies nur dann möglich, wenn F bloss eine 
Constante ist. Die vorliegende Schar besitzt also gar keine Invariante, 


Die Invarianten einer eingliedrigen Gruppe sind, oder sagen wir, 
da es im wesentlichen nur eine giebt, die Invariante einer eingliedrigen 
Gruppe ist einer einfachen geometrischen Deutung fähig. Um diese 
auseinanderzusetzen, bedarf es jedoch einiger Vorbereitungen. 


8 2. Die Bahncurven einer eingliedrigen Gruppe der Ebene. 


Wir wollen uns auf einen beliebigen Punkt p, mit den Coordi- 
naten &,, Ya alle Transformationen unserer eingliedrigen Gruppe 


(1) a = g(x, Y, t), y, = p(z, Y, t) 
ausgeführt denken. Bei diesen Transformationen geht er über in die 
Punkte (x, y), welche durch die Gleichungen 
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(2) ee P (To, Yor t), Y = P(o Yos t) 
bestimmt werden, in denen ¢ willkürlich ist. 
Den Ort aller oo! Punkte, in welche ein bestimmter Punkt 
Po der Ebene vermöge aller Transformationen (2) der vorgelegten 
Gruppe übergeführt werden kann, nennen wir seine Bahncurve. Die Bahncurvo. 


Gleichung derselben ergiebt sich durch Elimination von £, aus den 
beiden Gleichungen (2) in der Form 


(T, Y, o, Yo) = 0, 
in der &,, Yọ, die Coordinaten des ursprünglichen Punktes, die Rolle 
von Constanten spielen. Die Gleichungen (2) geben für jedes £ einen 
Punkt (x, y) der Curve, insbesondere geben sie für den der identischen 
Transformation entsprechenden Parameterwert, also etwa für t= 0, 
den Punkt p, selbst. 

In dem Wesen des Gruppenbegriffs liegt es, dass alle Punkte auf 
der Bahneurve des Punktes p, eben diese Curve auch zur Bahncurve 
haben. Eine gewisse Transformation der Gruppe nämlich wird p, in 
einen beliebigen anderen Punkt p, auf der Bahncurve von p, über- 
führen. Wenn man nun auf p, irgend eine Transformation der Gruppe 
ausübt, so wird dieselbe etwa p, nach p, bringen. Auch p, liegt, wie 
wir beweisen werden, auf der Bahneurve von pọ. In der That, die 
Aufeinanderfolge jener beiden Transformationen der Gruppe, deren erste 
Po nach p,, deren zweite p, nach p, brachte, ist gemäss der Gruppen- 
definition einer einzigen Transformation der Gruppe Äquivalent, welche 
“direct p, nach p, versetzt. Aber alle Transformationen der Gruppe 
führen p, stets in Punkte seiner Bahncurve über, also auch diese, 
welche p, nach p, bringt. Demnach liegt p,, der Punkt, in welchen 
pı bei einer beliebigen Transformation der Gruppe übergeht, auf der 
Bahncurve von py- 

Satz 2: Ist bei einer eingliedrigen Gruppe der Ebene p, ein Punkt 
auf der Bahncurve des Punktes p,, so ist diese Curve auch Bahncurve 
des Punktes p,. 

Zu jedem Punkt gehört also eine Bahncurve, jede Bahncurve aber 
ist Bahnmeurve für ihre oo! Punkte. 

Die Überlegung, welche zum Satz 2 führte, lässt sich in einige 
wenige Gleichungen zusammenfassen, wenn man von einer einfachen 
Symbolik Gebrauch macht, die wir, da sie auch später benutzt wird, 
hier kurz auseinandersetzen: Wir wollen unter Ta, Te, Te: - - die 
Transformationen unserer Gruppe verstehen, welche den Parameter- 
werten t= a, b,c». zugehören, und unter T, T, die successive Aus- 
führung der Transformationen 7, und T, oder also die Transformation 


Lie, Differentialgleichungen. 5 
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T verstehen, welche der Aufeinanderfolge von 7, und 7, äquivalent 
ist und auch der Gruppe angehört. Da diese Transformation 7’ von 
den Parameterwerten a und b abhängt, werden wir sie besser noch 
mit Tes bezeichnen. Die Äquivalenz der Reihenfolge von Z, und T, 
mit Ta» können wir in Form einer symbolischen Gleichung ausdrücken: 
Ta Ty, = Taw, 

die weiter nichts als diese Äquivalenz ausdrücken soll. (p) Z, ferner 
soll der Punkt p, sein, in welchen p, durch Ausführung der Trans- 
formation 7, übergeht, was wir symbolisch so schreiben: 


Pi = (Po) Ta (Po) Ta = (P1). 
Unsere obige Beweisführung stellt sich nun so dar: Ist 


Dr (2o) Ta, 


so ist, wenn noch T, ausgeführt wird: 
(pı) Ts = (po) Ta Ty 
T Ty = Tiai 


(PT, = (Po) Taw). 
(Po) Tan ist aber ein Punkt der Bahncurve von p, (P,)7T% ein be- 
liebiger Punkt der Bahncurve von p. Letztere Bahncurve fällt also 
mit der ersteren zusammen. 

Satz 2 können wir auch so aussprechen: 

Satz 3: Jede eingliedrige Gruppe der Ebene besitzt oo! Bahncurven. 

Diese 0! Bahneurven überdecken die ganze Ebene, da jeder Punkt, 
der nieht überhaupt bei allen Transformationen der Gruppe in Ruhe 
bleibt — und diese sind nur Ausnahmestellen —, eine Bahncurve besitzt. 

Wenn wir auf den Punkt pọ insbesondere die infinitesimale Trans- 
formation der Gruppe ausüben, so muss er natürlich auch in einen 
Punkt seiner Bahncurve übergehen. Dabei bewegt sich aber der 
Punkt p, nur unendlich wenig und zwar in der Fortschreitungsrichtung, 
welche die infinitesimale Transformation ihm zuordnet. Also: 

Satz 4: Die Richtung einer Bahncurve stimmt in jedem Punkte mit 
der Richtung überein, welche die infinitesimale Transformation der ein- 
gliedrigen Gruppe dem Punkte zuordnet. 

Oder auch: 

Satz 5: Ein Punkt, welcher beständig der ihm durch die infinitesi- 
male Transformation der eingliedrigen Gruppe jeweils zugeordneten Rich- 
tung folgt, beschreibt eine Bahncurve. 


oder, da 


ist: 


Mit den Bahncurven unserer eingliedrigen Gruppe hängt nun die 
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Invariante derselben, die wir im vorigen Paragraphen betrachteten, 
eng zusammen. Es stelle nämlich 
o(z, y) = Const. 
die -Schar der Bahncurven dar. Fübren wir eine allgemeine Trans- 
formation 
zı = p(z, y, t) n = Yz y, t) 

der Gruppe aus, so gehen alle Punkte (x, y) der Bahncurve w(x, y) = c 
wieder in Punkte (z,, y,) derselben Bahneurve über, d. h. es ist sicher 


ow, y) =c, 
sobald œ(x, y) = c ist, und zwar für alle Werte von x, y, t und c. 
Es ist also notwendig 
o(s , Y) Zu o(s, y) 

für alle Werte von z, y und ż¢, d. h. œ (z, y) ist eine Invariante der 
Gruppe. 

Setzen wir andererseits eine Invariante &(x, y) der Gruppe gleich 
einer Constanten, so stellt sie eine Bahncurve dar, denn die Definitions- 
gleichung der Invariante 


Ra, Y1) = any) 
sagt aus, dass auch der von der Stelle (x, y) der Curve (x, y) = ce nach 
der Stelle (x,, y,) transformierte Punkt auf der Curve Q(x, y) = c liegt. 
Satz 6: Die Invariante einer einyliedrigen Gruppe der Ebene ist 
dadurch charakterisiert, dass sie, gleich einer Constanten gesetzt, die 
Bahncurven definiert. 
Es erhellt dies an BiA aus der Gleichung 
I =s° = —. = 0, 
welche die Invariante & erfüllen muss. Erinnern wir uns nämlich 
an den engen Zusammenhang, der zwischen der Gleichung Uf = 0 
und der gewöhnlichen Differentialgleichung 
de _ — 1} y 
; n 
besteht (vgl. § 5 des 1. Kap.), so folgt ohne weiteres, dass a Curve 
Q(x, y) = Const. in jedem ihrer Punkte (x, y) die Richtung ei =: 
besitzt, welche die infinitesimale Transformation der Gruppe dem be- 
treffenden Punkt zuordnet, dass also die Curve Bahneurve ist. 


Die Invariante & ist Lösung der linearen partiellen Differential- 


gleiehung 
08% 82 
: 0x st N ôy =0, 


5* 
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Ihre Auffindung erfordert also eine Integration. Kennt man jedoch 
die endlichen Gleichungen der Gruppe 


(1) x, = (£, Y, ), ı = ylz, y, t), 
so kann man die Bahncurven und mit ihnen die Invariante durch 
bloss algebraische Operationen bestimmen. Wir fanden ja die Bahn- 
curve des Punktes (£), Yọ) durch Elimination von ¢ aus 
p z = P(T Yor t), Y = V (To Yo, t) 
in der Form 

Wa, Y, Lor Yo) = 0. 
Da es nur oo! Bahncurven giebt, treten die Constanten £p, Yọ hierin 
nur in einer Verbindung auf und die letzte Gleichung der oo! Bahn- 
curven lässt sich also umformen: 


f(z, Y, c) T 0, 
sodass die Auflösung nach der (von x, und y, abhängigen) Constanten c 
die Invariante 

Q(z, y) =s 
liefert. Am bequemsten verfährt man, um die zwei Constanten £), Yo 
auf eine einzige zu reducieren, so, dass man yọ einen bestimmten 
Zahlenwert, wie z. B. 1, erteilt. Alsdann stellt 

We, Y, Tos 1) =0 

alle von den Punkten der Geraden y = 1 ausgehenden Bahncurven 
dar, also alle Bahncurven überhaupt (sobald nicht etwa y = 1 selbst 
eine invariante Curve ist). Auflösung nach x, liefert nun etwa 

o (x, y) = To 
und œ(x, y) ist demnach die Invariante. 

Satz 7: Die Bahncurven und die Invariante einer eingliedrigen 
Gruppe der Ebene lassen sich auf rein algebraischem Wege finden, sobald 
die endlichen Gleichungen der Gruppe bekannt sind. 

Die früheren Beispiele von oo! Transformationen, die keine Gruppe 


bilden (siehe Schluss des $ 1), wollen wir jetzt geometrisch erläutern. 

Wir sahen, dass die Schar: 

nat, Ye 

die keine Gruppe ist, die Invariante tg mx besitzt, während x keine In- 
variante ist. Das geometrische Gebilde, welches durch tg mx = c darge- 
stellt wird, wo c eine beliebige, aber bestimmte Constante sein soll, ist 
eine Schar von oo! disereten Geraden, die sämtlich der y- Axe parallel laufen 
und die Abstände 1 von einander haben. Bei einer jeden der obigen Trans- 
formationen bleibt in der That die Gesamtheit dieser Reihe von Geraden 
ungeändert, indem sie die Punkte einer jeden dieser Geraden in die der 
nächsten Geraden der Schar überführt. Von Bahneurven kann bier nicht 
die Rede sein, da die Punkte sich bei jeder Transformation sprungweise 
ändern, indem x um 1 wächst. 
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Auch bei der Schar von oo! Transformationen 
ne 7 y =y tt, 


die keine Gruppe bilden und, wie wir sahen, die Invariante x? besitzen, 

giebt es keine Curven, die wir etwa als Bahncurven bezeichnen könnten. 

x? = c stellt zwei Geraden parallel der y-Axe dar. Ihr Inbegriff bleibt 

insofern bei allen obigen Transformationen ungeändert, als dieselben die 

Punkte der einen Geraden in die der anderen überführen und umgekehrt. 
Bei der Schar von oo! Transformationen dagegen: 


u TE De 


die auch keine Gruppe bilden und, wie wir sahen, keine Invariante besitzen, 

kann man sehr wohl von Bahncurven sprechen, da hier die identische Trans- 
OR , af 

öy 

kommt. Der Punkt (a,, Yọ) wird durch die Transformationen der Schar 

in die Punkte: 


formation und eine infinitesimale Transformation, nämlich x , VOY- 


z =t, Y= W ti! 
übergeführt, also in die Punkte der Geraden: 
£ 
i l 


To 


die durch (£o, Yọ) selbst hindurehgeht. Wir bemerken aber, dass jeder 
Punkt dieser Geraden wieder eine andere Gerade, nicht diese, als Balın- 
curve hat, indem die obige Gleichung 00? verschiedene Geraden darstellt. 
Obgleich es hier einen Sinn hat, von Bahncurven zu reden, ist doch der 
Satz 2 oder 3 bei der vorliegenden Schar von oo! Transformationen, die 
keine Gruppe bilden, nicht erfüllt. 


$ 3. Die bei allen Transformationen einer eingliedrigen Gruppe 
der Ebene invarianten Curven. 


Die Bahncurven haben die Eigentümlichkeit, dass eine jede für 
sich als Ganzes aufgefasst bei allen Trausformationen der eingliedrigen 
Gruppe in Ruhe bleibt, indem alle Punkte der Curve wieder in Punkte 
derselben übergeführt werden. 

Fragt man andererseits überbaupt nach einer Curve, welche als TEEN 
Ganzes aufgefasst bei der Gruppe in Ruhe bleibt, so findet man, dass 
dieselbe eine Bahncurve ist, sobald es wenigstens einen Punkt auf ihr 
giebt, der nicht bei allen Transformationen der Gruppe in Ruhe bleibt. 
Denn dieser Punkt geht ja bei Ausführung aller Transformationen der 
Gruppe über in Punkte seiner Bahncurve, während er doch auf der 
gesuchten Curve verbleiben soll. 

Es ist nun aber auch möglich, dass Curven existieren, deren 
sämtliche Punkte bei allen Transformationen der eingliedrigen Gruppe, 
und zwar jeder für sich, in Ruhe bleiben. Dann ist selbstverständlich 
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auch die ganze Curve invariant, aber sie ist doch keine Bahncurve. 
Dass dies wirklich vorkommt, haben wir in $ 3 des 1. Kap. bei der ein- 
gliedrigen Gruppe der affinen Transformationen gesehen. Analytisch 
lassen sich leicht die Bedingungen dafür angeben und die Mittel zu 
ihrer Bestimmung finden: Ein Punkt, der bei der ganzen Gruppe in 
Inmronter Ruhe bleiben soll, bleibt bei der infinitesimalen Transformation 


: ô 6 
U= Etn 
der Gruppe invariant, d. h. für ihn sind & und 7 Null. Die Coordi- 
naten x, y solcher Punkte bestimmen sich also aus dem Gleichungenpaar 
E(x, y) =0, n(x, y) =0. 

Es liegt nahe zu vermuten, dass jeder solche Punkt bei allen 
Transformationen der Gruppe in Ruhe bleibt, denn er bleibt bei der 
infinitesimalen Transformation ungeändert und eine allgemeine Trans- 
formation der Gruppe geht durch fortwährende Ausführung der in- 
finitesimalen Transformation hervor. Analytisch folgt es mit voller 
Stringenz aus den endlichen Gleichungen der Gruppe: 


t ti 
ma aar a O ra Ua 
(n =y + $ Uy + a UU) H, 
denn es ist für den Punkt (x, y) sowohl & als n Null, mithin auch 


jeder Ausdruck von der Form Uw = ë 2 +n a. also auch U(Ux), 


U(Uy) u. s. w. Es kommt daber: x; = 2, y, = y. 
Es ist nun denkbar, dass die beiden Gleichungen 
El y) = 0, n(z,y)=0 
nicht eine discrete Anzahl von Punkten (x, y), sondern eine oder einige 
continuierliche Scharen derselben liefern. Alsdann sind die von ihnen 
gebildeten Curven eben invariante Curven der besprochenen zweiten Art. 
Eine Curve kann also auf zweierlei Arten bei der eingliedrigen 
Gruppe invariant sein, entweder als Bahncurve oder als eine Curve 
Kitem von lauter einzeln invarianten Punkten. Es fragt sich nun, ob ein 
rims einer gemeinsames analytisches Kriterium für invariante Curven der ersten 
und zweiten Art aufgestellt werden kann. 
Die Curve 


8) 


olz, y) = 0 
ist invariant, wenn die Punkte (x, y) derselben bei einer beliebigen 


Transformation der Gruppe in Punkte (x,,%,) derselben Curve über- 
gehen, d. h. wenn 
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: o(s, y) = 0 
ist vermöge 
o(s, y) = 0. 
Nach Theorem 4 (3. Cap. $ 3) muss also 
@(x, y) +7 Uw T U(Uo) +- =0 


sein vermöge v(x, y) = 0 und zwar für jedes 4 Dies liefert als ein 
notwendiges Kriterium, dass 
Uo = 0 


oder ausführlich geschrieben: 
do do 


sein muss vermöge w = 0. Dies ist nun auf zweierlei Weisen möglich: 
Entweder sind & und n, die Coefficienten, einzeln beide Null. Alsdann 
sind alle Punkte (x, y) der Curve für sich invariant, also ist es auch 
die ganze Curve. Oder aber zweitens längs der ganzen Curve œ = 0 
ist die Tangentialneigung 

I II 

de 8? 
d. h. die Curve ist Bahncurve. Das als notwendig erkannte Kriterium: 
Uw = 0 vermöge v = 0 führt also gerade nur auf invariante Curven, 
ist daher auch hinreichend. 
öy ein- 
zeln vermöge øw = 0 verschwinden. Dies tritt z. B. ein, wenn man 
den Kreis mit Radius 1 um den Anfangspunkt durch die Gleichung 
(x? + y?’— 1)? = 0 darstellt. Aber wir können immer voraussetzen, dass 
die Gleichung der Curve so geschrieben sei, dass dies nicht der Fall 
ist. Denn man braucht sie nur etwa in der nach y aufgelösten Form 


o=y—f(x)=0 


Allerdings wäre es auch drittens möglich, dass ez und 


anzunehmen, in der = = 1, also nicht Null vermöge w = 0 ist. 
Somit hat sich ergeben: 
Theorem 6: Es giebt zweierlei Curven, welche bei einer 
eingliedrigen Gruppe 
= °l ef 
Uf= $g t Fy 
der Ebene invariant sein können. Die einen, stets vorkommen- 
den, sind die ©! Bahncurven der Gruppe; sie werden erhalten, 
indem man die Invariante der Gruppe einer Constanten gleich 
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setzt. Die Curven der andern Art bestehen aus lauter einzeln 
invarianten Punkten, für welche E(x, y) = n(x, y) = ist. 

Für beide Curvenarten gilt das Kriterium: Die Curve oder 
die Gleichung o(z,y) = O ist bei der eingliedrigen Gruppe dann 
und nur dann invariant, wenn Uw =Q ist vermöge © = Q, 
dabei vorausgesetzt, dass die Gleichung o =Q in solcher 


5 : co co . 
Form angenommen wird, dass nicht etwa Jz und fy einzeln 


beide vermöge w = O verschwinden. 

Zu unserem Kriterium machen wir noch eine Bemerkung: Da 
das Verschwinden von Uw vermöge œ = 0 die rein geometrische Be- 
deutung hat, dass œ = 0 eine bei der Gruppe Uf invariante Curve 
ist, und da diese geometrische Bedeutung unabhängig von der Wahl 
der Coordinaten und der speciellen analytischen Darstellungsform der 
Curve ist, so folgt: 

Satz 8: Ist bei einer infinitesimolen Transformation Uf in zwei 
Veränderlichen x, y der Ausdruck Uo(x,y) = 0 vermöge a(x,y) = 0, 
so gilt das entsprechende auch bei Einführung von anderen Veränderlichen 
und unabhängig von der Darstellungsform der Gleichung © = 0, wenn 


= co 
nur nicht Ja 


cw s . D 
z und 7, vermöge 0 = O beide verschwinden. 


Das Kriterium lässt sich noch in etwas anderer Weise aussprechen. 
Es liegt ja ausserordentlich nahe, sich der Redeweise zu bedienen, 
dass die Curve œ(x, y) = 0 die infinitesimale Transformation Uf ge- 
stattet, d. h. bei ihr invariant bleibt, wenn Uw = 0 vermöge v = 0 
ist, denn die durch Uf transformierten Veränderlichen 


v =z + Edt, y =yt+ ndt 
müssen, soll w = O die infinitesimale Transformation Uf gestatten, 
die Gleichung o(&,,9,) = 0 vermöge w(x, y) =O erfüllen und dies 
liefert: 
o(s +88, y+ ndt) =0 
do oo 
d.h. Uw == 0 vermöge o = Q. 

Da wir sahen, dass dies Kriterium auch hinreichend dafür ist, 
dass die Curve bei allen Transformationen der Gruppe invariant bleibt 
oder, wie wir auch häufig sagen werden, dass sie alle Transformationen 
der Gruppe gestattet, so folgt: 

Satz 9; Eine Curve oder Gleichung œ (x, y) = O gestattet alle Trans- 
formationen der eingliedrigen Gruppe Uf der Ebene, sobald sie die in- 
finitesimale Transformation Uf zulässt. 


oder 
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Eine Reihe einfacher Beispiele soll die Entwickelungen dieses Beispiele. 
Kapitels erläutern, indem wir die Curven und Punkte aufsuchen, welche 
bei gewissen durch ihre infinitesimale Transformation Uf gegebenen 
eingliedrigen Gruppen invariant bleiben. 
1. Beispiel: Sei 
Uf = x of 5 
EI 


Die von Uf erzeugte eingliedrige Gruppe ist die der affinen Trans- 
formationen: 

D nah 
Hier ist die Invariante & zu „bestimmen aus 

082 
ug = 0. 

Daher darf & = y angenommen werden. Die Curven y = Const. sind 
also die Bahneurven. Um die eventuell existierenden Curven mit 
lauter einzeln invarianten Punkten zu finden, haben wir § = y = 0 
zu setzen. Dies giebt hier nur x = Q, d.h. alle Punkte der y-Axe 
sind invariant. Die y-Axe ist folglich auch eine invariante Curve. 
Schematisch deuten wir diese Ergebnisse durch die Fig. 5 an, in 
welcher die Pfeile längs der Bahneurven y = Const. die Richtungen 
angeben, in welchen sich die Punkte vermöge der infinitesimalen Trans- 


formation x t bewegen, Natürlich würden alle Pfeile umzukehren 


sein, wenn man die infinitesimale Transformation in der Form — x pi 


angenommen hätte. 


[u 


Fig. 5. Fig 6, 


2. Beispiel: Sei 


Uf erzeugt die Gruppe 
x =s + yi, y =y. 
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Auch hier ist die Invariante & = y zu setzen und die Curven y = Const. 
sind die Bahncurven. Für die einzeln invarıanten Punkte haben wir 
die Bedingung y = 0, d.h. alle Punkte der x-Axe sind einzeln in- 
variant. Daher vorstehendes Schema (Fig. 6). Man bemerke, dass 
die Gerade y = 0, deren Punkte sämtlich in Ruhe bleiben, der Schar 
der Bahncurven angehört. 

8. Beispiel: Die infinitesimale Transformation der eingliedrigen 
Gruppe der Rotationen lautet: 


Die Invariante Q bestimmt sich aus: 
28 08 


Da 
dx dy 
en 
oder 
sdz + ydy = 0 


die zugehörige gew. Differentialgleichung ist, so ist die Invariante 
Q= z" -4y’ zu setzen. Die Bahncurven sind, wie wir ja schon wissen, 
die Kreise um den Anfangspunkt: z? + y? = Const. Setzen wir hier 
& = ņ = 0, so kommt nur ein einzelner invarianter Punkt, nämlich 
der Anfangspunkt. Vgl. die Fig. 7. 


f "i ` 
Pi — RS 
f 7 e d 
P4 A a \ 
BE ne N 
K k S. 
f f 
a Re KEN IN 
f f X , \ i 
KR N 
i f | 
|! \ YW FA / 
\ A 
` = 
A — s 
\ X 
k Bi Y 
s e" f 
N 
Fig. 7 Fig s 


1. Beispiel: Sei 
ef öf 
Op 5; + ry ET 


Die Invariante & der von Uf erzeugten eingliedrigen Gruppe muss 
die Gleichung UQ == Ọ erfüllen oder also die Gleichung: 


www.rcin.org.pl 


Einige wichtige Klassen von infinitesimalen Transformationen der Ebene. 75 


z Y = . . 
Daher ist RET zu setzen, Die Bahncurven sind also die Geraden 


x = Const. Die einzeln invarianten Punkte ergeben sich aus £ = y =Q. 


Es kommt z’ = xry = 0 oder x= 0. Also ist die y-Axe eine in- 
variante Gerade, bestehend aus lauter invarianten Punkten (Fig. 8). 
Die endlichen Gleichungen der Gruppe sind, wie man berechnen möge: 


z y 


E 


Weitere Beispiele zur Bearbeitung: Uf habe eine der Formen: 
5 å 
1) m à RT y T 


of 
Jæ Y y? 


3) a; T HSE. 


2) & 


Man bestimme die invarianten Curven und Punkte bei den betreffenden 
von Uf erzeugten eingliedrigen Gruppen und berechne die endlichen 
Gleichungen dieser Gruppen entweder durch directe Integration des 
bekannten simultanen Systems oder durch Benutzung der Reihen- 
entwickelung. 

Man beweise, dass der Kreis 


rel 


bei allen T'ransformationen der von der infinitesimalen Transformation 


f BES: 
(2 — as) ot +( 2y/ ðy 

erzeugten eingliedrigen Gruppe invariant bleibt, und zwar ohne die 
endlichen Gleichungen dieser Gruppe zu benutzen. 


§ 4. Einige wichtige Klassen von infinitesimalen Transformationen 
der Ebene. 


Im Anschluss an die in den bisherigen Kapiteln dargestellten 
Theorien wollen wir in diesem Paragraphen gewisse interessante Gat- 
tungen von infinitesimalen Transformationen besprechen. 

1) Die projectiven infinitesimalen Transformationen. — Unter einer 
projeetiven "Transformation der Ebene versteht man eine solche, welche 
alle Punkte einer beliebig gewählten Geraden wieder in die Punkte 
einer Geraden überführt. Aus der projeetiven Geometrie entlehnen 
wir hier die Thatsache, dass eine projective Transformation der Ebene 
allgemein dargestellt wird durch zwei Gleichungen von der Form: 
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ax +by +c hetky-i 
a) n= asp ey tg HT as Feyto 
in denen also die Nenner beider Brüche dieselben sind. Dass diese 
Transformation alle Punkte einer Geraden wieder in die einer Ge- 
raden verwandelt, ist leicht zu verificieren: Die Punkte (x, y) der 
Geraden 
y =xz 4 m 

werden in Punkte (z,, y,) übergeführt, für die 

S —ltbajatbom+tce m „Atkmertkmtrt 

ı Tate) ztemtg’ M = dF engt emtyg 

ist. Durch Elimination von x folgt hieraus für den Ort der trans- 
formierten Punkte (x,, 4,) die Gleichung: 

(d + ex)x, — (a + bx) (em + g)z, — (bm + c) | 

(d+ ex)y — (h+ ku) (em +g) y — (bem +1) | 
Dieselbe ist linear in zı, yı, denn die quadratischen Glieder z,, y, 
heben sich gerade weg. Sie stellt daher ebenfalls eine Gerade dar, 
auf der alle transformierten Punkte (x,, y,) liegen. 

Andererseits lehrt diese Betrachtung aber nicht, dass die Trans- 
formation (4) die allgemeinste ist, welche alle Punkte einer beliebigen 
Geraden wieder in die Punkte einer Geraden überführt. Dies entnehmen 
wir vielmehr, wie gesagt, aus der projectiven Geometrie. 

Die Transformation (4) ist die identische, wenn a, g und % gleich 1, 
alle anderen Constanten gleich O sind. Wünschen wir eine infinitesi- 
male projective Transformation zu erhalten, so haben wir also den 
Constanten a, g und k unendlich wenig von 1, den übrigen Oonstanten 
unendlich wenig von O abweichende Werte zu erteilen. So kommt: 

3 _Atsaa+sb-yrdc y _ hat Utek) ytl 

! dd-ztde-y+Hirdg’ " öd-a + de-y+Hi+odg 
Bis auf unendlich kleine Grössen höherer Ordnung ist aber bekanntlich 
1 N 
und daher kommt: 

xı = [(1 +0da)z + ðb -y + ðc] [1 — öd -s — ðe - y — òg), 

y=[öh-c + (1 + òk) y + òl] [1 — òõd -x — ôe - y — òg), 
oder, wenn man ausrechnet und die unendlich kleinen Grössen zweiter 
Ordnung nicht mehr berücksichtigt, 


zı = (1 — ôd- x — ðe - y — ðg)r +- ða- x + òb- y+ òc, 
y = (1 — ôd -x — ðe. y — gjy +h- +ôk-y+òl, 


d.h. x und y erhalten die Incremente: 


== (), 
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ôx =x, -—2=dc+ (ba — ôg)s + ôb -y — õd - x? — õe- 1Y, 
ôy = y, — y = 0l 4+ h: x + (k — ôg) y — òd - xy — ôe- y’, 
oder, wenn man die infinitesimalen Constanten anders bezeichnet: 
òx = (a + cx + dy + hx? + kry) ôt, 
òy = (b + ex + gy + hey + ky’) ôt, 
sodass die gefundene infinitesimale projective Transformation der Ebene 
das Symbol besitzt: 


Uf=(a+cex + dy+hr +key) 2r + @+er+gy+heytky) SL 


Wir werden später an passender Stelle beweisen, dass hiermit die 
allgemeinste infinitesimale projective Transformation der Ebene ge- 
funden ist*). 

Die 8 Constanten a, b, c ---k können irgendwie angenommen 
werden. Setzt man sieben derselben gleich O, die übrigbleibende 
gleich 1, so ergeben sich die folgenden 8 infinitesimalen projectiven 
Transformationen: 

of of p of of pa i o > 


don’ Jy’ Br Be a Y7y; 
tal fay 3, 


und die oben gefundene a ars Transformation Uf 
kann man dadurch herstellen, dass man diese 8 speciellen mit Con- 
stanten multiplieiert und addiert. 

Unter den infinitesimalen projeetiven Transformationen sind offen- 
bar auch einige uns schon bekannte enthalten: die infinitesimalen 
Translationen, die infinitesimale Rotation um den Anfangspunkt, die 
infinitesimale Ähnlichkeitstransformation vom Anfangspunkt aus und 
die infinitesimale affine Transformation längs der x-Axe. Es ist geo- 
metrisch einleuchtend, dass alle diese projeetiv sind, d. h. alle Punkte 
einer beliebigen Geraden wieder in die Punkte einer solchen über- 
führen. 

Eine gute Übung ist es, die bei den oben angegebenen 8 Kan 
tesimalen projeetiven Transformationen invarianten Punkte und Curven 
zu bestimmen. Auch ist es nicht schwer, die endlichen Gieichungen 
der von diesen 8 infinitesimalen Transformationen erzeugten eingliedrigen 
Gruppen durch Integration der betreffenden simultanen Systeme auf- 
zustellen. 


*) Man bemerke, dass die Inceremente dx und öy, welche eine beliebige 
infinitesimale projective Transformation den Coordinaten x, y erteilt, ganze 
Functionen (zweiten Grades) von x, y sind. 
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Die bei der infinitesimalen projeetiven Transformation 


Uf=(a+ ce +dyt hatt key) $E + 0+ ez +gy + hayt ty) ll 


invarianten Punkte x, y ergeben sich durch Nullsetzen der beiden 
Coefficienten: 
a 4 cx + dy +h- key = 0, 
b + ex + gy they + ky = 0. 
Diese beiden quadratischen Gleichungen müssen wir durch gemeinsame 
Wurzelpaare x, y zu befriedigen suchen. Die erste ist linear in y 
und giebt: 
a + cx + ha? 
A a 
Setzt man diesen Wert in die zweite ein, so wird sie nicht vom 
vierten, sondern nur vom dritten Gerade in x, d. h. es giebt (im all- 
gemeinen) drei Wertepaare x, y, und mithin lässt die infinitesimale 
projective Transformation Uf im allgemeinen drei verschiedene Punkte 
invariant. Es ist dann selbstverständlich, dass die Seiten des von 
diesen drei Punkten gebildeten Dreiecks invariante Geraden sein müssen, 
denn jede dieser Geraden geht ja wieder in eine Gerade über, während 
doch zwei Punkte auf ihr fest bleiben. Wäre noch eine vierte Gerade 
invariant, so würden ihre Schnittpunkte mit den drei anderen invariante 
Punkte sein. Da es aber deren nur drei giebt, so folgt, dass im all- 
gemeinen keine vierte invariante Gerade existiert. Das invariante Ge- 
bilde von Punkten und Geraden ist also ein Dreieck. 

Wohlbemerkt können für specielle projective Transformationen 
(z. B. für die Translationen) ganz andere Umstände statthaben, denn 
es ist möglich, dass die obige Auflösung der beiden quadratischen 
Gleichungen bei besonderer Wahl der Constanten a, b, c---k zu ganz 
anderen Ergebnissen führt. Doch wollen wir hier nur den allgemeinen 
Fall in Betracht ziehen. Ein tieferes Eingehen auf diese wichtige, 
wenn auch einfache Frage ist hier noch nicht am Platze. 

Um nun die Bahncurven der von Uf erzeugten eingliedrigen pro- 
jeetiven Gruppe zu bestimmen, wollen wir das Coordinatensystem so 
wählen, dass die beiden Axen und die unendlich ferne Gerade jenes 
invariante Dreieck bilden. (Dies lässt sich immer durch eine projective 
Umformung des Coordinatensystems erreichen.) Alsdann haben die 
Constanten a, b, c---k in Uf specielle Werte. Da zunächst der An- 
fangspunkt in Ruhe bleiben soll, so muss a = b = 0 sein (denn für 
x = y = 0 müssen & und 7 verschwinden). Der unendlich ferne Punkt 
der x-Axe ist invariant, wenn jede Gerade, die ihn enthält, also jede 


www.rcin.org.pl 


Einige wichtige Klassen von infinitesimalen Transformationen der Ebene. 79 


Gerade x = Const., in eine ebensolche transformiert wird. Ist also 
& == Const. gesetzt, so muss auch x + dx = Const., d. h. dx muss frei 
von y sein. Demnach ist d = k = 0. Analog ist e = h = 0, sodass bleibt: 


if ef 
Uea ty 
Die endlichen Gleichungen der von Uf erzeugten eingliedrigen Gruppe 


ergeben sich entweder durch Integration des simultanen Systems 


N; 
cz, yi 
in der Form 


lg r — t 


i 


a A 
d. h. aufgelöst in der Form 
s =r", = yer, 
oder durch Reihenentwickelung. Es ist ja hier 
Uz = cg, UUzr = zx, ---, 
U= OO =E oo, 
sodass kommt: 


t TRG ; 
N tet E 


t 02 
W= aa De a N er ee 
Die Bahneurven finden wir, indem wir aus 
L = L, Y= p 
t eliminieren. Dies giebt als Bahncurve 


FE 


oder, wenn 2,9 : Y = p (= Const.) gesetzt wird: 

w — yy = 0. 
Man sieht, dass die Bahncurven algebraische Curven sind, wenn g und ¢ 
in rationalem Verhältnis stehen. Für c= 1, g = 2 z. B. sind sie die 
Kegelschnitte: 

gi yy =0, 
d. h. alle Kegelschnitte, welche zwei Seiten des invarianten Dreiecks, 
nämlich die &-Axe und die unendlich ferne Gerade, in ihren Schnitt- 
punkten mit der dritten Seite, der y-Axe, berühren. 

Ist e:g nicht rational, so sind die Bahncurven 


ne 
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transcendent. Um uns eine Vorstellung von ihrem Verlaufe zu machen, 
bemerken wir, dass ihre Differentialgleichung lautet: 
de _dy _ 0, 
cz gy 
also die Differentialgleichung ihrer orthogonalen Trajectorien diese ist: 
ENT, 
gy ' cx 
oder: 
cxdx + gydy = Q, 
deren Integralcurven die Kegelschnitte 
cx? + gy? = Const. 


sind. Mithin sind die Bahncurven von Uf die orthogonalen Trajec- 
torien *) einer Schar von ähnlichen und ähnlich gelegenen Kegel- 
schnitten, deren Axen in 
den Coordinatenaxen lie- 


gen. (Siehe Fig. 9.) 


2) Die conformen 
oder winkeltreuen infini- 
tesimalen Transformatio- 
nen. — Eine Punkttrans- 
formation heisst conform, 
wenn sie zwei beliebige 
sich in einem Punkte p 
schneidende Curven in 
Curven überführt, die sich 
in dem aus p nach p, transformierten Punkte unter demselben Winkel 
schneiden wie- die ursprünglichen Curven in p. 

Wir wollen aus der Functionentheorie entnehmen, dass jede solche 
Transformation dadurch dargestellt wird, dass man die transformierten 


Fig. 2 


Coordinaten z,, y, dem reellen Teile und dem Factor des mit i= y — 1 
behafteten Teiles einer beliebigen Function von x + îy gleich setzt, 
also annimmt: 

2, + iy = p2 + iy). 


f 
Soll diese Transformation infinitesimal, etwa $ 55 + 7 


2 
É 


vi 
g 
muss x, + iy, unendlich wenig von x + iy verschieden sein. Es ist 


> 


, sein, so 


z 


*) Ein geometrisches Studium aller Curven, die eine infinitesimale projective 
Transformation gestatten, wurde zuerst ausgeführt von Klein und Lie in den 
Math. Annalen Bd. 3. Die im Texte gegebene geometrische Definition der 
Curven < — yy° = 0 rührt von Scheffers her. 
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also dann nur das obere Vorzeichen zu berücksichtigen und zu setzen: 


z, + in =s 4 iy + yle + iy) dt 
E und y sind also der reelle Teil und der Factor des mit ¿ behafteten 
Teiles der Function y(x + iy), d. h. es ist 


E+ in = vle + iy). 


Y erfüllt als complexe Function die Bedingung 


îy bp _ 
oat aT Y 


und diese ist auch hinreichend für y. Also folgt*): Die infinitesimale 
Transformation 


p of of 
ln 
ist dann und nur dann u wenn ei und n die Bedingung erfüllen: 


0 EK EN, 
ze pizt +i& = ee 


Z. B. die infinitesimale projective Transformation 
Uf = (a + cx + dy + ha + kzy) = i i 
+ @ + ez + gy + hey + ky’) 2E si 


ist conform, wenn: 


(e + 2ha + ky) + ile + hy) + i(d + ka) — (g + hr + 2ky) = 0, 
d. h. — da dies für alle z, y gelten soll — wenn: 
e+ie+id—g=0, h+ik=0 
ist. Soll sie insbesondere auch reell sein, so muss also einzeln 
c=g, e+d=0, h=0, k=0 
sein, und somit hat die allgemeine reelle conforme und infinitesimale 
projective Transformation das en 
(a + ea + dy) $L + (0 — dae + cy) E. 
Dasselbe setzt sich linear mit T zusammen aus den vier ein- 
zelnen conformen und projectiven Transformationssymbolen: 
Dr a CIs re ya a 


Diese stellen die Translationen, die Ähnlichkeitstransformation vom 


*) An einer anderen Stelle werden wir zeigen, dass eben die Gruppentheorie 
die einfachste Bestimmung der grüssten continuierlichen Gruppe von conformen 
Transformationen des n-fach ausgedehnten Raumes liefert, 

Lie, Differentialgleichungen. 6 
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Anfangspunkt aus und die Rotationen um den Anfangspunkt dar, die 
auch geometrisch sich sofort als conform erweisen. 


Flächen- 3) Die flächentreuen infinitesimalen Transformationen. — Wir nennen 

treno Trons- 

formation, eine Transformation flächentreu, wenn sie eine beliebige geschlossene 
Curve stets in eine ges Mon Curve überführt, welche denselben 


Flächeninhalt hat wie jene. Insbesondere sei 

ET O af 

U= Etn 
eine infinitesimale flächentreue Transformation. Man kann zeigen, 
dass für eine solche 


ist. 
Zu dem Ende betrachten wir das Dreieck 4, das von den drei 
Punkten mit den Coordinaten 


X, Y, 
sta y+b, 
x 0, y+ 
gebildet wird. Der doppelte Inhalt desselben ist bekanntlich 
V = aß — el. 
Der Punkt (x, y) wird nun durch Uf übergeführt in: 
(5) z, =x + òt, y =y + nòt. 


Ferner geht der Punkt (x -+ a, y + b) über in einen Punkt (z, +, 
Y, + b,), für den: 


zı Ha =z 4 a + bl + a, y +b)t, 
n Ho =y Hb +n +a, y +o)òt 
ist oder, wenn man nach a und b entwickelt: 


n+ a =a t a il g) + (EÈ a tiio), 
nto =y Hot natt (SE at gho). 


Werden a, b und «, ß infinitesimal angenommen, d. h. wird das Dreieck 4 
unendlich klein, so können wir diese Entwickelungen mit den in a, b 
linearen Gliedern abbrechen und erhalten: 


z +a =a p at tott (SEa Eo) as 


nta =y otat (AA p b) at, 
oder wegen (5): 
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|a =a + (4E a ig 7 a =o) ót, 


E n ge b) òt. 


Analog geht der Punkt (x + «œ, y + 6) pé Uf in einen Punkt (a, + œ, 
Yy, + bı) über, für den 
3 q2 


[a = a + (g5 e + Dy B) ôt, 


|e = 6 + (32 e + Z p) ot 


(6) 


(7) 


ist. Nun war 
V = af — «b 


der (jetzt von zweiter Ordnung unendlich kleine) doppelte Inhalt des in- 
finitesimalen Dreiecks 4. Analog ist 


V, = a bi — ab 


der doppelte Inhalt des infinitesimalen Dreiecks A,, in welches 4 durch 
Uf übergeführt wird. Die infinitesimale Transformation Uf soll flächen- 
treu, d. h. 

vp =y 


sein. Dies giebt ee E und (7): 
[a+ (GE a t $E o) oe] [8 + (32 e + 32 B) ot] — 
[er Giat tE a)a J+ ale 


oder, wenn man ausrechnet, wobei sich die Glieder 2. Ordnung fortheben, 
und die Glieder von höherer als 3. Ordnung vernachlässigt: 


lat) — 
eat zn 0) (e+ 2 )ı- 


Hierin heben sich einige Glieder fort. Da diese Bedingung für alle infini- 
tesimalen Dreiecke 4, d. h. für alle infinitesimalen Werte von a, œ, b, ß 
erfüllt sein muss, so kommt u 


08 


Diese Gleichung müssen also alle flächentreuen infinitesimalen Trans- 
formationen erfüllen. 


Man kann auch beweisen, dass, wenn umgekehrt ë und y diese 
Bedingung erfüllen, alsdann die infinitesimale Transformation 


Uf=t E tn 


flächentreu ist. Wir wollen jedoch hierauf nicht weiter eingehen. 
6* 
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Die flächentreue Transformation Uf können wir noch etwas 
anders schreiben: Wegen 


aÈ ~ ĉn) 
æ 5 
lassen sich ë und —n als die Differentialquotienten einer einzigen 
Function ọ(x, y) auffassen: 
Ea RRON 
É E Nam 


sodass die infinitesimale flächentreue Transformation allgemein die 


Form hat: - 
ðe f _ e öf. 
T 
uf= ðy da ðs öy 
Hierbei bedeutet ọ eine irgendwie gewählte Function von x und y. 
So z. B. giebt 


2 2 
ei 
die infinitesimale Rotation 
Dh of 
Y Ja ôy’ 


die selbstverständlich flächentreu ist. ọ = axs + by giebt eine infini- 
tesimale Translation. 
Setzt man ferner: 


o=lg?, 
so ergiebt sich die flächentreue Transformation 
Mer 
y ðs Iy x 0y 


Die endlichen Gleichungen der von ihr erzeugten eingliedrigen Gruppe 
lauten: 
= y= ay +2), n= t ey +2) 
u. S. W. 
Die Bahncurven der von unserer infinitesimalen flächentreuen 
Transformation 


Zi oy 0% ôx ôy 


erzeugten eingliedrigen Gruppe erfüllen die Differentialgleichung 


dx dy 
oo r de 
0y 0x 


oder: 
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deren Integral ist: 
ọ (x, y) = Const. 
Soll die infinitesimale projective Transformation 


Uf= (a + cx + dy + haè + kay) ĉl + 
+ + es + gy +hey + t) 


flächentreu sein, so müssen die Constanten die Bedingung erfüllen: 
ce + 2ha + ky 4g -+ he4 2ky=0 
und zwar für alle Werte von x und y, d. h. es muss sein: 
J= S h, 


und die Transformation lautet: 


setzt sich also linear mit constanten Coefficienten zusammen aus den 
fünfen: 


af a of ôf af of 
Ja Fy? TIa Igy, Ya! Ty 
Um das zugehörige ọ zu finden, haben wir zu setzen: 


0 f2 
u b em Foy, Zy = a + ce + dy. 
Es ist also anzunehmen: 


d 
= — be + ay— $2 + cey +3 


d. h. die Bahncurven ọ = Const. sind Kegelschnitte und zwar alle oo 
Kegelschnitte, welche sich in zwei bestimmten unendlich fernen (even- 
tuell imaginären) Punkten berühren, oder anders ausgesprochen: welche 
gemeinsamen Mittelpunkt und gemeinsame Axenrichtungen haben, sowie 
einander ähnlich sind. 

Erinnern wir uns an die kinematische Auffassung des § 4, 2. Ka- 
pitel, so sehen wir, dass eine infinitesimale flächentreue Transfor- 
mation Uf der Ebene eine stationäre Bewegung eines incompressibelen 
Fluidums definiert. 


1 
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Abteilung II. 


Verwertung des Begriffes der infinitesimalen Transformation für 
Differentialgleichungen erster Ordnung zwischen zwei 
Veränderlichen. 


Nachdem wir in der ersten Abteilung die Begriffe „eingliedrige 
Gruppe“ und „infinitesimale Transformation“ im Bereiche der Ebene 
eingeführt haben, wenden wir uns jetzt zur Anwendung dieser Begriffe 
auf gewöhnliche Differentialgleichungen erster Ordnung zwischen zwei 
Veränderlichen. Unter anderem entwickeln wir den Zusammenhang 
zwischen dem Begriff des Euler’schen Multiplicators einer solchen 
Differentialgleichung und dem allgemeinen Begriff der infinitesimalen 
Transformation in der Ebene. 


Kapitel 5. 
Invariante Curvenscharen. 


Im letzten Kapitel der 1. Abteilung haben wir unter anderem 
Curven betrachtet, welche bei einer Transformation invariant blieben, 
insofern als alle Punkte einer solchen Curve durch die Transformation 
wieder in Punkte ebenderselben übergehen. 

Nunmehr wollen wir zu Üurvenscharen übergehen, welche bei 
einer Transformation invariant bleiben. Es wird sich darum handeln, 
zunächst zu definieren, was unter einer invarianten Schar von Curven 
verstanden werden soll, alsdann ein analytisches Kriterium für die 
Iuvarianz einer Curvenschar bei Ausführung einer Transformation zu 
gewinnen und endlich zu untersuchen, wann eine ÜÖurvenschar bei 
allen Transformationen einer eingliedrigen Gruppe ungeändert bleibt. 


$ 1. Kriterium dafür, dass eine Schar von oo! Curven der Ebene 
eine Transformation gestattet. 


Wir sagen, dass eine Transformation eine Curve 
o(s, y) =0 
in eine andere Curve 
o (2, 9) = 0 
überführt, wenn sie die Punkte (x,y) der ersten Curve in die Punkte 
(£i, Yı) der zweiten Curve überführt. 
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Wir sagen ferner, dass eine Transformation eine Curvenschar mans 


w(x, y) = Const. ka 
invariant lässt, wenn sie jede Curve der Schar in eine Curve der 
Schar überführt. Alsdann benutzen wir auch häufig die Redeweise, 
dass die Curvenschar w(x, y) = Const. die Transformation gestattet 
oder zulässt, oder dass sie durch die Transformation in sich übergeführt 
wird, indem ihre einzelnen Curven durch die Transformation unter 
einander vertauscht werden. 

So z. B. wird jede Gerade der Schar von Parallelgeraden 

y — xx = Const. 

bei einer Translation (Verschiebung) der Ebene wieder in eine Gerade 
dieser Schar übergeführt. Die Schar bleibt also bei einer Translation 
der Ebene invariant, sie gestattet dieselbe. Im allgemeinen wird diese 
Translation jede Gerade der Schar in eine andere Gerade derselben 
verwandeln; wenn jedoch die Richtung der Translation mit der Rich- 
tung der Geraden zusammenfällt, so wird jede einzelne Gerade in sich 
verschoben, bleibt also auch für sich invariant. 

Ferner sieht man z. B., dass die Schar der oo! Kreise mit 
gleichem Radius r, deren Mittelpunkte auf der x-Axe liegen: 

G= += 
(mit dem Parameter c) bei der Translation längs der x-Axe 
vy =gs+t, y =y 
invariant bleibt. Diese Translation führt nämlich den Kreis mit 
Mittelpunktsabscisse ¢ in den Kreis mit Mittelpunktsabscisse c + £ 
über, was geometrisch selbstverständlich erscheint, aber sich auch 
analytisch ergiebt, da durch Einführung von x, und y, in die Kreis- 
gleichung diese übergeht in 
(2 zeit t)” T Y? er: r, 

also in die Gleichung des Kreises der Schar, dessen Mittelpunkt die 
Abscisse c + t hat. Jeder Punkt des ersteren Kreises (c) wird um 
die Strecke ¢ längs der x-Axe verschoben, sodass er in einen Punkt 
des Kreises (c + £) übergeht. Und das gilt von allen Kreisen (c) 
der Schar. 


Wir wollen nun eine kurze Bemerkung aus der analytischen 
Geometrie einschalten, welche wir nachher gebrauchen. Wenn zwei 
Gleichungen 

A(x, y) = Const., B(x, y) = Const. 
dieselbe Schar von oo! Curven darstellen sollen, so muss eine jede 
Curve der ersten Schar A(x, y) = a mit einer gewissen Curve 
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B(x, y)=b der zweiten Schar identisch sein. Zwischen den Con- 
stanten a und b besteht also die Beziehung, dass zu jedem a ein 
bestimmtes b gehört, d. h. b ist eine Function von a: 
b = Q (a). 
Liegt nun ein beliebiger Punkt (x, y) der Ebene etwa auf der Curve 
A(z, y) = a, 


so liegt er selbstverständlich gleichzeitig auf der Curve B(x, y) = &(a,) 
und daher besteht identisch die Gleichung: 
A B(a, p= Q(A(z, y)), 
in Worten: 
Zwei Gleichungen 


A(x, y) = Const., B(x, y) = Const. 


stellen dieselbe Schar von œ Curven dar dann und nur dann, wenn B 
eine Function von A allein ist: 


B(x, y) = Q (4 (x, y)). 


Von diesem Hülfssatz aus der analytischen Geometrie werden wir 
sogleich Gebrauch machen. 
Es sei nämlich 
olx, y) = Const. 
eine Schar von oo! Curven. Wir fragen nach einem analytischen Kri- 
terium dafür, dass dieselbe die Transformation 


(1) dA g(x, y), WE p(z, y) 
gestattet. 

Jede Curve œ(x, y) = Const. soll durch die Transformation (1) 
wieder in eine solche Curve übergehen. Um dies auszudrücken, haben 
wir zunächst die Gleichung der Curve aufzustellen, in welche eine 
Curve œ(x, y) = Const. durch die Transformation (1) übergeführt wird, 
und dazu bedarf es der Auflösung der Gleichungen (1) nach z, y. Ist: 


(2) = D(t,y), Y = Pla, y) 
diese Auflösung, so lautet die Gleichang der Curve, in welche 
w(x, y) = Const. transformiert wird: 

o (D(z, Y1), PR, yı)) = Const., 
allerdings geschrieben in den Coordinaten x,, Y%,. Diese Gleichung 
soll also wieder die gegebene Curvenschar vorstellen, die wir, wenn 
wir auch darin die Coordinaten mit &,, y, bezeichnen, so schreiben 
können: z 

© (£, Y) = Const. 
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Nach unserem vorausgeschickten Hülfssatze besteht daher eine Rela- 
tion von der Form 


(Pla, h) Ea, y) =W lolt, Yyı)) 


oder also es muss 
o (z, y) = W(o(z, Y,)) 
sein vermöge (2) oder, was dasselbe ist, vermöge (1). 

Dies notwendige und hinreichende Kriterium lässt sich auch durch 
Auflösung nach »(z,,y,) so aussprechen: Es muss vermöge der Trans- 
formation (1) @(z,,%,) eine Function von @(z,y) allein sein: 

o(s, Yı) = Q(o(x, y)). 
Dass dies Kriterium auch hinreicht, ist augenscheinlich, denn vermöge 
der Transformation geht hiernach die Curve w(x, y) =c in die Curve 
a(x, Yı) = Q (c) über, welche ebenfalls der Schar angehört. 
Satz 1: Die Schar von oo! Curven 
w(x, y) = Const. 
gestattet dann und nur dann die Transformation 


xı = (2,4), Yı = Y(T, Y), 
wenn vermöge dieser Transformation w(2£,, y,) eine Function von o(x, y) 
allein ist: 
(2, Y9) = Qo (x, y)). 
Beispiel: Die oben betrachtete Schar von oo! Kreisen mit gleichem 
Radius r: 
(z — ty =r 
gestattet, wie wir sahen, die Translation 
v =s+ t, y =y. 
Um dies durch unseren Satz zu verificieren, müssen wir die Gleichung 
der Kreisschar erst nach ihrem Parameter c auflösen: 
vo=r—-Vr y =o 
In der That ist nun 
oa n) = n — VP — y =r +t- VP — y= oly) t, 
d. h. eine Function von w(x, y) allein. 


$ 2. Kriterium dafür, dass eine Schar von oo! Curven alle 
Transformationen einer eingliedrigen Gruppe gestattet. 
Nunmehr wollen wir untersuchen, wann eine Schar von oo! Curven x 
o(s, y) = Const. ji 
nicht nur eine, sondern alle Transformationen einer eingliedrigen 


G f 


Gruppe Uf=§ Er +7 öy gestattet. 
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Die Gleichungen einer beliebigen Transformation der Gruppe, die 
jetzt an die Stelle der Gleichungen (1) des vorigen Paragraphen treten, 
lauten nach Theorem 4 (3. Kap., $ 3): 


t va 


@) TAN ar 
|n =y + m a e U a 


Unser Verlangen kommt nach Satz 1 darauf hinaus, dass für jedes t 
(nämlich für jede Transformation der Gruppe Uf) vermöge (3) eine 
Relation bestehen muss von der Form 


(4) (2,9) = Wla (z, y)). 
Die Substitution der Werte (3) in eine beliebige Function ist schon 
in dem citierten Theorem angegeben. Danach ist: 


(5) oui — o t E Uo Faan 


Dies soll nach (4) eine Function von œ(x, y) allein sein und zwar für 
alle Werte von ¿ Es müssen demnach die Coefficienten der verschie- 
denen Potenzen von ¢ einzeln Functionen von øœ(%, y) allein sein, ins- 
besondere der Coefficient von t!. Als eine erste notwendige Bedingung 
ergiebt sich folglich, dass eine Relation bestehen muss von der Form 
(6) Uola, y) =E 3s tn, = Mey) 
und zwar identisch für alle Werte von x und y. Aber diese Be- 
dingung ist auch völlig hinreichend, denn nun ist identisch 

Un = UM) = E 3e +1 gy = ae (E pe +7 as) 

= a Uo = = 2(o), 

also auch eine Function von œ allein, ebenso UU Uw u. s. w. In (5) 
sind also wirklich alle Coefficienten nur Functionen von w(x, y), so- 
bald (6) erfüllt ist. 

Wir haben hier wie in $ 1 immer nur die Forderung gestellt, 
dass jede Curve der Schar w(x, y) = Const. vermöge der betreffenden 
Transformationen wieder in irgend eine Curve der Schar übergehe. 
Es ist nun insbesondere denkbar, dass jede Curve der Schar in sich 
übergeführt wird, also einzeln invariant bleibt. Offenbar ist dies nur 
ein Specialfall des Obigen und das Kriterium (6) bleibt auch dann 
noch richtig. In diesem Falle ist œ(x, y) eine Invariante der ein- 
gliedrigen Gruppe und demgemäss hat dann (6) die speciellere Form 
Uo=0. (Vgl. §§ 1, 2 des 4. Kap.) 
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Theorem 7: Die Schar von oo! Curven 
w(x, y) = Const. 
gestattet dann und nur dann alle Transformationen der ein- 
gliedrigen Gruppe Uf, wenn Uo eine Function von w allein ist: 
Uo = &(o). 


Insbesondere bleibt jede Curve der Schar einzeln bei allen 
Transformationen der Gruppe invariant, wenn Uo =Q ist*), 


Wir forderten, dass die Curvenschar w(x, y) = Const. alle Trans- 
formationen der von Uf erzeugten eingliedrigen Gruppe gestatte. Wir 
wollen jetzt einmal nur verlangen, dass die Schar die infinitesimale 


Transformation Uf der Gruppe gestatte. Dieselbe führt alle Punkteeiner infini- 


einer Curve 
o(s, y) =c 
in ihnen unendlich benachbarte Punkte 
xı =a + st, y =y + yt 
über, und diese sollen wieder auf einer solchen Curve liegen. Es soll 
also der Ausdruck: 


(2, y) = o(@ + Ẹðt, y + nòt) 


oder, wenn man von unendlich kleinen Grössen 2. Ordnung absieht: 
0 e 
oa y) + (835 + ne) ot 


eine Function von œ(x, y) allein sein. Daraus folgt, dass eine Rela- 
tion von der Form 


Uv =$. +09. = Ra) 
bestehen muss. 

Satz 2: Die Schar von oo Curven œ(x, y) = Const. gestattet die 
infinitesimale Transformation Uf, sobald Uœ eine Function von œ 
allein ist: 

Uv = Q(o). 

Die Übereinstimmung dieses Kriteriums mit dem im Theorem 7 
aufgestellten lehrt ferner: 

Satz 3: Gestattet eine Schar von oo! Curven der Ebene eine infini- 
tesimale Transformation, so gestattet sie auch alle Transformationen der 
von dieser infinitesimalen Transformation erzeugten eingliedrigen Gruppe. 


*) Lie, Gesell. d. W. zu Christiania 1874. 
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§ 3. Beispiele. 
Wir erläutern das Vorhergehende an einigen einfachen Beispielen. 
1. Beispiel: Die Schar von oo! Parallelgeraden 
olz, y) =y — xz = Const. 
gestattet alle Translationen der Ebene, wie schon in § 1 bemerkt 
wurde. Insbesondere gestattet sie auch alle Translationen der ein- 
gliedrigen Gruppe 
xı =z +4 at, y =y + bt, 
in der a und b gegebene Zahlen bedeuten und ¢ der Parameter der 
Gruppe ist. Wir wollen dies mit Hülfe unseres Theorems verificieren: 
Die identische Transformation der Gruppe ergiebt sich für = 0, die 
infinitesimale also für t= ôt. Es kommt für dieselbe ðs = aöt, 
ôy = böt, sodass das Symbol der infinitesimalen Transformation der 
Gruppe lautet: 
Uf =at po 2t 
0% d 
Für die Geradenschar 
o = y — xx = Const. 
ist nun 


Uo =a 4—12 pe ax + b. 


Uwo ist also bloss eine Constante. Eine Constante ist aber auch als 
Function von œ allein aufzufassen, sodass das Kriterium stimmt. 
2. Beispiel: Wir fanden in $ 1 auch, dass die Schar von oo! 
Kreisen 
v(x, y) = x — Vr? — y? = Const. 


alle Transformationen der eingliedrigen Gruppe der Translationen 
längs der &-Achse: 
n =stt,, y =y 
gestattet. Die infinitesimale Transformation dieser Gruppe hat das 
Symbol ' 
U= Js 
und es ist daher: 
Uo = PE) = 
E 
d. h. in der That eine Function von œ allein, nämlich bloss eine 
Constante. 


3. Beispiel: Die Schar von oo! Geraden 


o = I = Const. 
x 
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durch den Anfangspunkt gestattet, wie schon geometrisch klar ist, 
alle Rotationen um denselben: 


z, = g cos ¢ — y sin £, y, = z sin t+ y cos t 


Um dies analytisch zu beweisen, K wir die infinitesimale Rotation: 
Uf=— u7 zí + 27 


welche die Gruppe jener endlichen Bert erzeugt, und berechnen 
U». Es kommt: 
3 x è z p 
Vu Hilger le, 1. 


Uw ist also wirklich nur eine Function von w. 
4. Beispiel: Die Schar der concentrischen Kreise um den An- 
fangspunkt 
v = x? + y? = Const. 


gestattet offenbar auch die soeben betrachtete eingliedrige Gruppe 
von Rotationen. Um diese geometrisch augenscheinliche Thatsache 
analytisch zu beweisen, haben wir zu bilden: 


uo: AS BEN na = — y- 2x +r- 2y=0. 
Hier tritt der besondere Fall Uw = 0O ein, der aussagt, dass jeder 
Kreis æ? + y* = Const. einzeln bei allen Rotationen der Gruppe in- 
variant bleibt, was ebenfalls geometrisch einleuchtet, weil diese Kreise 
die Bahncurven der Gruppe sind. 

5. Beispiel: Die vorhergehenden Beispiele waren nur Verificationen 
des Theorems 7. Jetzt wollen wir an einem Beispiel zeigen, wie man 
dies Theorem benutzen kann, um alle Scharen von oo! Curven zu 
finden, welche bei einer vorgelegten Gruppe Uf invariant bleiben, und 
zwar unter der Voraussetzung, dass nur die infinitesimale Transfor- 
mation der Gruppe gegeben sei. Wir wählen die eingliedrige Gruppe 
der Rotationen: 


ĉ ð 
ruft, 


Soll die Curvenschar w(x, y) = Const. diese Rotationen gestatten, so 
muss Uw eine Function von ø allein sein: 


= o f 
Uo = — y 3z t 2 g = Ro) 
Entweder ist &==0, dies liefert natürlich die Bahncurven z°+ y? = Const. 


Oder aber & ist verschieden von Null. Es kann immer erreicht werden, 
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dass dann & = 1 wird. Denn die Curvenschar œw = Const. kann ja 
in jeder Form y(w) = Const. geschrieben werden und es ist: 

Sr dọ dy m; 

Uv(eo)= io lu = Fa Flo). 
Wählt man also die Function Y(®) so, dass 


d 
I = 


wird, so wird Uy(o) = 1. Wir dürfen also annehmen, die Curven- 
schar œ = Const. sei so geschrieben, dass Uw = 1 wird oder: 
2w do 
-In em 7 
Zur Integration dieser Gleichung bemerken wir, dass sie äquivalent 
ist dem simultanen System 


dx d do 


= a 
und dies besitzt ausser x? + y? noch ein Integral, das œ enthält und 
sich leicht berechnen lässt. Es ist ja: 

zdy— yd 

er ie 
oder: 


arc tg z — w = onst. 


Die allgemeinste Curvenschar œ = Const., welche alle Rotationen 
um den Anfangspunkt gestattet, ergiebt sich demnach aus der Gleichung 


F (a + y, arctg £ — o) =) 
durch Auflösung nach w in der Form: 
u(x, y) = arctg y + F(x + y) = Const. 


Hierin ist f eine beliebig annehmbare Function von z? + y?. Ins- 


besondere ergiebt sich für f == a lg Vz? -} y? die Schar von logarith- 
mischen Spiralen: 


arctg £ + alg Ya? + y? = Const. 


Weitere Beispiele zar Behandlung: 
1) Zu beweisen, dass die Schar der oo! Kreise z’ + y? — Const. 
bei allen Transformationen der eingliedrigen Gruppe 
y=#, y =yt 
invariant bleibt. 
2) Zu beweisen, dass dieselbe Kreisschar auch alle Transforma- 
tionen der eingliedrigen Gruppe 
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x, =(xcost—ysnde, y, = (x sin t + ycost)e 
gestattet. 
3) Zu beweisen, dass die soeben angegebene Gruppe auch die 
Schar von oo! logarithmischen Spiralen: 


arcig L 


V®+y—ae * = Const. 
invariant lässt. 

Natürlich soll jedesmal das Theorem 7 angewandt werden. Man 
verificiere aber, wo es nicht evident ist, die Invarianz immer noch 
nachträglich, indem man vermöge der endlichen Gleichungen der be- 
treffenden Gruppen die neuen Veränderlichen &,, y, einführt und sich 
davon überzeugt, dass die neue Gleichung der Curvenschar sich mit 
der ursprünglichen deckt. 


Kapitel 6. 


G&ewöhnliche Differentialgleichungen 1. Ordnung in x, y, welche eine 
eingliedrige Gruppe gestatten. 


In den bisherigen Kapiteln hat sich noch keine Gelegenheit ge- 
zeigt, die Theorie der eingliedrigen Gruppen für die Differential- 
gleichungen zu verwerten. In diesem Kapitel machen wir einen ersten 
Schritt in dieser Richtung. 


§ 1. Zusammenhang zwischen einer infinitesimalen Transformation 
und einem Integrabilitätsfactor. 


Wir betrachteten im vorigen Kapitel eine Schar von oo! Curven, 
welche alle Transformationen einer eingliedrigen Gruppe gestattete. 
Analytisch werden oo! Curven entweder, wie dort geschehen, durch 
eine Gleichung mit einer willkürlichen Constanten 

o (x, y) = Const. 
oder aber als die Integralcurven einer gewöhnlichen Differential- 
gleichung zwischen x und y 
(1) X(x, y)dy — Y(z, y)dz = 0 
definiert. Von jetzt ab wollen wir uns an die letztere Definition 
halten, also annehmen, die endliche Gleichung der Curvenschar sei 
nicht bekannt, sondern nur ihre Differentialgleichung (1) sei vorgelegt. 

Andererseits nehmen wir an, dass wir zufälliger Weise wissen, 
dass die durch (1) dargestellte unbekannte Schar von oo! Curven eine 
gewisse bekannte infinitesimale Transformation i 
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ð 8 
Uf = Ẹ(x, y) ir + (z, y) z 
gestatte. 
Das unbekannte Integral w(x, y) der Differentialgleichung (1) 
erfüllt identisch die lineare partielle Differentialgleichung 


0w do 
(2) X 7 En I =Q. 


(Vgl. § 5 des 1. Kap.) Überdies muss für dasselbe, da die Curven- 
schar œ = Const. die infinitesimale Transformation Uf gestattet, nach 
Theorem 7 (5. Kap, $ 2) Uw eine Function von œ allein sein 
Rn ðo 

(3) Uv =$ jz T'I gy ray). 
Wie bekannt ist mit œ jede Function ® von o allein ebenfalls Integral 
der Differentialgleichung (1), denn es ist ja: 

2» ob d Diw) do 0 
(4) Xp tY = do (x+) =0, 
sobald (2) erfüllt ist. Auch ist U®(w) als Function von ® allein 
darstellbar, denn es ist: 


(5) vo) = 10. Uo 199 . go), 


Wenn hieraus œ vermöge ® = D(w) fortgeschafft wird, stellt sich 
U® als Function von ® allein dar. 

Setzen wir voraus, dass in (3) 2Z(w)==0 sei, d. h. dass nicht 
einzeln jede Integraleurve œ = Const. für sich bei der infinitesimalen 
Transformation Uf invariant bleibe (vgl. Theorem 7), so können wir 
uns offenbar die Function Ø von œ so gewählt denken, dass U 1 
wird. Denn nach (5) haben wir zu diesem Zwecke ® nur so zu be- 
stimmen, dass 


d 
a 


2.20) 1 


"dò 
oag: 
Folglich dürfen wir voraussetzen, für das unbekannte (soeben mit &, 


von jetzt ab mit œ bezeichnete) Integral œ (x, y) sei: 


do do 
ge 


wird, also zu setzen: 


und 
z Lo 0o 
Uv: raa ori | 
€ 


2 3 R .ı 08 G] 
Aus diesen beiden Gleichungen lassen sich ; und EP berechnen: 


do Y Dm a A 
da = Xn Ye! Vy Xy- YE 
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Von der unbekannten Function œ sind also die partiellen Differential- 
quotienten nach œ und y bekannt. Daher ist auch œ selbst nach 
einem Satze aus der Theorie der Differentialgleichungen durch blosse 
Quadratur zu un denn es ist jetzt 
do = 2° TETT i y= r 
notwendig ein en Differential, mit anderen Worten: es ist 
1 
Xn — Y5 

ein Integrabilitätsfactor oder Euler'scher Multiplicator der gewöhnlichen Eulerseber 
Differentialgleichung plicato 

Xdy — Ydz = Q. 

Theorem 8*): Weiss man, dass die Schar der Integralcurven 

einer vorgelegten Differentialgleichung 

Xdy — Ydz = 0 
eine bekannte infinitesimale a Fe 


FEL 


gestattet, welche jedoch nicht jede iaeiei für sich in- 
variant lässt, so ist 
1 
Xn— Yé 
ein Integrabilitätsfactor der Differentialgleichung und diese 
also durch eine Quadratur integrierbar in der Form: 


*Xdu — Ydz 


een Const. 


Dieses wichtige Theorem lehrt also, wie die Kenntnis einer in- 
finitesimalen Transformation, welche die Schar der Integraleurven 
invariant lässt, für das Integrationsproblem verwertbar ist. 

Doch hatten wir ausgeschlossen, dass die infinitesimale Trans- 
formation jede Integraleurve für sich invariant liesse. Dies darf nicht 
überraschen: Man kann nämlich von vornherein jede infinitesimale 
Transformation angeben, welche jede Integralcurve der Differential- 
gleichung 

Xdy — Ydı=0 
einzeln invariant lässt. Denn die Differentialgleichung ordnet. jedem 
Punkte (x, y) die Tangentialrichtung 


*) Dieses merkwürdige Theorem wurde zuerst 1874 veröffentlicht in den 
Verhandlungen der Gesellschaft d. Wiss. zu Christiania: „Zur Theorie des Inte- 
grabilitätsfactors"' von Sophus Lie. 

Lie, Differentialgleichungen, T 


www.rcin.org.pl 


98 Kapitel 6, $ 1. 

dy Y 

da X 
der durch ihn gehenden Integralcurve zu. Soll aber die infinitesimale 
Transformation die Integralcurven einzeln stehen lassen, so muss sie 
jeden Punkt (x, y) längs seiner Integralcurve fortbewegen. Die Rich- 
ef 
7 
Punkte (x, y) zuordnet, muss also gleich der Tangentialrichtung 


2 
tung E? welche die infinitesimale Transformation p£ +n dem 


4 sein. Es ist also: 

= el X, n = o(s, y) Y 
zu setzen. Umgekehrt lässt jede infinitesimale Transformation, deren 
È und n solche Werte haben, die also das Symbol 


em y) (X SE SH 


hat — und zwar bei beliebiger Wahl der Function ọ(x,y) —, eine 
jede Integralcurve œ(x, y) = Const. der Differentialgleichung 


Xdy — Ydı = 0 
invariant. Diese begrifflich einleuchtende Umkehrung erhellt auch 
analytisch: Es ist ja 
a ne] 
0x oy 
und daher auch 
0 o 
omy) (x+ Y 5e) =0, 


d. h. diese infinitesimale Transformation giebt auf œ ausgeführt Null, 
was aber nach dem früheren Theorem 7 aussagt, dass jede Curve 
œw — Const. einzeln die infinitesimale Transformation gestattet. 

Da wir also von vornherein alle infinitesimalen Transformationen 
kennen, welche jede Integraleurve der Differentialgleichung 


Xdy — Ydz = 0 


in sich transformieren, so kann auch nicht überraschen, dass eine 
solche infinitesimale Transformation, die nichts neues aussagt, auch 
nichts für die Integration der Differentialgleichung nützen kann. 
Sonst wäre ja jede beliebige Differentialgleichung Xdy — Ydz = 0 
durch unsere Methode integrabel. 


Triviale i a anten - 

a: Eine derartige infinitesimale Transformation 
mation einer 5 5 f Fi 
Differential- s .„ de ré 
gleichbung. olz, y) (X Jg + Y pr 


nennen wir daher eine für die vorgelegte Differentialgleichung 
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Xdy — Ydz = 0 

oder 
of of = 
AE G „= 


triviale. 


Um einen anderen Ausdruck unseres Theorems zu finden, machen 
wir auf Folgendes aufmerksam. 

Zunächst gilt der Satz: 

Satz 1: Führt man in eine Differentialgleichung 


und in ihr Integral o(x, y) gleichzeitig neue Veränderliche xı, y, ein 
vermöge einer Transformation: 

= pa, y), Yı = Y(z, y), 
so hat die neue Differentialgleichung wieder die transformierte Function 
© zum Integral. 

Führt man nämlich in das Integral ø (x, y) die neuen Veränder- 
lichen z,, y, ein, so geht es etwa in w(x,,9,) über. Dann ist ver- 
möge der Substitution 

do _ ðw dm, , ĉo öy, 
z 00x | On da’ 
2o _ 08 ôm | da ôy, 
ðy dm ôy Toy dy 
Da ø die Identität erfüllt 
co 0 o 
weil es nämlich Integral der Differentialgleichung Xdy — Ydx = 0 
ist, so ist folglich 
08 öx, öö 2y,\ (do 02, dù Oy = 
xh PLET tr te 3) Q 


oder geordnet: 


Kur y + (X B+r) 


Wenn man in den Klammern überall &,, y, einführt, so stellt also 
die Gleichung 


(X Sa +Y a) dy, — (X $H + Y 2H) dz, = 0 


4 


diejenige gew. Differentialgleichung dar, deren Integral ©(x,, y,) ist. 
ee 
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Andererseits folgt, da 
da, = 22 da + © S dy, 


2 i Yi 
dy, Ta on dx SF ðy dy, 
also: 
1 /?y, x 
de= % = da, — 5 dyı), 
— 1 /oy, EF 
dy = =} (2 de, — Fa dn) 
ist, wo 


sein soll, dass die Differentialgleichung Xdy — Ydx = 0 durch Ein- 
führung der neuen Veränderlichen übergeht in 

I 1x0, 5 zan) i y% da, — 4y,)} = 
und dies ist bis auf den Factor — , der N, werden kann, die 
soeben schon erhaltene Ditferentiatgleichung, deren Integral © (x, , y,) ist. 

Damit aber ist der Satz 1 bewiesen. 

Noch kürzer ist dieser Beweis: Ist o(x,y) ein Integral der 
Gleichung 
so existiert eine Function M(x,y) (ein Euler’scher Multiplicator), 
sodass 

do(z, y) = M(X(z, y)dy — Y(x, y)dx) 
ist für alle Werte von ©, y und =. Erhalten nun œ, M und 
Xdy — Ydx durch Einführung der neuen Veränderlichen: 
HU pe, y), g= vr, y) 
die Formen: 
o(x, y) = 02,4), May) = M (2, v), 
X(x, y)dy — Ya, y)dz = X (z, y)dy, — Y(z,, yı)daz, 
so bestehen diese drei letzten Gleichungen identisch vermöge unserer 
Transformation. Aus der Identität 
do(s, y) = M(a, y) .(X(a, y)dy — Y(x, y)da) 
folgt daher die andere Identität: 
da (2, n) = Mr) - (Ka, y)dy — Ya, yda), 
und diese sagt aus, dass das transformierte Integral »(z,,y,) ein 
Integral der transformierten Differentialgleichung 
Xay, — Yds, = 0 


ist, wie behauptet wurde. 
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Zugleich ergiebt sich hieraus ohne weiteres der 
Satz 2: Eine vorgelegte Differentialgleichung: 


bewahrt bei Einführung neuer Veränderlicher: 


t = p(s, y), Yı = vn y) 
dann und nur dann bis auf einen unwesentlichen Factor ihre Form, 
wenn jedes Integral œ(x, y) derselben in den neuen Veränderlichen £i, Yı 
eine solche Form w(x,, y,) annimmt, dass (x, y) eine Function von 
w(x, y) allein ist, anders ausgesprochen, wenn ®@(x,y) ein Integral der 
ursprünglichen Differentialgleichung darstellt. 


Sagen wir, dass eine Differentialgleichung 'aleichung, 
X(x, y)dy — Yla, yde = 0 Meansfor: 


mation 


eine Transformation gestattet, sobald sie bei Ausführung derselben bis gestattet. 
auf einen unwesentlichen Factor ihre Form bewahrt, also etwa über- 
geht in 
E(t V) A, y)dy — Ya, yde) = 0, 
so können wir Satz 2 auch so aussprechen: 
Satz 3: Eine Differentialgleichung 
Xdy— Ydx = 0 
gestattet eine Transformation dann und nur dann, wenn die Schar ihrer 
Integraleurven diese Transformation zulässt, anders ausgesprochen, wenn 
jede Integralcurve bei der Transformation in eine Integralcurve übergeht. 


Kehren wir nach diesen notwendigen Auseinandersetzungen zu 
unserem Theorem 8 zurück. 

Es war damals nùr die Rede davon, dass die Schar der Integral- 
curven eine infinitesimale Transformation Uf gestatte. Aber nach 
Satz 3 des § 2, 5. Kap., gestattet sie dann auch alle endlichen Trans- 
formationen der von Uf erzeugten eingliedrigen Gruppe. Dann ge- 
stattet aber auch nach dem jetzigen Satz 3 die Differentialgleichung 
Xdy— Ydx=0 alle Transformationen der eingliedrigen Gruppe oder, 
sagen wir kurz, die eingliedrige Gruppe selbst. 

Daher können wir jetzt unser Theorem 8 kürzer so aussprechen: 

Satz 4: Wenn eine vorgelegte Differentialgleichung 

Xdy — Ydz = 0 
eine vorgelegte eingliedrige Gruppe Uf = £ Sr +n A gestattet, so ist 
1 
2m Y 
ein Integrabilitätsfactor der Differentialgleichung, sobald Xy — YE==0 ist. 
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Anders ausgesprochen, es ist dann 
Xdy— Ydx 
Xn— Y$ 
ein vollständiges Differential und demnach 
"Xay-— Ydo 
An— Y5 
ein Integral der Differentialgleichung*). 
Im Falle Xn — YE=0 wäre Uf eine triviale Transformation 
der Differentialgleichung. 
Am bequemsten merkt man sich das Integral in Determinantenform: 


dæ dy 

A Y 

S 
| Se] 


$ 2. Kriterium dafür, dass eine gewöhnliche Differentialgleichung 
l. Ordnung in x, y eine eingliedrige Gruppe Uf gestattet. 


Nun fragt es sich, wie wir praktisch entscheiden werden, ob eine 
vorgelegte Differentialgleichung Xdy — Ydx == eine vorgelegte eingliedrige 
Gruppe Uf gestattet. Unser im vorigen Kapitel gegebenes Kriterium 
setzte ja die Kenntnis der Integraleurven voraus. Es liegt aber in 
der Natur der Sache, dass es möglich sein muss, ein Kriterium an- 
zugeben, welches sich auf die Kenntnis der Differentialgleichung und 
der infinitesimalen Transformation der eingliedrigen Gruppe allein stützt. 

Diese Behauptung wollen wir dadurch erhärten, dass wir ein 
solches Kriterium wirklich ableiten, Dazu bedarf es einiger Vor- 
bereitungen. 


Wir betrachten zwei in z. 


und 3. lineare und homogene Aus- 
drücke von der Form: i 

Pr of : ef 

Uf = (x, y) ra 16 4) dy 
und 


4 0 y of 
Af=Xle, Deh + Ya, D 


Es sollen also Uf und Af nur abkürzende Bezeichnungen für die 
beiden rechts stehenden Differentialausdrücke sein. 
Alsdann hat der Ausdruck 


UAF) — A (UF) 


*) Lie, Gesell. d. W. zu Christiania, 1874. 
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einen ganz bestimmten Sinn, denn U(Af) bedeutet, es soll in Uf 
an Stelle von f der Ausdruck Af gesetzt werden, während umgekehrt 
zur Bildung von A(Uf) in Af das allgemeine Functionenzeichen f 
durch Uf zu ersetzen ist*). Demnach kommt 


Van AU ER rE) + RE) - 
X (E +n f) 2 (4,2) 


Führt man die hierin angedeuteten Differentiationen aus, so findet 
man, dass alle zweiten partiellen Differentialquotienten der allgemeinen 
onen f KH gerade wegheben; so liefert z. B. die erste Klammer 


ein Glied EX“ Pi i 


gegengesetztem Vorzeichen, hervorgeht. Es ergiebt sich also die be- 
merkenswerte Thatsache, dass der Ausdruck 


das auch aus der dritten Klammer, aber mit ent- 


ı öx X ð f 

Uf) — AUN = (E E tn, xii 75) + 
ey e} „Ön On\ of 
He Tr) 


auch, wie Uf und Af selbst, nur die ersten partiellen Differential- 
quotienten A 7 linear und homogen enthält. Kürzer lässt sich die 


Formel schreiben, wenn man bedenkt, dass 


iy eX X far Y 

UX S7 eia ii A E ul : 65 Xhani, 
er m 0E a] on 

4b = X ga try 4n = Xa t Yy 


ist. Es kommt danach 


6) UAF) — AU =(UX — 45) +(UY— An) E 


Diese wichtige Formel, die von Jacobi für n Veränderliche auf- 
gestellt worden ist, liefert nun leicht das gewünschte Kriterium dafür, 
dass die Differentialgleichung 


Xdy — Ydz = 0 
die eingliedrige Gruppe Uf gestattet. 


Die Differentialgleichung Xdy — Ydx—= 0 ist nämlich der linearen 
partiellen Differentialgleichung 


*) Im allgemeinen schreiben wir Uf und nicht U(f). Nur wenn für f ein 
längerer Ausdruck steht, wie oben, setzen wir, um Zweideutigkeiten und Irrtümer 
zu vermeiden, die Klammer. 
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öf no 8 
X, +! En 0 
äquivalent, deren linke Seite eben der oben mit Af bezeichnete Aus- 


druck ist, sodass diese lineare partielle Differentialgleichung auch 
kürzer so geschrieben werden kann: 


Af=V, 
Jedes Integral o(x,y) der Differentialgleichung 
Xdy — Ydz = 0 
erfüllt diese lineare partielle Differentialgleichung identisch, d. h. es 
besteht für dasselbe die Identität: 


wer do __ 
An—= 7,4 Y gy =O 
Damit die Curvenschar &(x, y) = Const. die eingliedrige Gruppe Uf 


gestatte, ist nach unserem Theorem 7 (§ 2 des 5. Kap.) notwendig 
und hinreichend, dass Uœ eine Function von œ allein sei: 


Uv = 2(o). 
U(4o)= U(0) = 
A(Uu) = A(2(0)) =$. Ao =0. 


Nun ist: 


Die oben abgeleitete Formel (6) giebt daher, sobald f = w gesetzt wird: 
ð 0 
0=(UX—45) 3; (Ur — An) = 
Es ist aber Aw = 0 oder ausführlich geschrieben: 
— x 0a 0% 
et r 
Die beiden letzten Identitäten ziehen nach sich, dass notwendig die 


Proportion besteht : 
UX A e E An 


(1) -= o 
Bezeichnen wir dies Verhältnis mit 4 (x, y), so ergiebt sich also: 
UX — A4 =14X, UY — An=ıY 
und daher ist auch bei beliebig gewähltem f: 


Ox a ı UY Anf =a a Y$.) 


dx 
oder mit Benutzung der Formel (6): 


(8) UAN = AUNE Ar 


Wenn nun umgekehrt bei beliebigem f eine solche Identität be- 
steht, also U(Af) — A(Uf) sich nur um einen Factor A(z, y) von 
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Af unterscheidet, so ergiebt dieselbe, wenn œ ein Integral der Dif- 
ferentialgleichung Xdy — Yds = 0, also Ao = 0 und demnach auch 
U(Ao)= 0 ist, sobald f= w gesetzt wird: 


AUo)=0 
oder ausführlich geschrieben 
„ôU vô U 
X tI ET =(, 


d. h. Uw ist ein Integral unserer Differentialgleichung, also eine 
Function des Integrals œ derselben: 


Uo = Q (o) 
und mithin gestattet die Schar der Integralcurven & = Const. nach 
Theorem 7 (§ 2, 5. Kap.) die eingliedrige Gruppe Uf. 
Hiermit ist bewiesen: 
Theorem 9: Die gewöhnliche Differentialgleichung 


Xdy — Yd = 0 
gestattet dann und nur dann die eingliedrige Gruppe Uf, wenn 
Uf und der Ausdruck 
e af 

Af=X re: Yzy 
für alle Werte von x, y und für alle Functionen f(x, y) identisch 
cine Relation von der Form erfüllen: 

DAN) — AUF) = 4- Af, 


in der A eine Function von x und y allein bedeutet*). 


Dass dies Kriterium notwendig ist, hätten wir auch so in ele- 
mentarerer Weise einsehen können. Nach unserer in § 1 eingeführten 
Terminologie gestattet die Differentialgleichung 


Xdy — Ydz = 0 
alle Transformationen 


g=stH tit. y=ytint 


der eingliedrigen Gruppe Uf, sobald für jedes ¢ identisch eine Relation 
besteht von der Form: 


NT E T V E 
— Yetti +n yt tat dettt) 
= ọ (X(x, y)dy — Y(x, y)dz). 


Durch Entwickelung nach den Potenzen von ¿£ kommt: 


aa Lie, Gesell. d. W. zu Christiania, 1874. 
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X(x, y)dy — Y(x, y)da + 
+ t [Xdn— Yag + (+ F x n)ay— (6X 
= o(Xdy — Yda). 
Der Coefficient von !! giebt also insbesondere 
‚en „0E eX X 
(X öy y -ri öz $ + öy n) dy > 
0) ö 
(Rat YgE+ get 5 n) de = 
= o(Xdy — Yda) 


aa) + 


oder, da diese Relation in zwei einzelne zerfällt und aus denselben o 
zu eliminieren ist: 


on a dE 
Zu to ox -A 1+Y3 ad 
X = Y > 
Wir haben hierin davon Er gemacht, dass 
b 0X í ox j ðY r 
g atas S= UX, bgs tagy UI 
ist. Indem wir nun beiderseits Aa + A subtrahieren, nimmt unser 
Kriterium die Form an 
08 08 “on 
rn Ba Yau+ Ur 
X = ey 
oder, da 
= DL on kn _ rg 
ist: 
—AE+UX —An+UY 
X ren 


Dies ist wieder die frühere Formel (7). Also sind wir auch auf dem 
jetzigen Wege zu dem im Theorem 9 angegebenen Kriterium gelangt; 
freilich lehrt unser jetziges Verfahren nur, dass es notwendig, nicht 
aber, wie das frühere, dass es auch hinreichend ist. 

Jedenfalls lassen es die letzten Entwickelungen, in denen wir die 
Transformationen der Gruppe direct auf die Differentialgleichung aus- 
übten, dann aber nur die Glieder niederster Ordnung berücksichtigten, 
naturgemäss erscheinen, zu sagen, dass die Differentialgleichung 


Xdy — Ydz = 0 die infinitesimale Transformation Uf = § ni +n 2 4 
gestattet, wenn die Relation (7) oder, was ja dasselbe ist, eine Rela- 


tion von der Form 
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U(Af) — A(Uf) =1- Af 
besteht, wo Af = X z +Y a ist, 
Wir können danach unser Theorem 9 kürzer so aussprechen: ' 
Satz 5: Die Differentialgleichung 


Xdy — Yaz = 0 


gestattet alle Transformationen der eingliedrigen Gruppe Uf dann und 
nur dann, wenn sie die infinitesimale Transformation Uf zulässt. 


8 3. Beispiele. 


Es wird an der Zeit sein, diese Theorien durch Beispiele und 
zwar zunächst durch möglichst einfache Beispiele zu erläutern. 


1. Beispiel. In einem früheren Beispiele (vgl. S$ 1 und 3 des 
5. Kap.) fanden wir, dass die Schar der oo! Parallelgeraden 


y — xx = Const. 
die eingliedrige Gruppe von Translationen: 
zı =z +at, y =y +bt 


gestattet, wo a und b bestimmte Constanten bedeuten und ¢ der Para- 
meter der Gruppe ist. Das Symbol der infinitesimalen Transformation 
dieser Gruppe ist: 


ed öf 
Uf = a Ja + b dy y 
während die Geradenschar die Differentialgleichung 
dy — xd = 0 


hat. Wir haben hier also zu setzen: 


Prüfen wir, ob eine Relation 
U(Af)— A(Uf) = AAf 
auch wirklich besteht. Offenbar ist hier in der That im besonderen 
U(Af)— A(Uf)=0. 


2. Beispiel, das wir ebenfalls früher ($$ 1 und 3 des 5. Kap.) 
betrachteten: Die Schar der oo! Kreise mit gleichem Radius r, deren 
Mittelpunkte auf der Abseissenaxe liegen: 


@-ar+y—r—0 
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gestattet alle Translationen längs der x-Axe, d.h. die eingliedrige Gruppe 
ir. Es ist hier also 
BB 
Uf = 3 


Um die Differentialgleichung erster Ordnung aufzustellen, der die Kreis- 
schar genügt, suchen wir zunächst das oben mit œ bezeichnete Integral 
durch Auflösung der Gleichung 

@—-a? +y — =0 
nach a. Es kommt 

Ba Vas r 


und also 
do do __ y 


Orea O un. 


Daher genügt œ der linearen partiellen Differentialgleichung 
Afz=y A yay y? 5 = 0, 


und die gew. Differentialgleichung, deren a œ ist, lautet 


ydy + V —yda=0. 
Es ist, wie sich durch Ausführung ergiebt: 
U(Af) — AUf)=0, 
d. h. das Kriterium stimmt. 
Unbequem ist hier das Auflösen der Gleichung der Kreisschar 
nach a. Wir hätten allerdings auch ohne Auflösen die Differential- 
gleichung finden können, deren Integraleurven diese Kreise sind. 


Denn aus 
Bay rl 
folgt durch Differentiation . 
z—a+ yy =0 
oder x — a = — yy, sodass 


Py? tH — re 
die gesuchte Differentialgleichung ist. Aber um Af zu bilden, müssen 
wir diese Gleichung in der Form Xdy — Ydx == 0 schreiben, also 
doch nach y auflösen, wodurch eben die obige Form 
ydy + Vr? — y} dz =0 
hervorgeht. Wir werden späterhin ein Kriterium dafür, dass eine ge- 
wöhnliche Differentialgleichung 


F(z, Y, y) =0 
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eine eingliedrige Gruppe gestatte, kennen lernen, das sich direct an- 
wenden lässt, ohne dass man erst nötig hat, nach y aufzulösen. 
3. Beispiel: Die Schar der Geraden vom Anfangspunkt aus: 


= = Const. 
gestattet die eingliedrige Gruppe der Rotationen 
xı = v cos é — y sin Ë, y, = x sin £ + y cos t 
oder also die eingliedrige Gruppe: 
Uf=— y a +% i £, 
Die Geradenschar genügt der Differentialgleichung: 


zdy — ydx = Q. 
Es ist hier also 


BERN of 


U(Af) — A(Uf)=0, 


sodass auch hier die Verification ausgeführt ist. 


und es kommt 


In allen drei Beispielen hat sich die allgemeine Bedingungsgleichung 
U(Af) — A(Uf) = 1- Af 
U(Af) — A(Uf) =0 
reduciert. Sie ist symmetrisch in Af und Uf. Wir bemerkten schon, dass 


N af 
af=Xx35 +Y 


auf 


die Form des Symbols einer infinitesimalen Transformation bat. Fassen 
wir also Af als eine infinitesimale Transformation auf und betrachten 


wir Uf = $r 4r = = 0 als lineare partielle Differentialgleichung, 
die der gewöhnlichen Differentialgleichung 


dy — ndz = 0 
zugehört, so folgt aus der Symmetrie der Gleichung 
U(f) — A(Uf) = 0, 


dass die letztere Differentialgleichung &dy — ndz = O die infinitesi- 
male Transformation Af gestattet. 

Prüfen wir dies am letzten Beispiel. Hier ist die neue Differen- 
tialgleichung Uf = 0 diese: 
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und die zugehörige gewöhnliche Differentialgleichung: 
ydy + xdx =Q. 

Ihre Integralcurven sind die concentrischen Kreise 
A -+ 72 = Üonst. 


Andererseits ist Ama L v2 —— das Symbol der infinitesimalen 


Transformation der a ER von Ähnlichkeitstransfor- 
mationen: 

x = zt, y= yi 
In der That führt jede solche Ähnlichkeitstransformation jeden Kreis 
der Schar 

x + y? = Const. 
wieder in einen Kreis dieser Schar über, wie wir wissen (vgl. § 3, 5. Kap.). 

Die Relation 
U(Af)— A(Uf)=0 

lässt also zweierlei geometrische Deutungen zu. Wir wollen dies in 
einem Satze aussprechen und dabei, weil Af und Uf ganz symmetrisch 
auftreten, auch die Bezeichnung gleichartig wählen: 


Deutung en Satz 6: Ist m ör ar 
elation 
Wu. Uf= $ : tray: OIS b gg t y, 


und ist identisch 
U, (Uf) =: U,(U,f) = 

so gestattet einerseits die Differentialgleichung 

dy — da = 0 
die eingliedrige Gruppe U,f, andererseits die E F EO 

edy — mda = 0 
die eingliedrige Gruppe Uf. 

Wir werden später eine neue schöne Deutung dieser wichtigen 

Relation 


U, (Uf) — V(U, f) = 0 
geben. — 


Nun sei noch zu unseren Sätzen ein Beispiel angeführt, in welchem 


U(Af) — A(Uf) nicht identisch verschwindet: 
4. Beispiel: Die Schar der oo! Parallelgeraden 
xz — y = Const. 
gestattet jede Abnlichkeitstransformation : 


v =t, y = yt, 
denn diese führt eine Gerade 
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z —y =c 
der Schar in eine andere 
aa — y te 


derselben über. Die Differentialgleichung der Geradenschar lautet 


dy — dx = 0 
und es ist also 


n öf ra 
ii r a 
während jene Ähnlichkeitstransformationen die der eingliedrigen Gruppe: 


ð o 
orap y 4 


dy 
sind. Hier ist nun 
NTP $- B ef ef 
VA) — A(Uf) = — Ja Iy Afs 
d. h. es besteht in That eine Relation von der Form 
pa U(Af) — A(Uf) = 14- Af, 
oa 


: a I 1 ist. 
indem m 3 1 ist 

Noch She geometrische Beispiele mögen hier Platz finden. 

5. Belgpie Man sucht die Curven, deren Tangenten, gemessen 
vom Berühfungspunkt bis zum Schnittpunkt mit der &-Axe, die con- 
stante Lältge@a haben (die sogen. Tractricen). Offenbar wird jede 
solche CuffeSlurch eine Translation längs der x-Axe in eine eben- 
solche übe führt. Die Schar der Curven gestattet also die infini- 


tesimale Fräslation sE, ihre Differentialgleichung ist also durch 
Quadra tE imegrierbar. In der That, diese lautet 
“oo 
© k y* ar s3 = 
oder: 
Væ — y dy — yde = 0. 

Sie gestattet i und hat den Multiplicator — 

6. Beispiel: Man sucht die orthogonalen Trajectorien der oo! 


Kreise, welche die z- und die y-Axe berühren. Diese Kreise werden 
durch die infinitesimale Ahnlichkeitstransformation 


ne mel ef 
U * dx TI gy 


untereinander vertauscht. Da diese Transformation sich senkrecht 
schneidende Curven in ebensolche ‚überführt, so erhellt, dass diese 
Ähnlichkeitstransformation auch die Schar der gesuchten orthogonalen 
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Trajecetorien invariant lässt und die Differentialgleichung derselben 
einen bekannten Multiplicator hat. Es ist 
£? — 2a? 2ay + @ =0 

die Gleichung der Kreisschar. Die Differentialgleichung dieser Schar 
von Kreisen ergiebt sich durch Differentiation: 

z —a+ yy —ay =0 
und Elimination von a in der Form: 

aty eth T A T =o 


oder: 


Hieraus ergiebt sich die Differentialgleichung der orthogonalen Tra- 


jectorien, wenn y durch — + ersetzt wird, also hat sie die Form 
zy — — 
EF =z +y +V22y 

oder 


(y + V2zy) y — £ — V2zy = 0. 


Sie gestattet, wie wir wissen, Uf = x 2 +y 4 und besitzt dem- 
nach das Integral 
. dx dy | 
y+Y2ay æ+ V2ay 
y+V2ay z+V2ay | 
| ”%® y | 


i > a(¥) 
= — ig (x — y) Ja £ 1) (: +2+Yr 8) 


& 4. Neuer Beweis und Umkehrung des Theorems 8. 


= 


Neuer Bo- Unser unabhängig von Theorem 8 (§ 1 dieses Kapitels) abgeleitetes 
Theorems8. Theorem 9 (in $ 2) giebt einen neuen Beweis für das erstere. Wir 
fanden nämlich, dass die Differentialgleichung 


Xdy — Ydz =Q 
die eingliedrige Gruppe Uf = £ +y 2 dann und nur dann ge- 
stattet, wenn die mit (7) bezeichnete Relation (in $ 2): 
UX— A$ UY-An 
Ku 


(1) 
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oder, ausführlich geschrieben, die "uga 


3X 3X ôt J ƏY yn _ ya 
o A Ft ak omo ATIN 

X TN 
erfüllt ist. Diese Bedingung kann aber in der Form geschrieben werden: 
(10) re 


III a Ia 
Wir erinnern nun daran, wie man in der Theorie der Differential- 
gleichungen einen Integrabilitätsfactor M der Gleichung 
Xdy — Ydz = 0 
definieren kann. Es soll ja M(Xdy — Yds) ein vollständiges Differential 
sein und dazu ist, wie bekannt, notwendig und hinreichend, dass 
(11) aux m ne ion 
ist, denn MX und — M Y sind Z partiellen Differentialquotienten 
eines Integrals nach y und x. 
Vergleichen wir (10) mit (11), so erhellt, dass 
1 
ein Integrabilitätsfactor ist, und dies war die in Theorem 8 aufgestellte 
Behauptung. 


Diese Folgerung lässt sich auch umkehren: Ist M irgend ein Umkehrung 
Multiplicator unserer Differentialgleichung Theorems 


Xdy — Ydz = 0 


und bestimmt man & und y in irgend welcher Weise so, dass wie in 


(12) der Bruch 
1 


Xa- Y; 
gerade gleich M wird, so folgt aus (11) rückwärts (10), (9), (8) 
und (7), d. h. die a Nm — Ydx = Q0 gestattet 


die eingliedrige Gruppe Uf = § ir +n Ss - Daher kommt: 


Satz 7: Ist M ein Integrabilitätsfactor der Differentialgleichung 
Xdy— Ydz = 0, 
so gestattet diese Gleichung die eingliedrige Gruppe 


Uf=6 3L tige, 


sobald nur 
1 


Gen“ 


ist. N 
Lie, Differentialgleichungen. 8 
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Durch die Gleichung (12) werden ë und y nicht vollständig be- 
stimmt. Zu einem bekannten Multipliecator M lassen sich also un- 
endlich viele infinitesimale Transformationen (oder eingliedrige Gruppen) 
angeben, welche die Differentialgleichung gestattet, während sich aus 
einer solchen infinitesimalen Transformation nur ein Multiplieator ab- 
leiten lässt. 

Bekanntlich besitzt jede gewöhnliche Differentialgleichung erster 
Ordnung zwischen x und y einen Integrabilitätsfactor (ja sogar un- 
endlich viele), und daher ergiebt sich der Satz: 


Satz 8: Jede gewöhnliche Differentialgleichung erster Ordnung 
zwischen zwei Veränderlichen gestattet unendlich viele infinitesimale Trans- 
formationen oder eingliedrige Gruppen. 

Für Differentialgleichungen höherer Ordnung gilt ein ähnlicher 
Satz nicht. 

Wir werden in den folgenden Kapiteln auf den Zusammenhang 
zwischen infinitesimalen Transformationen und Multiplicatoren einer 
gewöhnlichen Differentialgleichung in x und y zurückkommen und 
insbesondere die Wichtigkeit unserer Theoreme durch viele Beispiele 
illustrieren. 


§ 5. Integration der gewöhnlichen Differentialgleichungen erster 
Ordnung durch Einführung canonischer Veränderlicher. 


Wie wir gesehen haben, lässt sich für eine vorgelegte Differential- 
gleichung 
Xdy — Ydxz = 0 


ein Multiplicator angeben und also ihre Integration durch eine Qua- 
dratur leisten, sobald man eine infinitesimale Transformation Uf kennt, 
welche sie gestattet. Es giebt nun noch eine andere sehr bemerkens- 
werte Methode, durch welche eine bekannte infinitesimale Transfor- 
mation Uf, welche die Differentialgleichung gestattet, zur Integration 
derselben verwertet werden kann, und von dieser wollen wir zum 
Schluss des vorliegenden Kapitels noch kurz sprechen. Doch heben 
wir sogleich hervor, dass diese neue Methode nur dann zum Ziele 
führt, wenn die Bahneurven der von der bekannten infinitesimalen 
Transformation erzeugten Gruppe schon gegeben sind. 

Einführung Das Verfahren besteht darin, dass wir an Stelle von & und y 


sanonischer Br Fe 8 . . . 
Veränder- neue Veränderliche r und y einführen, sodass die bekannte infinitesi- 
icher. p 
A 5 F of A 
male Transformation Uf die canonische Form FT] annimmt. In $ 2 


des 3. Kapitels erkannten wir, dass wenn die Bahncurven 
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w(x, y) = Const. 


der Gruppe Uf bekannt sind, alsdann einfach y = w(x, y) zu setzen 
ist, und dass sich darauf 4, das $ = 


u 4 en =1 


erfüllen muss, durch eine De a lässt. Die Curven- 
schar y = Const. ist hiernach eine von den Scharen, welche die ein- 
gliedrige Gruppe Uf gestattet (nach Theorem 7, § 2 des 5. Kap.), 
und zwar eine beliebige solche Schar, denn wir sahen früher (S. 94 
u. 96) gelegentlich, dass jede invariante Schar, die nicht aus lauter in- 
varianten Curven besteht, eine solche Form ọ (x, y) = Const. erhalten 
kann, dass Up gerade gleich 1 wird. 

Die vorgelegte Differentialgleichung Xdy — Yds = 0 möge nun 
in den neuen Veränderlichen x, ), aufgelöst nach dy, die Form haben: 
Sie gestattet die infinitesimale Transformation Uf, die in den neuen 
Variabeln lautet: E 

êf 

ey 
Wir werden zeigen, dass hieraus folgt, dass ‘5 frei von y ist. Ob- 
gleich dies auch auf andere Weise direct eingesehen werden kann, 
wollen wir diese Behauptung durch Benutzung des Theorems 9 ($ 2) 
zur Einübung desselben beweisen. Wir haben statt des dortigen Af 
und Uf zu benutzen: 


ð 
ar= tgi, ma 
und es kommt: 


uan au E. 


Dies soll die Form 4- Af haben. Das geht aber offenbar nur so an, 
dass A = 0 ist und ei: 
zn 
d. h. die transformierte Differentialgleichung 

dy — (r) dr = 0 
ist ganz frei von Y), und ihre Integration ist durch eine blosse Qua- 
dratur zu leisten: 


Y — [EWar = Const. 
Satz 9: Gestattet die Differentialgleichung 
Xdy — Ydxz = 0 
die eingliedrige Gruppe Uf, und kennt man die Bahncurven der Gruppe, so 
8* 
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kann man durch eine Quadratur solche neue Veränderliche x, y angeben, 
dass die Differentialgleichung dadurch die Form annimmt: 


2-30), 


also durch eine zweite ee integrabel wird. 


Übrigens braucht nicht notwendig die Curvenschar y(x, y) = Const. 
so gewählt zu werden, dass Uy gerade gleich 1 wird. Wenn diese 
invariante Schar Ņ allgemein so genommen wird, dass Uy nur nicht 
gleich Null ist (denn sonst wäre y = Const. die Schar der Bahncurven 
r = Const.), also etwa: 

Uy=y(), 
so ist die in x und Y geschriebene Differentialgleichung, die zunächst 
die Form 
dy — Fr, y)dr = 0 
hat, auch integrierbar. Denn sie gestattet ja 


p mel n ‚af rn Ol 
U= Ur- zi t U9- gy = L0) Sy 
und es ist bei ihr 


sodass sich ergiebt: 


x 0 7 { 
uar- aur) = Er- ros) 
Es soll dies die Form 4- Af haben, d. h. es muss A == O und 


sein. Es ist also 


085 êôlgr 
ôy — dy 
- en enthält demnach kein r und es kommt: 
AO) el) 
oder 


g = ez) . e90), 
Die Differentialgleichung nimmt also die Form an: 
e=% dy — e° ® dy = 0, 
d. h. sie ist separiert und durch eine Quadratur integrierbar. 
Satz 10: Gestattet die Differentialgleichung 
Xdy — Ydz = 0 


eine eingliedrige Gruppe Uf und kennt man die Bahncurven 2(2,y) = Const. 
derselben, so bestimmt man zunächst durch eine Quadratur eine beliebige 
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bei Uf invariante Ourvenschar y(x, y) = Const. Führt man alsdann x 
und y an Stelle von x und y als Veränderliche in die Differential- 
gleichung ein, so erscheint sie unter separierter Form, ist also durch 
Quadratur zu integrieren. 

Man sieht, dass die in diesem Paragraphen entwickelte Inte- 
grationsmethode nicht so viel leistet als die früher in Theorem 8 des 
$ 1 gegebene, denn sie setzt die Kenntnis der Bahncurven der ein- 
gliedrigen Gruppe Uf voraus. Insbesondere ist sie aber immer an- 
wendbar, wenn die endlichen Gleichungen dieser Gruppe Uf bekannt 
sind (vgl. Satz 7 des $ 2, 4. Kap.). 

Diese im Jahre 1869 von Lie entdeckte Integrationsmethode 
dürfte wohl die erste sein, bei welcher Invarianten einer continuier- 
lichen Gruppe in bewusster Weise zur Integration von Differential- 
gleichungen angewandt wurden. Wir werden an einer späteren Stelle 
eine dieser Methode analoge, aber allgemeinere Integrationstheorie 
entwickeln, welche Anwendung auf partielle Differentialgleichungen findet. 

Diese Methode giebt das allgemeinste System von Veränderlichen, 
durch deren Einführung alle Differentialgleichungen, welche Uf ge- 
statten, separiert werden. Unter den unendlich vielen Systemen solcher 
Veränderlicher kann man sodann auch nach demjenigen suchen, welches 
der transformierten Differentialgleichung die einfachste Form erteilt 
und dann wird man im allgemeinen zu eben dem neuen Variabeln- 
paar geführt, durch dessen Benutzung die betreffenden Differential- 
gleichungen in den gebräuchlichen älteren Lehrbüchern integriert zu 
werden pflegen. 


1. Beispiel: Will man die sogen. homogene Differentialgleichung 
l y 
a 
integrieren, so führt man bekanntlich z neben & als neue Veränder- 


liche ein. Dies findet seine Begründung durch unsere Methode. Denn 
bei der vorstehenden Differentialgleichung ist die zugehörige lineare 
partielle Differentialgleichung 


a= E p (2) L 0, 


08 
und die Differentialgleichung gestattet die eingliedrige Gruppe von 
Ahnlichkeitstransformationen: 


ee o f) 
U= +y i, 


denn es ist hier: 
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0 0 0 o 
van-aun)=- E + etro) 


und dies ist, da g homogen in z, y und also nach dem Euler’schen 
Satze über homogene Functionen 


09 Be = 
dx na 
ist, gleich — Af. Nach unserem Theorem 9 gestattet also die vor- 


gelegte homogene Differentialgleichung die eingliedrige Gruppe der 
Ähnlichkeitstransformationen Uf. Die Bahncurven derselben sind 


y 
£ = Const., 
æ 


"während die Schar x = Const. eine invariante Geradenschar ist, welche 
die Gleichung Ux == x erfüllt. Bei Benutzung der Variabeln x und x 
wird also die homogene Differentialgleichung nach Satz 10 in der That 
durch Quadratur integrabel. 

Dies ist die Art, in der man die homogene Differentialgleichung 
gewöhnlich zu integrieren pflegt. Unsere Methode leistet aber noch 
mehr, wir können das allgemeinste Variabelnpaar angeben, welches 
alle homogenen Differentialgleichungen separiert. Zu dem Ende be- 
stimmen wir g so, dass 


ar CA __ 
wird. Diese Gleichung hat das allgemeine Integral 
r=1 (2), 


wo A eine beliebige Function von r bezeichnet. Ferner bestimmen 


wir Ņ zunächst so, dass 
T Bi 2 m 
U y 4 ex + Yy ĉy 1 
wird. Die Function 4, welche dieselbe erfüllt, wird einer Gleichung 


fg y) =0 
genügen, und diese Function f erfüllt die lineare Differentialgleichung: 
òf Does 
taz HY P Som), 
die dem simultanen Systeme 


äquivalent ist, welches £ und Igx — y zu Integralen hat, sodass 


oder also 
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y =lgr +u (2) 
zu setzen ist, wo u eine beliebige Function von z bedeutet. Noch 


allgemeiner dürfen wir als y jede Function des gefundenen Ausdruckes 
benutzen, wie oben bemerkt wurde, so dass wir als allgemeinstes 
Variabelnpaar, welches alle homogenen Differentialgleichungen separiert, 


dieses finden: 
r=1 (2), =v (g2 +u (2) 


worin A, u, v arbiträre Functionen ihrer Argumente sind. Von allen 
diesen Variabelnpaaren ist das gebräuchliche 
= ^5 y = y% 
im allgemeinen das bequemste. * 
2. Beispiel: Die Differentialgleichung 
y = g(s + xy) 
gestattet die eingliedrige Gruppe von Translationen: 
2z =gz— xt, Y=yHtl 
welche von der infinitesimalen Transformation 
U=-— ESEL 
erzeugt wird. Denn hier ist 
r— ff of 
af= p(z + xy) Jy’ 
also 
U(Af) — A(Uf) = 0. 
Die Bahncurven g = Const. der eingliedrigen Gruppe sind die Geraden 
x -+ xy = Const, Ferner bleibt bei den Translationen natürlich jede 


Schar von Parallelgeraden, z. B. die Schar y = Const., invariant. Es 
ist auch Uy=1. Wir werden also nach Satz 9 setzen: 


a a Y Y 
dr = dx + xdy, 
dy = dy, 
oder, in unsere Differentialgleichung 
dy — y(x + xy)ds = 0 
dy — g(g) (de — zdy) = 0 


(1 + xo(£))dy — p(r)dr = 0. 


und erhalten: 


eingesetzt: 


oder 
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Diese Gleichung ist, wie es sein muss, frei von y und giebt durch 
eine Quadratur das Integral 


en 
u Fe 


oder also als Integral der ursprünglichen Differentialgleichung 


” p+r) 
y = Fe ET AN) 


3. Beispiel: Zur Durchrechnung empfehlen wir dem Leser die 
Differentialgleichung 


zu — y 


? 
z-+yy ! = fa? +7’, 


welche die infinitesimale Rotation 


gestattet. Dies weise man mit Hülfe des Theorems 9 nach und führe 
dann die neuen Variabeln em. Die Bahncurven sind die Kreise 
x + y? = Const. und eine invariante Curvenschar ist z. B. die der 


Geraden durch den Anfangspunkt: 2 = Const. Es ist u!=ı + (2 \ 


und wir werden statt A lieber arc tg ” wählen, denn es ist 


U (arc tg 2) = 1, 


Demnach wird die Differentialgleichung durch Einführung der Polar- 
coordinaten 


=VaFR, gemeig! 


frei von @, also durch eine Quadratur integrabel. Man verificiere 


dies. Hätte man als neue Veränderliche ausser y = Vz” + y? nicht 


arc tg F sondern z selbst als y eingeführt, so wäre der Fall des 


Satzes 10 da: die Gleichung würde in den neuen Veränderlichen y 
und Y separiert sein. 
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Kapitel 7. 


Beziehungen zwischen den infinitesimalen Transformationen, welche 
eine gewöhnliche Differentialgleichung erster Ordnung in æ, y 
gestattet. 


In diesem Kapitel werden wir untersuchen, welcher Zusammen- 
hang zwischen den infinitesimalen Transformationen Uf besteht, die 
eine gewöhnliche Differentialgleichung gestattet. Wir werden sehen, 
dass, wenn man zwei derselben kennt, sofort ein Integral angegeben 
werden kann und umgekehrt die allgemeine Form einer infinitesimalen 
Transformation, welche die Differentialgleichung gestattet, aus einer 
beliebigen derselben und einem Integral sehr leicht abzuleiten ist. 

Vorher müssen wir jedoch noch einige Bemerkungen über das 
Rechnen mit den Symbolen Uf machen. 


S 1. Bemerkungen über das Rechnen mit Symbolen infinitesimaler 

Transformationen. 
Es sei r 

er 

ôy 

das Symbol einer infinitesimalen Transformation. Wird ganz von 

seiner Deutung als infinitesimale Transformation abgesehen, so stellt 

es einen Differentiationsprocess dar, ausgeführt auf eine beliebige 

Function f von x und y. Deshalb gelten hier Regeln für die Aus- 

führung dieses Processes auf Summen, Producte u. s. w. genau in der 

Weise, wie in der Differentialrechnung. So ist 


Ulp + ¥)= Up + Uy, 
Ulp- 4)= Y: Ug +o: Uy 
u. s. w. Uc ist natürlich Null, wenn c eine Constante bedeutet. 
Seien nun 


Uf=$ 3 +n 


w AE TEN y af 
Uf = b ga t may 
T af Df 
Uf = k pe + M dy 
zwei Symbole, so lässt sich aus ihnen der Ausdruck 


U, (Uf) =y D,(U,f) 
construieren. Derselbe enthält, wie schon im vorigen Kapitel gelegent- 
lich gezeigt wurde (in $ 2), bemerkenswerter Weise keine zweiten 
Differentialquotienten von f, da diese sich sämtlich paarweis fortheben, 


www.rcin.org.pl 


122 Kapitel 7, 88 1, 2. 


Er ist also auch ein Symbol wie U,f und U,f. Wir werden ihn ab- 
kürzend mit (U, U,) oder, um hervorzuheben, dass er ein auf f aus- 
geführter Process ist, mit (U,f, U,f) bezeichnen: 


(U, Va) = (U, f, Uf) = U, (Uf) — V(U F). 
Den Ausdruck (U, U) nennen wir den mit U,f und U,f gebildeten 
Kamiges: Klammerausdruck. Auf seine begriffliche Bedeutung können wir hier 
noch nicht eingehen. 


Insbesondere ist offenbar 
(U, V) + (U; U,) = 0 
(U, U) = 0. 
Bedeutet ferner œ eine Function von x und y allein, so ist 
(o U, U,) = o (U, D,) — Vao - ULA, 
wovon man sich durch Ausrechnung überzeugen möge. 

Überhaupt empfehlen wir dem Leser, sich mit der Bildung des 
Klammerausdruckes, der eine überaus wichtige Rolle in unseren Theorien 
spielen wird, durch mannigfache Übung recht vertraut zu machen. Je 
gewandter man in seiner Ausrechnung ist, um so besser übersieht 
man die theoretischen und praktischen Entwickelungen der späteren 
Kapitel. 

Bei solchen Rechnungen ist es recht bequem, die umständlichen 


und 


Zeichen Ai und ni , Solange f eine beliebige Function bedeutet, durch 


kürzere, nämlich durch p und g, zu ersetzen. So lautet das Symbol 
der infinitesimalen Rotation um den Anfangspunkt kurz — yp + xq 
oder, da es mit einer beliebigen Constanten multipliciert werden darf, 
yp — xq. Die infinitesimale Ähnlichkeitstransformation vom Anfangs- 
punkt aus hat das Symbol xp + yq, die infinitesimale Translation 
längs der x- Axe das Symbol p, die längs der y-Axe q, eine beliebige 
infinitesimale Translation das Symbol ap + bq, wo a und b Constanten 
sind. Das Symbol der in § 3 des 1. Kap. betrachteten infinitesimalen 
affinen Transformation ist xp, u. &. w. 

Doch wollen wir in den folgenden theoretischen Entwickelungen 


zum besseren Verständnis derselben die umständlicheren Zeichen st 


und u beibehalten und erst auf einer späteren Stufe die Abkürzungen 


p und q dafür gebrauchen. Immerhin mag der Leser sich schon jetzt 
damit bekannt machen. 


Schliesslich heben wir noch hervor, dass zwischen drei infinitesi- 
malen Transformationen der Ebene (x, y): 
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a 
f = é, 2r +m 
stets eine Gleichung 


4 Uf + t Uaf + A Uf = 0 


identisch besteht für alle Werte von x, y und f. Eliminiert man 


0y ? 


2 2 ð 
A, MERE +A, =R Etn 


nämlich die Grössen d und A aus den drei obenstehenden Glei- 
chungen, so kommt: 

Uf E M 

Uf& n|=0 

Uf Es m 


oder 


(En: — Esne) Urf T Em — En) Uaf + (Erna — En) Ul = 


und diese Identität zwischen U,f, U,f und U,f besteht für jedes 2r 


und A , d. h. für jede Function f. Ist hierin 


Eana — Esa =E O, 
unterscheiden sich also U,f und U,f nicht nur um einen (von & und 
y abhängigen) Factor, so können wir durch &n3 — zù dividieren 
und erhalten eine Relation von der Form 


U,f = m(x, y) Uaf + us (2, y) Of. 

Das Symbol einer beliebigen infinitesimalen Transformation in x, y lässt 
sich also linear (mit Coefficienten, die von x und y abhängen) aus den 
Symbolen irgend zweier solcher zusammensetzen, vorausgesetzt dass die 
Symbole der beiden letzteren sich nicht bloss um einen Factor unter- 
scheiden, geometrisch ausgesprochen: vorausgesetzt, dass die beiden 
letzteren infinitesimalen Transformationen einem beliebigen Punkte ver- 
schiedene Fortschreitungsrichtungen zuerteilen. 

Nach diesen Vorbemerkungen kehren wir zu den Multiplieator- 
sätzen des vorigen Kapitels zurück. 


$ 2. Beziehung zwischen zwei infinitesimalen Transformationen, 
welche eine gew. Differentialgleichung erster Ordnung gestattet. 


Wir wollen annehmen, die Differentialgleichung Zusammen- 

ang zwi- 

De. a schen zwei 

Xdy Ydz u 0 inf. Trans- 

. ` -. . . fi d 

gestatte zwei bekannte arri er m Diran TA 
gleichung 

peen und einen: 

Die Hz T Ta £, Integral. 


Uf= i E Hmi, 
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und dabei voraussetzen, dass keine derselben Zrivial, d.h. von der Form 
er +Y) 

oder kurz ọ Af ist, wenn nämlich wie (Tone gesetzt wird: 


af=x LY 


cx 


Nach Theorem 8 (§ 1 des 6. Kap.) + nun 
i 1 
M, =z; y; M= án YG 
Integrabilitätsfactoren der vorgelegten Differentialgleichung. Bekannt- 
lich ist der Quotient zweier solcher, wie in der Theorie der Differen- 
tialgleichungen gelehrt wird, ein Integral oder eine Constante. Wir 
wollen den Beweis dafür zum Überfluss kurz andeuten: M, und M, 
erfüllen die Definitionsgleichung eines Euler’schen Multiplicators, d. h. 


es ist 
ðM, X , ðM, Y =. 


0x Ei ôy 2 
oM, X oM Y 
rt ze = 0 
oder, etwas umgeformt: 
3 i M, Xan aa 
e = 
GE 1 - 
er M p TARA 
N L 4 ðy re 0. 
Subtrahiert man beide Identitäten von einander, so kommt 
A (ig z) =0, 
d. h. lg H oder also 3 x selbst ist ein Integral der vorgelegten Dif- 


ferentialgleichung oder aber nur eine Constante. 
Mithin ergiebt sich 
Satz 1: Sind 


g 4m und a H Z 7 


zwei nicht triviale E N Transformationen, T die gewöhnliche 
Differentialgleichung 
Xdy — Yds = 0 
gestattet, so ist 
Xn, — Yé, 
Xn ea] 


ein Integral derselben oder aber eine Constante. 
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Setzen wir zunächst voraus, dieser Quotient sei ein Integral. Ist Beziehung 


. . z zwischen 
o(x, y) wie früher ein Integral der Differentialgleichung, so ist also zwei inin: 
. r ranstormw 
der Quotient allgemein eine Function &(w) desselben: d. Difteren- 
ialglei- 
Xr — YES BL Y chung. 
z y =R(o 
Xn, — Y£, ; ), 


oi 
È, — 8 — h en 
X F Y 2 
sodass &, und n, die Formen haben: 
. b = Ro). b + olz, y): X, 
3, = (0) - q, + (z, y) - Y, 
wo ọ eine gewisse Function von x, y bedeutet. Mithin ist 


— pef f öf of „ôf of 
Vater) (ips t mah) + o Rt re) 
oder also 


(1) Uf = 2%(o) - Uf + o(x, y) - Af. 


Wenn jener im obigen Satze erwähnte Quotient nur eine Con- 
stante x ist, so folgt, indem x an Stelle von ‘3 tritt, ganz analog, dass 
(2) Uf =x: Uf + e y): Af 
ist. Es ist hier keine wesentliche Beschränkung der Allgemeinheit, 
wenn wir insbesondere die Constante x (die sicher nicht Null ist, da 
sonst nach (2) gegen die Voraussetzung U,f eine triviale Transfor- 
mation der Differentialgleichung wäre) gleich 1 annehmen, denn mit 
U,f ist ja auch x. U,f eine infinitesimale Transformation, welche 
unsere Differentialgleichung gestattet. Demnach können wir statt (2) 
auch schreiben 


(2) Df=EUf+el&Y)- Af. 
Alsdann transformieren die beiden infinitesimalen Transformationen 


U,f und U,f die Integraleurven o(&, y) = Const. beide in genau der- 
selben Weise. Denn: die Curve 


ole y) =c 
geht bei U,f über in eine unendlich benachbarte Curve der Schar 
v(t y) = 0 + dc. 
Die Transformation U,f lautet: 
a a a - 
und es ist also 


wols + ðt +- y+ ntt) =e ++ òc 
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oder bis auf unendlich kleine Grössen höherer Ordnung 


ola y) + (E ge +a) at= eH da, 

oder endlich, da œ(x, y) = c ist: 
Uo. ôt = êc. 
Nun aber wissen wir, dass die Curvenschar œ(g, y) = c die infinitesi- 
male Transformation U,f gestattet und dass infolge dessen eine Glei- 
chung von der Form 
U o = F(o) = F(e) 

besteht. Daher führt die infinitesimale Transformation dx = ðt, 
òy = nôt jede Curve der invarianten Schar o(z,y) = c¢ in die be- 
nachbarte Curve 

o(2,y)=c+Fe)di=c-+ U,w.öt 
über. 

In entsprechender Weise geht die Curve œ(x, y) =c bei der 

infinitesimalen Transformation U,f in eine benachbarte Curve 


O(t Y1) =c + ôC 
über, wo analog 


U, 0 . òt = ÒC 
ist. Nach (2’) aber ist: 
Uv = U o, 
weil 4@w = Q ist, und also auch 
Ôc = 06, 


d. h. die beiden Curven, in welche œ == c¢ durch die infinitesimalen 
Transformationen U,f und U,f übergeführt wird, sind dieselben, wie 
behauptet wurde. 

Auch auf mehr anschaulichem Wege geht dies aus (2°) hervor: 
Fasst man nämlich 


__ yf af 
=x tig 


als infinitesimale Transformation auf, so ordnet sie einem Punkte p 
einer Integraleurve œ =c eine Fortschreitungsstrecke zu, deren Pro- 
jectionen auf die Axen gleich Xdt und Yòt sind, und führt ihn also 
auf der Integraleurve selbst weiter, während U,f und U,f ihm gewisse 
Fortschreitungsstrecken zuordnen, die ihn aus dieser Integraleurve 
hinausführen. Die Gleichung (2’) aber giebt für f= z und f= y: 


a= a EX, 
Ta = an Oi 
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Demnach ist die Fortschreitungsstrecke ðt VE? -+ n,°, welche U,f dem 
Punkte p erteilt, nach dem Parallelogramm der Bewegungen aus den 
Strecken ðt VE? F n? und ọôt VX? + Y?, welche der Punkt p durch 
U,f und Af erfährt, zu construieren. U, f führt alle Punkte einer 
Integraleurve œ = c in die Punkte 
einer benachbarten Integraleurve 


über, und bis auf unendlich kleine Z Paji 

Grössen zweiter Ordnung liegen FA eo re wecebe 

daher auch die vierten Ecken jener Pi 

Parallelogramme der Bewegungen, fi ER ft / 

welche für die Punkte p der Inte- £ Vy- 1 we 
In 


graleurve œ = c construiert wer- 
den können, auf derselben benach- 
barten Integralcurve. (Fig. 10.) 
Wenn U,f und U,f in der Be- 

ziehung (2^) zu einander stehen, 
so werden wir daher U,f gar # 
nicht als eine wesentlich von U, f 
abweichende infinitesimale Transformation der Differentialgleichung 
Xdy — Ydx = Q0 auffassen. Man kann ja alle solche Transforma- 
tionen U,f sofort angeben, sobald U,f gegeben ist, und für das Inte- 
grationsgeschäft bringt U,f keinen Nutzen, da 

Xn, — Yé, 

Xn — Y$, 
kein Integral, sondern nur eine Constante ist. 

Deshalb wollen wir, wenn von zwei infinitesimalen Transforma- 
tionen U,f und U,f die Rede ist, welche die Differentialgleichung 
Xdy — Ydax=0 gestattet, dabei im allgemeinen stillschweigend 
voraussetzen, dass U,f und U,f wesentlich von einander in Hinsicht 
dieser Differentialgleichung verschieden seien, also keine Relation von 
der Form (2°) oder noch allgemeiner von der Form: 


Uf =xUf + Af 


bestehe, in der x eine Constante bedeutet. 


\ ey == 


EA 


Fig. 10. 


Unsere Formeln (1) und (2) können wir in dem Satze zusammen- 
fassen: 
Satz 2: Zwei nicht triviale infinitesimale Transformationen U,f und 
U,f einer Differentialgleichung 
Xdy — Ydz = 0, 


deren zugehörige lineare partielle Differentialgleichung lautet: 


www.rcin.org.pl 


Zweite 
Ableitung 
jener 


Beziehung. 


128 Kapitel 7, 88 2, 3. 


Me x t r= 


erfüllen immer eine Relation von fa Form 
Uf = Qo) Uf + o, y)Af, 
wo œ ein Integral der Differentialgleichung bedeutet. 
Wir können zu demselben Ergebnis auch auf mehreren anderen 
Wegen gelangen, welche erwähnt zu werden verdienen, da die be- 
treffenden Methoden an sich Interesse darbieten. 


8 3. Andere Ableitungen derselben Ergebnisse und ihre Umkehrung. 


Um auf einem anderen Wege zu unserer Formel (1) zu kommen, 
denken wir uns an Stelle von x und y neue Veränderliche eingeführt, 
etwa y und 4, für welche 

A=xX5 Piaj: ya 
3y 


TE a 


cy 


Ay X; 


ist, also sogenannte canonische Veränderliche des Ausdrucks Af, der 
dadurch übergeht in 
a: 
Af = öy 
(Vgl. Satz 4 des § 2, 3. Cap.) Dabei geht U,f (nach Satz 2 desselben 
Paragraphen) über in 
ee 


während 


U,f = De SE + Und 


wird. Da jetzt Af die einfache Form a hat, so lautet die Differen- 


tialgleichung Xdy — Ydx = 0 in den neuen Veränderlichen einfach 
dg = 0, d. h. die Integraleurven sind die Curven g = Const. Diese 
Schar gestattet aber eine infinitesimale Transformation Uf nur dann, 
wenn diese dem g ein nur von g abhängiges Increment erteilt, also 
die Form hat: 


0 7 of 
Uf = Q) FE + We 0) 3E 
Da U,f und U,f infinitesimale Transformationen der Differential- 
gleichung sein sollen, so müssen sie folglich die Formen haben: 


Uf = L&a) s£ +W,(&9) a. 
Uf = 2) E HWE E 


www.rcin.org.pl 


Andere Ableitungen derselben Ergebnisse und ihre Umkehrung. 129 


Hiernach ist eine Relation vorhanden: 
2% WUfF- Q(t) Uf = Pl y) iF, 
die sich auch so schreiben lässt: 
Uf — Qr) Uf = Wi, b) Af, 
da Af = A ist, oder: 
Uf = Q0) Uf + WE WAT 


Kehren wir nun zu den ursprünglichen Veränderlichen z, y zurück, 
so ist y wegen Ag =Q ein Integral œ der Differentialgleichung Af = 0, 
während W(g, Y) eine Function ọ(%, y) wird, sodass sich ergiebt: 


U= Q (o) Uf + o(z, y)Af, 


was zu beweisen war. 


Wir können zu demselben Ergebnis auch durch das folgende mune 


Vorgehen gelangen: ee 
Da U,f sich nicht nur um einen Factor von Af unterscheidet 

(sonst wäre ja U,f eine triviale Transformation der Differential- 

gleichung), so ist nach dem in § 1 Gesagten klar, dass U,f sich 


linear durch U,f und Af ausdrücken lassen muss: 
(3) Uf= oU,f+ Ar 
Hier sind 6 und ọ gewisse Functionen von æ und y. Sollen nun U,f 
und U,f infinitesimale Transformationen sein, welche die Differential- 
gleichung Xdy — Ydx = 0 oder also die Schar œ = Const. der zu- 
gehörigen Integraleurven invariant lassen, so müssen U,o und U,» 
Functionen von ® allein sein (siehe Satz 2, § 2, Kap. 5): 

U o = Q (o), U o = (m), 
während Aw —= O ist. Setzen wir also in der sicher vorhandenen Re- 
lation (3) f= w, so reduciert sie sich auf: 

R, (0) = a&i (w), 
d. h. ø ist eine Function 2(w), sodass sich ergiebt: 
Uf = Qo) Uf + Af- 


Dies ist wieder unsere Formel (1). 


ici i T i Vierte 
Complicierter ist die Ableitung unserer Formel aus der Rela- Anne 


tion (3), wenn wir das Theorem 9 (§ 2 des 6. Kap.) benutzen. Danach „ner, 
müssen nämlich, wenn U,f und U,f infinitesimale Transformationen 

sein sollen, welche die Differentialgleichung Xdy — Ydx = 0 gestattet, 
Relationen bestehen von der Form 

(4) (UA) = 4, (£, y) Af, (0,4) = 1,(@, y) Af. 


Lie, Diffərentialgleichungen, 9 


www.rcin.org.pl 


130 Kapitel 7, § 3. 


Nach (3) aber ist: 

(U, 4) = (6T,, A) + (0A, A). 
Hieraus folgt, wenn wir an die Bemerkungen in $ 1 erinnern: 

(0,4) = 0o(U,A) — As. U,f + 0(4A) — Ao.Af, 
wo noch (AA)==0 ist. Substituieren wir hierin die Werte (4), so 
kommt: 
h Af = or, . Af — A6 . Uf — Ao.Af 

oder: 

(ol, — à — A ọ)Af = A6 . Uf. 
Hierin sind 62, — A,— Aọ und Aø Functionen von x, y. Nach 
Voraussetzung soll sich U,f nicht nur um einen Factor von Af unter- 
scheiden. Es ist also notwendig einzeln jeder dieser beiden Coeffi- 
eienten Null, insbesondere der zweite: 

Acz=(, 

woraus folgt, dass ø ein Integral 2(o) unserer Differentialgleichung 
ist. Danach giebt (3) wieder unsere gesuchte Formel: 


(5) Uf = &(o) Uf + gAf. 


Umkehrung. Nehmen wir nun umgekehrt an, U,f sei eine infinitesimale Trans- 
formation, welche die Differentialgleichung gestattet, &(w) sei eine 
beliebig gewählte Function des Integrals w und ọ eine beliebige 
Function von x und y, so ist leicht zu zeigen, dass alsdann auch die 
durch (5) bestimmte infinitesimale Transformation U,f die Differential- 
gleichung invariant lässt. In der That giebt ja die Formel (5) für 
f=o, da Au=0 und nach Voraussetzung U,» eine Function 
Q, (w) ist: 

Uo = Q (w) . Q (0), 
d. h. auch U,o ist eine Function von œ allein. Die Schar œ = Const. 
gestattet also die infinitesimale Transformation U,f. 
Daher werden wir unseren Satz jetzt so aussprechen: 
Theorem 10: Ist U,f eine nicht triviale infinitesimale Trans- 
formation, welche die Differentialgleichung 
Xdy — Ydx = 0 
gestattet, und setzt man 
ê ö 
AEX tI 
so gestattet die Differentialgleichung auch jede infinitesimale 
Transformation von der Form 


Uf = (o) Uf + e(z, y)Af, 
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wo 2(o) eine beliebige Function des Integrals o der Differen- 
tialgleichung und o eine beliebige Function von x und y be- 
deutet. Andererseits ist dies die allgemeinste infinitesimale 
Transformation in x, y, welche die Differentialgleichung zulässt. 

Dies Resultat lässt sich auch in eleganter Weise rein geometrisch 
ableiten. Seien nämlich U,f und U,f irgend zwei infinitesimale Trans- 
formationen, welche die Schar der Integralcurven œ = Const. invariant 
lassen. Eine beliebige, aber bestimmte Curve dieser Schar sei @(2,y)=. 
Sie wird von U,f in eine infinitesimal benachbarte Curve der Schar, 
etwa in 


v(t, y) =c + dc, 
übergeführt. Alsdann ist, wie wir früher schon (in § 2) fanden: 
(6) Uw - òt = ôo 


und hierin hat die linke Seite ebenso wie die rechte denselben Wert 
längs der Curve w == ¢. Dies gilt für jede Curve œ = c. 
Betrachten wir nun den Ausdruck 


U, 0 
U= To lfi 


derselbe stellt eine infinitesimale Transformation dar, die sich von 


: S U, œ 5 ` o G 
U,f nur um einen Factor Uo? der eine Function von œ allein ist, 
1 


unterscheidet. Diese infinitesimale Transformation Uf lässt auch die 
Schar œw == Const. invariant, es ist ja Uw 
eine Function von ø allein, nämlich gleich 
U0. Nach (6) führt mithin Uf die 
beliebige Curve œ = c in genau dieselbe 
Curve œ == c4 dc, über, in die sie 
durch U,f verwandelt wird. Die beiden 
infinitesimalen Transformationen U,f und 
Uf führen aber nicht notwendig die 
Punkte der Curve œ =c in dieselben 
Punkte der benachbarten Curve œ = c + òc, über, vielmehr im all- 
gemeinen in verschiedene. (S. Fig. 11.) 

Wenn Uf die beliebige Curve œw = c in die Curve w = c + òc 
transformiert, so wird die infinitesimale Transformation — Uf alle 
Punkte der letzteren Curve in die der ersteren zurückbringen (wenn, 
wie überhaupt bei dieser Betrachtung, von unendlich kleinen Grössen 
zweiter Ordnung abgesehen wird), denn sie erteilt den Coordinaten 
gerade entgegengesetzte Incremente wie Uf. Führen wir nun zuerst 

g* 


PRETA 


mE 


Fig. 11. 
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U,f und darauf — Uf aus, so ist dies dasselbe, als ob wir die infini- 
tesimale Transformation U,f — Uf ausgeführt hätten. U,f führt die 
Curve œ = c in die Curve œ = c + òc, über, 
anc und — Uf führt diese zurück. (Fig. 12.) 

Gr Dabei gelangen zwar die Punkte wieder auf 
ihre ursprüngliche Curve, aber nicht gerade 

notwendig auf ihre ursprünglichen Plätze 

zurück. Sie können vielmehr längs der 

Curve infinitesimal verschoben sein. Aber 


WC S0 


Fig. 12 jede solehe infinitesimale Transformation hat 
die Fortschreitungsrichtung 
ôy 2a 
ôx X 


(die von der Differentialgleichung Xdy — Ydx = 0 bestimmt wird), 
also ein Symbol von der Form 


8 0 
oy) (XE rS) 
oder ọ - Af. Demnach ist: 
Uf — Uf= o. Af 
Uf = Qo) Uf + o: Af 


und dies ist unsere obige Formel (5). 


oder: 


Das wichtigste Ergebnis dieses Kapitels, das in Satz 1 ebenso wie 
in der Formel (5) seinen Ausdruck findet, ist, dass die Kenntnis zweier 
in Hinsicht auf die Differentialgleichung Xdy — Ydx == 0 wesentlich 
verschiedener infinitesimaler Transformationen U,f und U,f der Diffe- 
rentialgleichung die Kenntnis eines Integrals nach sich zieht, das in dem 
Satz 1 in der Form 

Xn, — Yb, 


Xn, — Y$, % 


in (5) in der Form Q(w) geschrieben wurde. 
Da die Formel (5) wieder zu jenem ersten Satze zurückführt, 
denn aus (5) folgt 
self, tel, 
m= 2m + eY, 


— Xn, — Yt, 
~ Xn — Yk?’ 


also: 


Q(w) 


so können wir sagen, dass wir die Möglichkeit der Verwertung von 
U,f und U,f zur Bestimmung des Integrals von zwei verschiedenen 
Punkten ausgehend bewiesen haben, einmal mit Hülfe der im vorigen 
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Kapitel entwickelten Multiplicatortheorie (in § 2) und dann auf mehr 
begrifflichem, von früheren Entwickelungen unabhängigeren Wege 
(in $ 3). Letztere Methode ist deshalb bemerkenswert, weil sie auf 
partielle Differentialgleichungen ausgedehnt werden kann, wie wir 
später sehen werden. 
$ 4. Beispiele. 
Wir erläutern unsere Theorien durch mehrere einfache Beispiele. 
1. Beispiel: Die Differentialgleichung: 
dy — xdx = Q 
gestattet die beiden Bin Be N 
n=, m= ty 
denn es ist hier 
“— 0f of 
n a 
und 
(U,4)=0, (UA)= — Af. 
(Vgl. Theorem 9, § 2 des 6. Kap.) Mithin ist U,f von der Form 
Uf = Q(0) Uf + 4f, 


also (für f=x und = y): 


s=Q&.1+ọ 
y =&-0+ọx, 
daher (=*, Q=s— =r |. Es ist also s—Ž oder 


xæ — y ein Integral. In der That giebt dies differenziert sofort die 
Differentialgleichung wieder. Kürzer hätten wir das Integral nach 
Satz 1 gefunden durch Bildung des Quotienten: 


nt em re 
Xn — YÈ 1-0—.-1 ” 


2. Beispiel: Die Differentialgleichung 
zdy — (y — de = 0 
gestattet die beiden infinitesimalen a, 


ð 
U= 2 Uf=e} +2 y$ 


denn es ist 


afm y au 


(UA)=0, (U,A)=0, 
wie die Ausrechnung lehrt. Mithin hat U,f die Form: 
Bf = Ze) Uf + o Af. 


und 
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Dies liefert die beiden einzelnen Gleichungen: 
=2-0-+o-2%, 


2y = Q- s + ọly — z’), 
d. h. ọ = 1, also 
at. 


Es ist somit ur = ein Integral. In der That folgt daraus durch 


Differentiation wieder die Differentialgleiehung. Schneller ergiebt sich 
das Integral durch Bildung des Quotienten: 
Xy — Yé, _ x- 2y—l(y- s)-s _ ya 


Xm YE ww y0 S 5 


3. Beispiel: Die Differentialgleichung 
dy — (z — Ya? — 2y) dz = 0 


gestattet die beiden infinitesimalen Transformationen 


Uf əf 
u tem Uf =t zz t 2% 
denn es ist : 
af= 5s + (e -VF Ey) S, 
und also 


(0.4)=0, (UA) = — Af. 

Folglich ist der Quotient: 
1: 2y — (æ — V2 = 3y) e _,_ VS 
Baa E a Vz 2y 


ein Integral. 
Weitere Beispiele, die der Leser selbst durchführen möge, sind diese: 
4. Beispiel: Die Differentialgleichung 


z’ dy — 2Y? dx = 0 
gestattet die beiden ran u Transformationen 
3 3 
Uf=x) lty Unf =r) Ltg £, 


Man verificiere dies und Prr das Integral. 
5. Beispiel: Die Differentialgleichung 


zydy — (y? + z)dx = 0 
gestattet die beiden infinitesimalen Transformationen 
p 2 © 
Uf Bet vg, U,f: tan, 


Man verificiere dies und bestimme das Integral. 
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Kapitel 8. 


Über die Bestimmung der Scharen von oo! Curven und der 
Differentialgleichungen erster Ordnung, welche eine vorgelegte 
eingliedrige Gruppe gestatten. 


In dem vorletzten Kapitel war davon die Rede, wann eine vor- 
gelegte Curvenschar ®(x, y) = Const. oder eine vorgelegte Differential- 
gleichung Xdy — Ydx=0 eine eingliedrige Gruppe oder, was auf 
dasselbe hinauskommt, eine infinitesimale Transformation Uf gestattet. 
Nunmehr wollen wir in diesem Kapitel zu einer bekannten eingliedrigen 
Gruppe alle invarianten Curvenscharen und Differentialgleichungen be- 
stimmen. 


$ 1. Ausführung aller Transformationen einer eingliedrigen 
Gruppe auf eine beliebige Curve. 


Wir stellen uns also jetzt die Frage: 

Gesetzt, es sei eine eingliedrige Gruppe vorgelegt, wie findet man 
alsdann alle Scharen von oo! Curven, welche diese Gruppe gestatten? 

Dabei wollen wir annehmen, die endlichen Gleichungen der ein- 
gliedrigen Gruppe seien vorgelegt: 

(1) Ti = ọ(7, Y, a), Yı = Vlz, y, a), 

wo a den Parameter der Gruppe bezeichnet. Um uns später recht 
knapp ausdrücken zn können, schicken wir einige nicht nur für die 
vorliegende Frage, sondern für die ganze Gruppentheorie wichtige 
formelle Bemerkungen voraus. 

Wie schon früher gelegentlich (vgl. § 2 des 4. Kap.) bezeichnen *)Symbolischo 
wir die Transformation der Gruppe, welche dem Parameterwert a nungen. 
zugehört, mit 7,. Die Aufeinanderfolge zweier Transformationen 7, 
und 7, ist einer gewissen Transformation 7, der Gruppe äquivalent: 


Ta T, = JE 
wo dann c eine gewisse Function von a und b ist: 
c = å (a, b). 
Führen wir insbesondere die Transformationen auf einen Punkt p 


oder auf eine Curve % aus, so schreiben wir die Aquivalenz sym- 
bolisch so: 


*) Die im Text eingeführte Symbolik ist, wie der Leser bemerken wird, von 
der Substitulionstheorie herübergenommen. 
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(p) Ta Ts = (p) T., 

C = (KT... 
Es hat jeder Ausdruck (p)7,7,T,... und (k)7,7,T,... einen ganz 
bestimmten Sinn. Der erste z. B. bezeichnet den Punkt, in welchen 
p übergeht, wenn man auf p nacheinander die Transformationen 
Ta, Ta, Te... der Gruppe anwendet. Führen wir dieselbe Transfor- 
mation 7, zweimal nach einander aus, so werden wir 7,7, kürzer 
mit 7,? bezeichnen können, ebenso 7,7,7, kürzer mit T,’ u. s. w. 
Alsdann gewinnt der Ausdruck 7,7,T.... der Reihenfolge mehrer 
Transformationen grosse Ähnlichkeit mit den Producten der gewöhn- 
lichen Arithmetik. Um diese für die Anwendungen recht erwünschte 
Analogie noch vollständiger zu machen, werden wir die identische 
Transformation mit 7 = T, = ... =] und die zu 7, inverse 
Transformation, welche ja nach der Definition der Gruppe (vgl. $ 1 
des 2. Kap.) in ihr vorhanden ist, mit 7,7" bezeichnen. Dann ist 
nämlich: 

TaT; = Tl 
und (vgl. denselben $) auch: 

T 'T, = TL =1, 
während 

Ta: 1 = Ta! - Ta = Ta 

ist. 7)” würde natürlich die Reihenfolge T `T] ` bedeuten u. s. w. 
Wenn T, den Punkt p oder die Curve k nach p, resp. k, führt: 


(2) (p) Ta = (pı), (k) Ta = (k), 
so führt 7, ', die inverse Transformation, p, resp. k, nach p resp. k 
zurück: 


(3) (WI = (p), (k)Ta' = (Ñ). 
Wir hätten dies auch rein rechnerisch aus (2) ableiten können, denn 


führen wir auf beide Seiten von (2) die Transformation 7y ` aus, so 
kommt: 
DE - oO) ET = (TE 


oder, da TT;' = TP? = 1 die identische Transformation und also 
(p)L = (p), (k)i = (k) zu setzen ist: 


(p) = (P) Ta, (E) = (k) T. 


Diese Gleichungen sind aber dieselben wie (3). 


Nach diesen Vorbemerkungen wollen wir jetzt nach allen Scharen 
von œœo' Curven fragen, welche bei der eingliedrigen Gruppe (1) 
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invariant bleiben. Eine solche Schar ist die der Bahncurven, denn 
es bleibt ja jede Bahneurve bei der Gruppe einzeln invariant, also 
auch die Schar derselben. 
Wollen wir eine andere invariante Schar von oo! Curven % finden, 
so haben wir anzunehmen, dass wenigstens eine Curve kọ derselben 
keine Bahncurve sei. Führen wir auf diese Curve kọ alle Transfor-Ausführung 


aller Trans- 

è . e a formationen 

mationen der Gruppe aus, so sollen dieselben k, in Curven % der a 

gesuchten Schar überführen. Durch Ausführung aller oo! Trapsfor- euf eino 
mationen der Gruppe geht aber kọ gerade in oo! Curven über; 


denn ist 


(4) 2a) — 0 

die Gleichung von kọ, so findet man die Curven, in welche A, durch 
die Transformationen der Gruppe verwandelt wird, durch Elimination 
von & und y aus (1) und (4) ausgedrückt in z, und y,, und die sich 
ergebende Gleichung enthält einen Parameter a. (Derselbe würde nur 
dann wegfallen, wenn kọ gegen die Voraussetzung Bahncurve wäre.) 
Die oo! Curven, in welche somit k, bei allen Transformationen der 
Gruppe übergeht, bilden nun offenbar eine invariante Schar. Denn 
sei k eine beliebige dieser oo! Curven, die aus kọ etwa durch Aus- 
führung von T, hervorgegangen ist, so ist: 

(8) (k) Ta = (8). 

Führen wir auf % eine beliebige Transformation 7, der Gruppe aus, 
so geht k über in die Curve (k)7, oder nach (5) in die Curve 
(k,)TaT, oder (k,)T«, also in eine Curve, die aus k, durch Ausführung 
einer Transformation 7, der Gruppe hervorgeht und daher jener Schar 
angehört. 

Es ist offenbar gleichgültig, wie die ursprüngliche Curve kọ in 
der Ebene gewählt ist, wenn sie nur nicht Balıncurve ist. Immer 
erzeugt sie bei den Transformationen der Gruppe eine invariante 
Schar von oo! Curven. 

Dass diese Schar keine Bahncurve enthält, ist leicht zu sehen. 
Sei nämlich angenommen, eine Curve k, der Schar sei doch Bahn- 
curve. Sie gehe aus kọ etwa durch die Transformation T, hervor: 

(ko) Ta = (hy). 


1 


Führen wir rechts und links 7) aus, so kommt: 


o) = (h) Ta, 
d. h. die zu 7, inverse Transformation T; ` führt k, in die Lage k, 
zurück. Wenn aber k, Bahncurve ist, so ist dies unmöglich, da jede 


Bahncurve bei allen Transformationen der Gruppe, also auch bei 7, `, 
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invariant bleibt, d. h. (%,) Z7" = (k,) und nicht = (A,) ist. Wir haben 
also gefunden: 

Theorem 11; Liegt eine eingliedrige Gruppe der Ebene vor, 
so gehört jede Curve der Ebene einer und nur einer Schar von 
oo! Curven an, welche die Gruppe gestattet. Ist jene Curve 
Bahncurve der Gruppe, so sind alle Curven der Schar Bahn- 
curven, ist jene Curve keine Bahncurve, so ist auch keine 
andere Curve der Schar Bahncurve. In diesem Falle geht die 
invariante Schar dadurch hervor, dass man auf die eine Curve 
alle Transformationen der Gruppe ausführt. 


Sei etwa 
Ale, y)=0 

die Gleichung der beliebig gewählten Curve, die keine Bahneurve sein 
soll. Anstatt alle Transformationen T, auf sie auszuführen, führen 
wir die inversen 7, ` aus. Dies kommt auf dasselbe hinaus, denn 
jede Transformation der Gruppe ist ja die inverse einer anderen. Dies 
Verfahren ist analytisch bequemer, denn 7," hat die Gleichungen (1), 
wenn man darin z,, y, als die ursprünglichen, x, y als die transfor- 
mierten Variabeln auffasst. Wir werden demnach die Gleichung der 
vorgelegten Curve so schreiben: 


Qay) = 0 
und hierin die Werte (1) substituieren. Dadurch geht dann die in- 


variante Curvenschar, welcher jene vorgelegte Curve angehört, in der 
Form hervor: 


(6) UP y, a), y(x, y, a)) = 0. 

Dies ist also der allgemeine Ausdruck einer bei der Gruppe 
invarianten Schar von oo! Curven, von denen nicht jede einzeln in- 
variant ist. & darf ganz beliebig gewählt werden, nur nicht so, dass 
2(z,y)=0 gerade eine Bahncurve ist, denn dann würde (6) den 
Parameter a in Wirklichkeit gar nicht enthalten, 


$ 2. Bestimmung der Differentialgleichungen erster Ordnung, 
welche eine vorgelegte eingliedrige Gruppe gestatten. 


Um nun die Differentialgleiehungen Xdy — Ydx = 0 zu finden, 
welche die vorgelegte Gruppe (1) zulassen, haben wir nur noch einen 
Schritt zu thun: 

Die oo! Curven (6) sind ja die Integraleurven einer gewöhnlichen 
Differentialgleichung erster Ordnung zwischen x und y. Man findet 
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diese also durch Elimination von a aus (6) und der differenzierten 
Gleichung d2(p, y)—0. Damit hat man dann den allgemeinen joyrrirat 
Ausdruck einer gewöhnlichen Ditferentialgleichung erster Ordnung ge- #!eichungen 
funden, welche unsere eingliedrige Gruppe gestattet. Man darf nicht vggelegtor 
vergessen, dass man hierdurch eine Differentialgleichung, welche die 
Gruppe gestattet, nicht erhält, nämlich die der Bahncurven. Aber 
die Bahncurven sind mit den endlichen Gleichungen der Gruppe be- 
kannt (vgl. Satz 7, $ 2 des 4. Kap.), also ist auch ihre Differential- 
gleichung durch Differentiation und Elimination zu finden. Daher: 

Satz 1: Kennt man die endlichen Gleichungen einer eingliedrigen 
Gruppe in x, y, so kann man allein durch Differentiation und Elimi- 
nation alle gewöhnlichen Differentialgleichungen erster Ordnung zwischen 


x und y bestimmen, welche die Gruppe gestalten. 


Das hier vorgetragene Verfahren liefert alle Differentialgleichungen 
erster Ordnung, welche die Gruppe oder, was auf dasselbe hinaus- 
kommt, ihre infinitesimale Transformation gestatten. Nach Theorem 8 
(8 1 des 6. Kap.) lässt sich daher zu jeder dieser Differentialgleichungen, 
mit Ausnahme der Differentialgleichung der Bahncurven, ein Multipli- 
cator angeben, und sie sind mithin durch Quadratur integrierbar. 

Man könnte durch dieses Verfahren unbegrenzt viele Differential- 
gleichungen erster Ordnung auffinden, die integrierbar sind, denn es 
sind uns ja alle eingliedrigen Gruppen der Ebene bekannt in der 
Darstellungsform 

AR Y) = Q(z, Y), Way) — t =W(z, y), 
(vgl. Theorem 1, § 4 des 2. Kap.). Allein diese Methode leidet an 
dem wesentlichen Übelstande, dass sie keine rechte Übersicht über 
die mannigfaltigen Formen solcher Differentialgleichungen gewährt. 
Später geben wir eine andere Methode, die in dieser Hinsicht voll- 
kommener ist. 

Hervorgehoben sei noch, dass unser Verfahren natürlich alle 
Differentialgleichungen erster Ordnung ergeben muss, denn jede solche 
Differentialgleichung gestattet eingliedrige Gruppen. (Vgl. Satz 8 des 
$ 4, 6. Kap.) Damit ist nun aber keineswegs gesagt, dass man auch 
alle Differentialgleichungen Xdy — Ydxz = 0 integrieren könne. Die 
Schwierigkeit ist eben die, wenn eine solche Differentialgleichung 
integriert werden soll, eine eingliedrige Gruppe zu finden, welche sie 
invariant lässt und ihre Integraleurven nicht zu Bahncurven hat. 


Wenn nun nicht die endlichen Gleichungen der eingliedrigen 
Gruppe vorgelegt sind, sondern nur ihre infinitesimale Transformation 
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Eh öf 
U =E Pig +n Jy 
bekannt ist, so findet man alle invarianten Curvenscharen 
w(x, y) = Const. 


aus der Bedingung 
Uo = 2(e), 


die sich, wie schon früher bemerkt wurde (siehe § 1 des 6. Kap.), 
durch Benutzung einer passenden Function P(w) anstelle von œ ohne 
Beschränkung der Allgemeinheit noch specieller aunehmen lässt in 
den Formen: 


Uv = 0, Uo =1. 


Die erste Gleichung giebt durch Integration die Schar der Bahncurven. 
Die Ermittelung der Functionen œw, welche Uw = ł machen, deckt 
sich bekanntlich mit der Integration des simultanen Systems 


dx dy _ do 


und erfordert, wie wir früher zeigten (vgl. S. 33 a. 55), bloss eine 
Quadratur, sobald die Bahncurven bekannt sind. Übrigens haben wir 
hierzu schon früher ein Beispiel gegeben. Es ist dies das 5. Beispiel 
des $ 3, 5. Kap., wo alle bei der eingliedrigen Gruppe der Rotationen 
um den Anfangspunkt invarianten Curvenscharen gesucht wurden. 


Man könnte in ähnlicher Weise wie oben erkennen, dass zu 
jeder eingliedrigen Gruppe der Ebene auch invariante Scharen von 
œo? Curven gehören, äuch wäre es leicht, alle derartigen Scharen aus 
den endlichen Gleichungen der Gruppe zu bestimmen. Aber auf diese 
und ähnliche weitergehende Probleme wollen wir uns hier nicht 
einlassen. 


§ 3. Beispiele: Klassen von Differentialgleichungen erster Ordnung 
in x, y, welche eine eingliedrige Gruppe gestatten und daher 
integrabel sind. 


Die Entwickelungen der §§ 1 und 2, welche uns gestatten, alle 
bei einer vorgelegten eingliedrigen Gruppe invarianten Differential- 
gleichungen erster Ordnung zu finden, sollen jetzt durch mehrere Bei- 
spiele illustriert werden. Dabei heben wir noch einmal ausdrücklich 
hervor, dass eine später zu entwickelnde Methode in allen diesen 
Beispielen schneller zum Ziele führen wird, wie wir seinerzeit zeigen 
werden. 


www.rcin.org.pl 


Beispiele: Klassen von Differentialgleichungen erster Ordnung in x, y. 141 


1. Beispiel: Sei vorgelegt die eingliedrige Gruppe der Trans- 
lationen längs der x-Axe: 
1=ıra y =y. 
Um alle invarianten Scharen von oo! Curven zu finden, muss man 
von einer Curve ausgehen. Entweder ist ihre Gleichung frei von & 
oder nicht. Im ersten Fall ist sie Bahncurve, bleibt also bei allen 
Transformationen der eingliedrigen Gruppe invariant. Die Schar der 
invarianten Bahneurven wird dargestellt durch 


y = Const. 
oder durch die Differentialgleichung 
dy =Ù. 
Enthält dagegen die Gleichung der Curve x, so ist sie nach x auflösbar: 
s — ply) = 0. 
Durch die Translationen der Gruppe geht sie über in die Schar von 


oot Curven: 
x — p(y) = Const., 


deren Differentialgleichung die Form hat: 
1 — g'(y)y = 0. 
Alle Differentialgleichungen also, welche frei von x sind, gestatten 


die eingliedrige Gruppe der Translationen längs der x-Axe. Insbesondere 
ist dy = 0 die Differentialgleichung der Bahncurven. 


Die infinitesimale Transformation der Gruppe lautet sÉ, und die 


allgemeine Form der invarianten Differentialgleichung, mit Ausschluss 
von dy == Q, ist: 

F(y)dy — dx = 0. 
Bestimmt man nach Theorem 8 des § 1, 6. Kap., hieraus einen Multi- 
plicator der Differentialgleichung, so ergiebt sich derselbe gleich 1. 
In der That ist ja auch schon die linke Seite der Differentialgleichung 
ein vollständiges Differential. 


2. Beispiel: Vorgelegt sei die eingliedrige Gruppe von affınen 
Transformationen: 
u —=ar, Yzy. 
Um alle invarianten Curvenscharen zu finden, müssen wir auf eine 
beliebige Curve alle Transformationen der Gruppe ausführen. Zunächst 
kann die Gleichung dieser Curve frei von x sein. Dann bleibt die 
Curve invariant, und so ergiebt sich die Schar der Bahncurven 


y = Const. 
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mit der Differentialgleichung 


dy =Q. 
Enthält die Curvengleichung x, so können wir sie so schreiben: 
z — p(y) =0. 


Durch Ausführung aller Transformationen der Gruppe liefert sie die 
Curvenschar 

T 

z — pu) =0 
oder 


eu = Const. 


mit der Differentialgleichung 
xo (y)dy — p (y)dx = 0 
xdy — F(y)dz = 0. 
Die eingliedrige Gruppe der affinen Transformationen längs der 


x-Axe lässt also unbegrenzt viele Differentialgleichungen erster Ordnung 
invariant, welche die Formen: 


oder also: 


dy = 0 
zdy — F(y)dz = 0 


und 
haben. 
Die Differentialgleichung 


xdy — F(y)dx = 0 
gestattet also auch die infinitesimale Transformation x Ki der Gruppe. 
x 


Nach Theorem 8 hat sie folglich den Multiplicator 


1 
s F'(y) 
In der That ist 
day -s dz 
F (y) £ 


ein vollständiges Differential. 


3. Beispiel: Sei bei der eingliedrigen Gruppe von Ähnlichkeits- 
transformationen: 
an Ma) 
die Gleichung der Curve, von der wir ausgehen, zunächst wieder frei 
von x, also y =c. Die Transformationen der Gruppe führen sie über 


in die Geradenschar 
y = Const. 
mit der Differentialgleichung 
dy = 0. 
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Enthält die Curvengleichung x, so hat sie etwa die Form 


2 — oy)=0 
und liefert daher die Ourvenschar 

x yY) 

woo 


oder bequemer 

ax — play) = 0. 
(Zu letzterer Form wären wir gelangt, wenn wir wie im vorigen 
Paragraphen die Gleichung der ursprünglichen Curve in z,, y, ge- 
schrieben hätten.) Um die zugehörige Differentialgleichung zu finden, 
müssen wir differenzieren: 


dz — g' (ay) dy = 0 


und a aus den beiden letzten Gleichungen eliminieren. Die letzte 
giebt ay in der Form: 


ay = y $H) = u) 
und also: 
au). 
Setzen wir dies in die erste Gleichung ein, so kommt 
PN) oU = 
oder, wenn nach y aufgelöst wird, eine Differentialgleichung von der Form 
y — F( 2) = 0. 
Es ist etwas mühselig, auf directem Wege (indem man auf die Ent- 
stehung dieser Gleichung recurriert) einzusehen, dass hierin F' eine 
beliebige Function von z sein kann. Wir bestätigen es indirect, in- 


dem wir bemerken, dass die letzte Differentialgleichung die infinitesi- 
male Transformation 


E êf 
Uf =x sja 1 Jy 
unserer Gruppe bei beliebig gewähltem F gestattet. Denn die zu 
unserer Gleichung gehörige partielle Differentialgleichung lautet: 


at= + r() 


öz 


g m0 
und es ist also, wie Ausrechnung lehrt: 
(UA) = — Af. 
Die Differentialgleichung y — F = 0 ist also wirklich die allgemeine 
homogene. 
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Bequemer hätten wir dies einsehen können, wenn wir uns des Kunst- 
griffes bedient hätten, die beliebig angenommene Curve nicht in der Form 
x — ply) = 0, sondern in dieser: 


z— o (2)=0 
zu geben. Alsdann ist die Gleichung der Curvenschar: 


ax — op (2) = 0. 
Sie giebt differenziert: 


y. zdy — ~ 
ads — (Er ZI 


sodass die Elimination von a die gewünschte Differentialgleichung giebt: 
p (z) dz — o (Z) (dv 4a) = 0, 

die offenbar homogen ist. Durch passende Wahl der Function ọ er- 

hält man offenbar jede homogene Differentialgleichung erster Ordnung. 


Die eingliedrige Gruppe von Ähnlichkeitstransformationen vom An- 
fangspunkte aus lässt die homogenen Differentialgleichungen 


- y =F (2) 


und keine weiteren invariant. 


Man beachte, dass die Differentialgleichang der Bahncurven 


x = Üonst., nämlich 


y ze £, 
schon in unserer allgemeinen Form enthalten ist, ebenso wie die zu- 
erst gefundene invariante Differentialgleichung dy = 0O oder y = 0. 
Weil nun die homogene Differentialgleichung die infinitesimale Ahn- 
öy 


Die homogene Differentialgleichung 
y = 
dy — F (2) de = 0 


lichkeitstransformation & êr -+ y x; gestattet, so folgt nach Theorem 8: 


hat den Multiplicator*) 
i 


el) 
ihr Integral wird also in bekannter Weise aus dem vollständigen 


Differential 


dy — r(F) dz 


vlt) 


*) Der Satz des Textes ist längst bekannt. 
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durch Quadratur bestimmt. Man bemerkt, dass sich kein Multiplicator 


ergiebt, wenn F y sich auf 7 reduciert, da dann der Nenner Null 
giebt, x i 


ist. Die betreffende Differentialgleichung zdy — ydæ = 0 ist nämlich 
die der Bahncurven, für welche die infinitesimale Transformation 


öf Beer 15 
Trz +y Fy trivial ist. 


4. Beispiel: Die eingliedrige Gruppe der Rotationen um den An- 
fangspunkt 
£, = 4 Cos a — y sina, Yı = z2 sin a + y cosa 
sei vorgelegt. Die Curve, auf welche wir alle Transformationen der 
Gruppe ausführen, denken wir uns in x, und y, geschrieben: 


2a, Y) =M 
Alsdann ergiebt sich durch Ausführung der zur obenstehenden in- 


versen Transformation, die ja ebenso wie diese die allgemeine Trans- 
formation der Gruppe ist, die Curvenschar: 


Q(x cosa -- y sina, x sina -+ y cosa) = 0. 


Um nun die Differentialgleichung dieser Schar aufzustellen, haben wir 
zu differenzieren: 


e8 `. 
ETA (dx cos a — dy sin a) + 


po - (dæ sin a + dy cos a) = 0 


I(x sin a + y cos a) 


0 (x cos 


+ 


und aus den beiden letzten Gleichungen a zu eliminieren. Dies ist 
etwas unbequem: Bezeichnen wir für den Augenblick die beiden hierin 
vorkommenden Differentialquotienten von & mit u und v, so giebt 
die letzte Gleichung 
dy _ 4c0sa--vsina 
dg u Bin a — v cos a 
und also: 
xdy — ydx _ “(x cos a — y sin a) + v(x sin a + y cos a), 
adx + ydy u(x sin a + y cos a) — v(x cos a — y sin a) 


Nun aber ist 
(x cos a — y sin a}? + (x sin a + y cos a} = z? + y. 
Daher kann die rechte Seite der vorletzten Gleichung als Function 


von æ cosa — y sina und z? + y? betrachtet werden. Ebenso lässt 
sich & = 0 in der Form 


x cos a — y sin a = (x? +) 
Lie, Differentialgleichungen. 10 
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schreiben. Also wird die rechte Seite der obigen Gleichung nach 
Elimination von a eine Function von x? + y? allein, sodass sich 
ergiebt: 

sdy — yde _ 2 9 

na a 2) 
oder auch: 


Dass jede Differentialgleichung dieser Art bei beliebiger Wahl der 
Function F von g? + y? die eingliedrige Gruppe der Rotationen ge- 
stattet, wissen wir schon aus dem letzten Beispiel des $ 5, 6. Kap. 

Auf einem weniger künstlichen Wege wären wir zu dieser Differen- 
tialgleichung durch Einführung canonischer Variabeln, nämlich der 
Polarcoordinaten r, p, in die Gruppe der Rotationen gelangt. Dann 
nämlich lauten die Gleichungen der Gruppe einfach 


nr, p= pta. 


Ist also 
olr, p) = 0 
die Gleichung der Ausgangscurve in Polarcoordinaten, so stellt 
ol, p +a«)=0 


die invariante Curvenschar dar. War die ursprüngliche Curvengleichung 
o(ri, pı) = frei von 9,, so enthält auch die neue den Parameter « 
nicht, d. h. jede Curve r = Const. ist, wie wir ja auch schon wissen, 
Bahneurve. Eine invariante Curvenschar ist also die Schar der Kreise 


x + y? = Const. 
mit der Differentialgleichung 
dc + ydy = 0. 
Enthält aber die ursprüngliche Curvengleichung 9,, so ist 
olr,g+ a)=0 
g — f(r) = Const. 


eine invariante Schar. In rechtwinkligen Coordinaten lautet sie etwa: 


arc tg z — F,(a? + y?) = Const. 


oder aufgelöst 


und ihre Differentialgleichung hat die Form: 


ry ' E 2 
g + yy F(z? + y). 


Da diese Differentialgleichung die infinitesimale Rotation 


gestattet, so liefert Theorem 8 einen Multiplicator derselben. Zu diesem 
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Zwecke muss aber die Differentialgleichung erst linear in y gemacht 
werden: 

(— yF(& + y)dy — y+aFl@® + yY))de = 0. 
Es ergiebt sich alsdann der Multiplicator: 


1 T d ® 
«—yPFe+y+aıPy a Fy’ 


In der That ist: 
z — y F(a? + y’) 
RTN 
ein vollständiges Differential. 
Die eingliedrige Gruppe der Rotationen um den Anfangspunkt lässt 
also ausser der Differentialgleichung ihrer Bahncurven: 
ada + ydy = 0 
noch alle Differentialgleichungen von der Form 
sy =y 2 2 
aF a 
invariant. Eine derartige Differentialgleichung besitzt, wenn sie in der 
Form 


_yrak@ ty) gy 


ay st + y* 


(x — yF )dy — (y + xF)de=0 


geschrieben wird, den Multiplicator sgp”) 
5. Beispiel: Auch die Gleichungen Diferential: 
(2) =z, y=y+t apa) erster Ord- 
nunginz,y. 


stellen eine eingliedrige Gruppe dar. Wenn man nämlich ansetzt: 


Ly = T, Y = Y F ap), 
so folgt durch Elimination von æ, und y;: 


t =8, Y =y + (a +a) g(a). 
Um die bei dieser Gruppe invarianten Difterentialgleichungen zu finden, 
führen wir alle Transformationen derselben zunächst auf eine Curve 
aus, deren Gleichung frei von y ist. Offenbar bleibt sie invariant, sie 
ist Bahncurve wie alle Curven der Schar 
x = Const. 
mit der Differentialgleichung 
dx =Q. 


*) Der Satz des Textes ist längst bekannt. 
10* 
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Enthält dagegen die Gleichung der beliebig angenommenen Curve 
wirklich y, ist sie also in der Form 
y — (z) = 0 
darstellbar, so führen die Transformationen der Gruppe sie in die 
Schar über: 
y — apla) — va) = 0. 
Ihre Differentialgleichung ergiebt sich durch Differentiation: 
dy — (ap (a) + Y (a)dz = 0 


und Elimination von a in der Form 


dy — ER.) + v (2)) de = 0. 


. vr) 
Setzen wir 


Pla) _ Ar. 
s T OO) 


ol 


v(a) — v(a) -ZO = wa), 


so nimmt sie die Gestalt an: 
dy — (D(2)y + Wla))dx = 0 

oder 

y — Play — Pa) = 0, 
ist also eine sogenannte lineare Differentialgleichung. 

Umgekehrt können wir zu jeder linearen Differentialgleichung 

(9) y — Dla)y — P(x) = 0 
eine eingliedrige Gruppe (7) angeben, welche sie gestattet. Wir brauchen 
ja nur rückwärts aus (8) p und % zu bestimmen. Es kommt: 


lg g(x) = D(x)dz 
oder 
g(z) S eJ? dz 
v2) — p(z) - Pla) = Pla), 
woraus sich y bestimmen lässt. 
Die allgemeine lineare Differentialgleichung 
y — Pla)y — Pla) = 0 
gestattet mithin die eingliedrige Gruppe 
z =z, p =y + ae 
Diese eingliedrige Gruppe besitzt die infinitesimale Transformation 
P a EL 


ôy 
Also hat unsere Differentialgleichung nach Theorem 8 den Multiplicator 


und 


SP e)dx 
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u: Zur: 
ef Pdz 
In der That ist 
Seet. dy — (Blay + PaO. da 
ein vollständiges Differential. 
Die allgemeine lineare Differentialgleichung 
y—- Day — Fa) 0 
besitzt den Multiplicator 
SE az +) j 


Indem man das Integral durch Quadratur bestimmt, findet man 
die bekannte Form desselben. 
Diese Theorie lässt sich auch folgendermassen entwickeln: Sei 


(10) 29 _ (a)y — Wa) = 0 


eine beliebige vorgelegte lineare Differentialgleichung und y = y, eine 
particulare Lösung derselben, während z die allgemeine Lösung der 
verkürzten Gleichung 

dz 
bedeute. Alsdann ist: 


d £ 
ae Do) - Pa)=0 


und demnach auch 
Y = Y + er 
eine Lösung von (10) und zwar, da sie eine Constante c enthält, die 


allgemeine Lösung. z hat nach (11) die Form: 
z= ef PO dz 
und es ist also 


EN a 
Wir können dies auch so aussprechen: Jede Transformation 
n =8, y =y 4 eey ez 


führt die Gleichung (10) in sich über. Diese oo! Transformationen 
aber bilden eine eingliedrige Gruppe mit der infinitesimalen Trans- 
formation: 
More di 
z 


*) Auch dieser Satz ist längst bekannt. 
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ef : 6 i 
oder # ;,, und so kommt man-zum selben Ergebnis wie oben. Wir 


können es aber jetzt so aussprechen: 
Die Integration der allgemeinen linearen Differentialgleichung 
y — D(z)y — F(s) = 0 
ist durch eine Quadratur zu leisten, sobald die allgemeine Lösung z der 
verkürzten Differentialgleichung 
2 — (xr) = 0 
bekannt ist. Diese aber wird durch eine Quadratur gefunden. 


Kapitel 9. 
Geometrische Anwendungen. 


In diesem Kapitel wollen wir die Theorien der vorangegangenen 
Kapitel in ausgedehnter Weise auf eine Reihe an sich interessanter 
geometrischer Probleme anwenden. Wir heben jedoch hervor, dass die 
Enntwickelungen dieses Kapitels in der Folge nicht unentbehrlich sind. 
Der erste Paragraph wird jedem Leser verständlich sein, während die 
übrigen Paragraphen beim Leser die Kenntnis der Grundzüge der 
Flächentheorie voraussetzen. Nur noch $3 macht hiervon eine Aus- 
nahme, der ein Problem über gewisse Differentialgleichungen behandelt, 
das eine gute Übung in unseren Theorien liefert. 

Hiernach mag der Leser selbst darüber entscheiden, wieviel er 
von diesem Kapitel mitnehmen will. 


& 1. Geometrische Deutung des Integrabilitätsfactors. 


Bei den geometrischen Anwendungen unserer Theorien erweist 
sich eine sehr einfache und schöne geometrische Deutung des Integra- 
bilitätsfactors von grossem Nutzen. Diese soll jetzt abgeleitet werden. 

Wenn die Differentialgleichung 

Xdy — Ydız=0 
die infinitesimale Transformation 


rme c of of 
ur=: 6x “e 6% 
gestattet, so besitzt sie nach Theorem 8 des $ 1, 6. Kapitel, den 


Multiplicator 
f 1 
; Se 
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Es mögen nun ø (zx, y) = Const. die Integralcurven der Differen- Erste Ab 
leitung der 


tialgleichung sein. Alsdann wird die infinitesimale Transformation Uf swwtr- 


schen Deu 


jede Curve œw = c in eine benachbarte œ = c + òc überführen. Dabei tung ds: 


beschreibt jeder Punkt (x, y) eine infinitesimale Strecke ðt VE + mp, 
deren Projectionen auf die Axen 
gleich &dt und not sind, wo dt 
eine für alle Punkte gleiche in- 
finitesimale Constante bedeutet. 
Im Punkte (x, y) wollen wir uns 
noch die Tangente an die hin- 
durchgehende Integralcurve w =c 
gezogen und auf ihr die Strecke 
VX? + Y? (mit den Projectionen X und Y auf die Axen) abgetragen 


denken (Fig. 13). Die beiden Strecken dt VE + y? und VX? + Y? 


bestimmen ein Parallelogramm mit dem Inhalt 


(Xn — Yt) òt = y bi. 


Fig. 13 


Dieses Parallelogramm ist nun bis auf unendlich kleine Grössen zweiter 
Ordnung inhaltsgleich mit dem Rechteck über VX? -+ Y?, dessen Höhe 
die Breite ös des Streifens ist, den die beiden Integralcurven œ == c 
und @ = ¢ + öc einschliessen, gemessen an der Stelle (x, y). Es ist also: 
w t= s VEF Y 
oder: 
òt 

Me a VEF 

in Worten: 
Satz 1: Ein Multiplicator M der Differentialgleichung 

Xdy — Ydx = 0 
ist umgekehrt proportional dem Inhalt des Rechteckes, dessen eine Seite 
der Normalabstand im Punkte (x, y) zwischen der durch den Punkt hin- 
durchgehenden und einer infinitesimal benachbarten Integraleurve, die andere 
die auf der Tangente dieses Punktes abgelragene Strecke VX? + Y” ist”). 


Ursprünglich ist Lie zu dem obigen Satze auf einem anderen Zweite Av- 


= = 5 : 3 A eitung der 

Wege gelangt, ohne mit dem Begriff der infinitesimalen Transformation pemaine 
5 .. * schen Deu- 

zu operieren, nämlich so: tung dea 


: R f A F . Multipli- 
Es seien dx und dy die Projectionen der Breite ðs des von zwei cators. 


benachbarten Integralcurven œ =c und œ = ¢ + òc eingeschlossenen 


*) Lie, Gesellsch. d. W. zu Christiania 1874. 
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Streifens an der Stelle (x, y) Da diese Breite ðs senkrecht zur 


Tangente der Curve œ = c ist und die Richtung AA andererseits die 
Tangente die Richtung 4 besitzt, die sich aus 


_ ĉo do = 


bestimmt, so ist 


dx ôy 
dw do’ 
0x 0y 
also etwa 
do do 
òr = å gz? ya: 
Demnach ist auch: 
do do 
dx dc + dy ðy Vox? + ôy? 


(i) Ba I Aa 

+a = vee 
Nun ist Be dc + IF òy die Änderung, welche œ(x, y) beim Fort- 
schreiten längs ðs erfährt, wobei die Curve œ = c in die benachbarte 


o = c + dc übergeht. Jene Änderung ist also gleich dc. Ferner ist 


Vox:+ ðy = ds und endlich, wenn M einen Multiplicator der Dif- 
ferentialgleichung bezeichnet: 


0 ĝ w 
do = 7; de + y dy = M(Xdy — Yde), 
daher d e 
do __ u oe à 
ne =z MX, jy MY, 
sodass: 


/do\? ðw) i 7 
Ej E= r 
wird. Unsere obige Formel (1) liefert also 


dc A OR 
MXF YA Myx yY 


oder 
dc E 1 


ösyX°+ Tr! 2 VEFE 


als Multiplicator unserer Differentialgleichung. Der Zuwachs dc, den 
w beim Übergang von einer Curve œ = c zu einer benachbarten 
o =c + öc erfährt, hat längs der Curve œw = c denselben Wert und 
ist somit eine Function von œ allein. Welche Function von œ dies 
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ist, ist gleichgültig, da der Multiplicator, mit einer beliebigen Function 
des Integrals multipliciert, wieder in einen Multiplicator übergeht. 


Diese geometrische Deutung des Multiplieators wollen wir zu- 
nächst auf einige sehr einfache Beispiele in Anwendung bringen. 
1. Beispiel: Wenn man auf allen Normalen einer vorgelegten Curve 


p(z, y) = 0 
gleichlange Strecken n abträgt, so bilden ihre Endpunkte eine neue 
Curve. Lässt man » variieren, so erhält man eine Schar von oo! 
Curven, welche bekanntlich die Paralleleurven zur ursprünglichen Curve 
heissen. Die Differentialgleichung Xdy — Ydx =Q einer solchen 
Paralleleurvenschar lässt sich stets durch eine Quadratur integrieren, 
denn man kann einen Multiplicator derselben angeben. Weil nämlich 
der Normalabstand zwischen zwei infinitesimal benachbarten Parallel- 
curven constant ist, so muss nach unserem Satze 1 í 

1 

Zen 
ein Multiplicator sein. Also: 

Weiss man von einer .Differentialgleichung Xdy — Ydz = 0, dass 

ihre Integralcurven Parallelcurven sind, so ist 
1 
VX +Y 
ein Multiplicator derselben, sodass man die Integralcurven durch eine 
Quadratur bestimmen kann. 

Eine Parallelcurvenschar besitzt eine gemeinschaftliche Evolute, 
die Eingehüllte ihrer gemeinschaftlichen Normalen. Daraus folgt, 
dass man die Evolventen einer vorgelegten Curve stets durch eine Qua- 
dratur finden kann, was allerdings auch aus andern Gründen evident ist. 

Z. B. die Evolventen der Parabel y = z? haben die Differential- 
gleichung 

2(x + Va? — y)dy + dz = 0. 


Daher muss 
1 


Viete YF: 
ein Multiplicator dieser Gleichung sein. In der That ist 


2 (x + Vz” — y)dy + dz 
Vil + Vy 


ein vollständiges Differential. 
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2. Beispiel:*) Die Evolventen sind Curven, welche eine Geraden- 
schar orthogonal schneiden. Man kann aber auch die Differential- 
gleichung einer Schar von Curven, welche eine gegebene Geradenschar unter 
beliebigem, aber constanten Winkel @ schneiden, durch eine Quadratur 
integrieren, denn auch hier kann der Abstand zweier infinitesimal benach- 
barter Curven bestimmt werden. Schneiden nämlich zwei infinitesimal 
benachbarte dieser Curven auf einer 
als Anfangsgerade der Schar gewählten 
Geraden 9, die Strecke da, ab, so be- 
stimmen sie auf der nächsten Geraden 
Jı, die mit g) den Winkel d® bilde, 
die Strecke 

da, = ĉa, (1 + ctg O - d®), 
auf der folgenden wieder um d® gegen 
g, geneigten Geraden g, die Strecke 
ða, = da, (1 + ctg © d), also 

ða, = ða, (1 + ctg © . d9Y 
u. s. w., auf der n? Geraden ga, die 
mit 9, den Winkel nd® bildet, die Strecke 

da, = da, (1 + ctg 9 - d8) 
(Fig. 14). Lässt man n unendlich gross werden, sodass nd® in den 
endlichen Winkel übergeht, den eine beliebige Gerade g der Geraden- 
schar mit der Anfangsgeraden g, bildet, so erhält man den Abschnitt 


dinn=o) ĝa = ða (1 + ctg. =) r 
d. h. nach einer bekannten Formel der Analysis: 
Òa = da, e? 8 O, 
und daher ist hier der Abstand ðs der beiden Curven 
ôs = ĝa - sin © = da, e? *8 sin ©. 
Nach Satz 1 besitzt somit die Differentialgleichung Xdy — Ydı = 0 


der Curvenschar den Multiplieator 
Em: ctg O 


Fig. 14 


sin © yX+Yr: 4 
wo ® natürlich eine Function des Punktes (z, y) ist, nämlich der 
Winkel, welchen die durch diesen Punkt gehende Gerade g der ge- 
gebenen Schar mit der Anfangsgeraden g, bildet, und wo der Factor 


sin © als blosse Constante gestrichen werden kann. ® = = führt zu- 


rück zum 1. Beispiel. 


*) Dieses Beispiel wurde von Scheffers angegeben. 
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In dem speciellen Falle, dass die gegebenen Geraden sämtlich 
durch denselben Punkt gehen, wird man auf die Bestimmung der 
logarithmischen Spiralen geführt. Wir fragen dann nach allen 
Curven, welche alle von einem Punkte 
ausgehenden Strahlen unter constantem 
Winkel © schneiden. Wählen wir den 
Mittelpunkt des Strahlenbüschels zum 
Anfangspunkt und die positive x-Axe 
zum Anfangsstrahl, so ist 9 der Winkel, 
dessen Tangente gleich y ist. Bezeichnet 
r den Radiusvector, so ist offenbar hier 
(Fig. 15) 

‚ds. 
dr 


tg © = 
Nun ist 
ə = arctg Ž, r=-Ve+y; 


berechnet man hiernach d® und dr und setzt ihre Werte ein, so 
kommt 

Te ua Ka 

ur Er 


Bezeichnen wir noch ctg ® mit — a, so können wir diese Diffe- 
rentialgleichung so schreiben: 


(x — ya)da + (y + za)dy = 0. 


Nach unserer Theorie muss 


rest 
VEY 
ein Multiplicator derselben sein. Es ist hier 
e a a 
Der Multiplieator kann also, da constante Factoren gestrichen werden 
dürfen, in der Form angenommen werden 


aarcig £ 
e x 


In der That ist: 
(x — yajdx + (y + za)dy sG arctg Ž 
Vet 


ein vollständiges Differential, nämlich von 


a arctg z 
r 


ET nE, 
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Dies gleich Const. gesetzt stellt also die logarithmischen Spiralen 
dar, deren Winkel mit den Radienvectoren gleich arc ctg (— a) ist. 


$. 2. Isothermen in der Ebene und auf krummen Flächen, 


Isothermen 
in der 
Ebene. 


Die Isothermenscharen in der Ebene geben ein weiteres Beispiel 
für die Anwendung der geometrischen Deutung des Multiplicators. 

Bekanntlich versteht man unter einer Isothermenschar eine Schar 
von oo! Curven, welche zusammen mit ihren orthogonalen Trajectorien 
ein Netz von infinitesimalen Quadraten bilden. 

Ist 
(2a) Xdy — Ydz = 0 
die Differentialgleichung einer Isothermenschar, so hat die dazu ortho- 
gonale Isothermenschar die Differentialgleichung 
(2b) Ydy + Xdz =Q. 

Man kann nun diese beiden Gleichungen durch Quadratur inte- 
grieren. 

Deun betrachten wir zwei aufeinander folgende Curven der einen 
und der anderen Schar, welche alle vier zusammen an der Stelle (x, y) 
ein infinitesimales Quadrat bilden, so haben die beiden 
Curvenstreifen des einen und des anderen Paares die- 
selbe Breite ds, nämlich die Quadratseite (Fig. 16). 
Nach unserem Satze ist daher 

ôt 
sV XF Y!’ 

wo òt eine beliebige infinitesimale Zahl bedeutet, 
ein Multiplicator sowohl von (2a) wie von (2b) Wenn aber zwei 
Differentialgleichungen einen gemeinsamen Multiplicator M haben, 
so kann man diesen immer durch Quadratur finden: Der Multiplicator 
muss im vorliegenden Falle die beiden Gleichungen 


Fig i6 


oMX pA 
T = 0 
mai ; 
oMY TI y“ Ai 
0x ôy 
erfüllen, die sich umformen lassen in diese: 
A 
a ve u „ DPTSORNER. GE 2 
3) y GE oy 
\ — x Er = z OE G D 
FPT ôy 
y f 7 J 8 A 5 
Hieraus aber lassen sich le M und 21g M als Functionen von z, y 


berechnen. lg M oder also M selbst ist folglich durch eine Quadratur 
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zu bestimmen. Hat man so den Multiplieator gefunden, so verlangt 
die Integration der Differentialgleichungen (2a) und (2b) nur noch 
je eine Quadratur, daher: 

Satz 2: Ist Xdy — Ydx = Q die Differentialgleichung einer Tso- 
thermenschar in der Ebene, so verlangt ihre Integration nur Quadraturen. 

Nebenbei bemerkt kann man hieraus auch eine notwendige und hin- 
reichende Bedingung dafür ableiten, dass die Differentialgleichung (2a) eine 
öleM a ölg M 


Isothermenschar darstellt. Denn aus (3) müssen sich ~ S À 
dx eu 


so bestimmen, dass die Integrabilitätsbedingung 
ð əðlg M 0 lg M 
y öx ðx öy 
auch wirklich erfüllt ist. Stellt man diese Bedingung auf, so erhält man 


; : P ; De 
eine gewisse Relation zwischen X und Y, welche aussagt, dass y die 
Form haben muss: 


= tg(dlc + iy) + Pla — iy). 


Wenn umgekehrt diese Relation erfüllt ist, so kann man lg M und damit 
auch M bestimmen, d. h. (2a) und (2b) haben einen gemeinsamen Multi- 
plicator, woraus rückwärts folgt, dass die Breite jener beiden Streifen an 
der Stelle (x, y) dieselbe ist, dass die vier Curven also ein Quadrat 
bilden, mit anderen Worten, dass (22) eine Isothermenschar definiert. 


1. Beispiel: Die Differentialgleichung: Beispiele. 
(2a) 2xydy — (yY? — x°) dx = 0, 


welche eine Isothermenschar definiert, soll integriert werden. Hier 
lautet die Gleichung (2) der Orthogonalschar: 


(2b) (y? — a)dy-+ 2xydx =. 
Die Gleichungen (3) werden: 
ô lg M 9 oig M 
|. u a a 4 
(3) ê a 3 a 
— N Feen A 
o z") —, zu a a 
und ergeben: 
ôlg M ___ —4s lg M _ —4y 
dx gi y® y ey 
also 
_ __9 ?ede + 2ydy 
wle M Fy 
oder 
lg M = — 2 lg (x? + 4°), 


1 
Mary 
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Dies ist, wie es sein muss, ein Multiplicator von (2a), denn 
22ydy — (y? — a)dx 
(a + y’) 


ist ein vollständiges Differential. Eine Quadratur liefert das gesuchte 


Integral: 
a, = Const., 
während das Integral von (2b) lautet: 
Fu ye 
zF yi = Const. 


Die erste Isothermenschar ist die Schar aller Kreise, welche die 
y-Axe im Anfangspunkt berühren, die zweite die Schar aller Kreise, 
welche die x-Axe im Anfangspunkt berühren. 
2. Beispiel: Die Differentialgleichung: 
2xydy + (2? — y? + 1)dx = 0 
stellt eine Isothermenschar dar. Sie soll integriert werden. Man 
findet — die Ausrechnung überlassen wir dem Leser — den Multi- 


plicator 
1 


ta — y” + 1) 
und das Integral zunächst in der Form: 
g? -py r mi 


$ arc tg 
Also ist: 
2 re 
a 


2x 


die Isothermenschar. Die Orthogonalschar hat die Gleichung 


Peeti = Const. 
2y 
Die ersteren Curven sind alle Kreise durch die Punkte y = + 1 auf 
der y-Axe, die letzteren die dazu orthogonalen Kreise (durch die 
imaginären Punkte x = +; auf der x-Axe). 


Eben Um weitere Probleme mit Hülfe der geometrischen Deutuug des 
Zwischen, Integrabilitätsfactors zu behandeln, leiten wir zunächst den Hülfssatz ab: 


BHSarSLen Satz 3: Besteht zwischen einem Multiplicator M der vorgelegten 


zweier 


Differential- J),fFerentialgleichung 


gleichungen. 


Xdy — Ydz =Q 
und einem Multiplicator M, einer zweiten vorgelegten Differentialgleichung 
X, dy — Ydı=0 


eine Relation 
M, = p(z, y) M, 
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in der p eine bekannte Function von x, y ist, so kann man die beiden 
Multiplicatoren durch eine Quadratur bestimmen, also jede der beiden 
Differentialgleichungen durch eine fernere Quadratur integrieren. 


Im Fall ọ = 1 haben wir diesen Satz schon oben (S. 156) be- 
wiesen. Der allgemeine Beweis ist fast genau derselbe wie damals: 
Da nämlich M, = ọ M ist, so hat die Differentialgleichung 


g X,dy — g Y,dz = 0, 


die sich mit der zweiten Differentialgleichung deckt, denselben Multi- 
plicator M wie die erste gegebene Differentialgleichung. Damit liegt 
aber wieder der früher betrachtete Fall vor, dass zwei gegebene 
Differentialgleichungen einen gemeinsamen Multiplicator haben, der 
sich also durch Quadratur (vgl. die Formeln (3)) bestimmen lässt. 

Mit Hülfe dieses Satzes ist es leicht einzusehen, dass man z. B. Eivo goo- 


metrische 


zwei vorgelegte Differentialgleichungen Anvami 
Xdy — Ydz = 0, X dy— Y dz =0, 


deren Integralcurven ein Netz von infinitesimalen Parallelogrammen 
bilden, deren Seitenverhältnis an jeder Stelle x, y der Ebene bekannt 
ist, durch im ganzen drei Quadraturen integrieren kann. In der 
That, es besteht dann zwischen den infinitesimalen Parallelogramm- 
seiten da und da, an der Stelle (x, y) eine bekannte Beziehung von 
der Form: 

da 
da, == ve, y). 
Da sich in dem Parallelogramm die Seiten wie die Höhen ôs und ôs, 
verhalten, so ist also 

ö 
7 = p(z, y). 
Andererseits aber sind ðs und ds, die Breiten der von je zwei 
Integraleurven der einen und der anderen 
Differentialgleichung gebildeten Streifen 
an der Stelle (x, y). (Fig. 17.) Be- 
zeichnet dt eine infinitesimale Zahl, 
so sind also 


M, a oM 3 
Oo MET Fig 17 


Multiplicatoren der beiden Differentialgleichungen (nach Satz 1). 
Wegen der obigen Beziehung zwischen ôs und ds, kommt dann: 
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pòt XY? 
Ea c 

d. h. zwischen den Multiplicatoren M und M, besteht eine Beziehung 
von der Form, wie sie in Satz 3 vorausgesetzt wurde. Demnach 
verlangt die Bestimmung von M und M, nur eine Quadratur. Eine 
zweite Quadratur liefert das Integral der ersten, eine von dieser 
Quadratur unabhängige dritte Quadratur das der zweiten Differential- 


M, 


gleichung. 

Also gilt der folgende Satz, von dem Satz 2 nur ein Special- 
fall ist: 

Satz 4: Weiss man, dass die Integralcurven zweier vorgelegter 
Differentialgleichungen 


Xdy — Yax=0, Xdy— Ydıe=0O 
die Ebene in solche infinitesimale Parallelogramme zerlegen, dass das 
Verhältnis der Seiten des an der Stelle (x, y) befindlichen Parallelogramms 
gleich einer bekannten Function p(x, y) des Ortes ist, so verlangt die 
Integration der beiden Differentialgleichungen im ganzen drei Quadraturen. 


Dieser Satz hat auch für die Bestimmung von Ourvenscharen auf 
einer krummen Fläche Bedeutung. Wir zeigen dies an einem Beispiel: 
en Gegeben sei eine Fläche 


auf Flächen. 
g = F(x,y). 


Ein Punkt auf ihr wird durch die Coordinaten x, y bestimmt, durch 
die allein wegen z = F(x, y) sich alle Gleichungen von Curven auf 
der Fläche ausdrücken lassen. Vorgelegt sei nun noch die Differential- 
gleichung einer Isothermenschar auf der Fläche: 

(4) Xdy — Ydx = 0, 

wo also X und Y gegebene Functionen von g, y bedeuten. Sie soll 
integriert werden. 

Zunächst kann man die Differentialgleichung der orthogonalen 
Isothermenschar aufstellen. Es seien nämlich zur Unterscheidung d,x, 
dıy, d‚z die Incremente von x, y, 2 längs einer Isotherme dieser 
zweiten Schar im Punkte (x, y, z), während dx, dy, dz die Ineremente 
von v, y, 2 längs der durch den Punkt (x, y, 2) gehenden Isotherme 
der ersten Schar bedeuten sollen. Da beide Isothermen sich senk- 
recht schneiden, so ist 


(5) dz -dz +dy-dy+ de-dz=0. 
Ferner ist wegen z = F(z,y), wenn sE und ir zur Abkürzung mit 


p und gq bezeichnet werden: 
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(6) [pdx + qdy — dz =Q, 
: (pdz + gdy — dg = 0. 

Durch Elimination von dæ, dy, dz, dz aus (4), (5) und (6) geht 

dann die Differentialgleichung der zweiten Isothermenschar hervor: 

(D (YA +P) + Xpody + (X0 +p) + Ypo)ds =0. 

Die Gleichungen (4) und (7), die von z frei sind, kann man 
natürlich auch auffassen als die Differentialgleichungen der Curven- 
scharen, welche die Projectionen der beiden Isothermenscharen auf 
die (xy)-Ebene sind. Die Gleichung (7) wollen wir abkürzend auch 
so schreiben: 

(7) XKay— Y diz = 0. 

Die Isothermen auf der Fläche teilen diese in infinitesimale Quadrate 
und zwar habe das an der Stelle (x, y) befindliche Quadrat die Seiten- 
länge ôs. Die Projectionen der Quadrate auf die (xy)-Ebene sind 
Parallelogramme (Fig. 18) und das Verhältnis der Seiten do und do, 
dieser Parallelogramme lässt sich berechnen. Es sind ja do und de, 
die Projeetionen von ds auf die (xy)-Ebene, s : 

und zwar ist das eine Mal ôs zur (xy)-Ebene De nn For 
unter einem Winkel p, das andere Mal unter / _ 
einem Winkel p, geneigt, wo 


dx? + dy’ 
cos? p = dx? + dy” + de?’ 
2 d 2 
coat. = dat +d y 


d,a’ + diy? + d2’ 
ist. Die Parallelogrammseiten verhalten sich 
zu einander wie cos @ zu cos @,. Diese Cosinus aber lassen sich 


als Functionen von x und y allein darstellen, denn es ist nach (4) 
und (6): 


I x:+Y? . 
oS P = XF YF PX F aY 
und nach (7) und (6): 


cos? p = 


X’ HY? 

XP+ Y+ oX, Fay 

Es liegt hier mithin der Fall vor, auf welchen sich Satz 4 be- 
zieht: Wir wissen, dass die Integralcurven der vorgelegten Differential- 
gleichungen (4) und (T) oder (7’), diese aufgefasst als Differentialglei- 
chungen in der (xy)-Ebene, die Ebene in infinitesimale Parallelogramme 
teilen, deren Seiten in einem Verhältnis cos ọ : cos g, stehen, das als 
Function des Ortes, d. h. als Function von x und y, bekannt ist. 
Die beiden Differentialgleichungen lassen sich somit durch drei Quadra- 


turen integrieren. Dadurch werden die Projeetionen der Isothermen 
Lie, Differentialgleichungen, 11 


www.rcin.org.pl 


162 Kapitel 9, 88 2, 3. 


und folglich diese selbst bestimmt. Die Integration der ersten Glei- 
chung (4) benötigt nur zwei von diesen drei Quadraturen. Daher: 

Satz 5: Ist eine Isothermenschar auf einer gegebenen Fläche durch 
ihre Differentialgleichung definiert, so kann die Integration der letzteren 
durch zwei Quadraturen geleistet werden. 

Übrigens werden wir die Zurückführbarkeit der Integration später 
auf einem anderen Wege in eleganterer Weise dartlun (vgl. § 4). 

Bemerkt sei noch, dass sich überhaupt der Satz 4 auf krumme 
Flächen ausdehnen lässt, denn bilden auf einer solchen zwei durch 
ihre Differentialgleichungen vorgelegte Curvenscharen infinitesimale 
Parallelogramme, deren Seitenverhältnis eine bekannte Function des 
Ortes ist, so gilt dasselbe von den Projectionen dieser Curvenscharen 
auf die (xy)-Ebene. Satz 5 ist also nur ein Specialfall. 


$ 3. Integration dreier Differentialgleichungen erster Ordnung in 
x, y, welche mehr als eine gemeinsame infinitesimale Transformation 
gestatten. 


Um im folgenden $ 4 auf elegante Weise eine Reihe von Sätzen 
über die Integration von Differentialgleichungen, welche Curvenscharen 
auf krummen Flächen definieren, ableiten zu können, schicken wir 
jetzt eine Theorie voraus, die auch abgesehen von dieser ihrer nach- 
herigen Verwertung Interesse darbietet. 


Drei Ditie- $ : D : r 

rennalglel. Es seien drei Differentialgleichungen 
chungen mit 

Integralen X, dy a Y, da = 0, 
u,v, uto. 


(8) t X dy — Yds = 0, 
Ix.ay — Yd=0 


vorgelegt, und es sei ferner vorausgesetzt, dass ihre Integrale sich in 
solcher Form u, v, w annehmen lassen, dass zwischen ihnen eine 
lineare Relation mit constanten Coefficienten A, u, v besteht: 
Au + uv + vwd. 

Wir können zeigen, dass ihre Integration durch im ganzen drei 
Quadraturen geleistet werden kann. 

Natürlich sind die Constanten A, u, v alle verschieden von Null. 
Mit u ist aüch Au ein Integral der ersten Differentialgleichung (8). 
Ebenso ist auch uv ein Integral der zweiten Differentialgleichung (8) 
und — vw eines der dritten. Jene lineare Relation darf also ins- 
besondere so angenommen werden: 


w= u+ v. 
Es muss nun Multiplicatoren M,, M,, M, geben derart, dass identisch: 
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ja = M, (X, dy — Yıda), 
dv = M,(Xđy — Y,d2), 
Lin = M,(X,dy — Y,da) 
ist. Wegen dw —= du + dv folgt aber hieraus: 
M, X, = M, X, + M,X,, 
M, Y, = M, Y, + M, Yz, 
und also durch Elimination von M;: 
M (X X, — X; Yi) + M(X, Y, — X, Y) = 0, 


®) 


d. h. 
a MAN 
Er E 
Zwischen den Multiplicatoren M, und M, der beiden ersten Differential- 
gleichungen (8) besteht also eine bekannte Beziehung von der Form: 
M, = g(x, y) M,. 
Nach Satz 3 des vorigen Paragraphen lässt sich folglich M, durch 
eine Quadratur bestimmen. Damit ist dann auch M, und 
M, = XFM, X, 
8 
gefunden. Nun berechnet man durch je eine Quadratur aus (9) auch 
u und v und kennt damit ohne weiteres das Integral w = u + v. 
Satz 6: Weiss man von drei gewöhnlichen Differentialgleichungen 
erster Ordnung in x, y, dass sich ihre Integrale in solcher Form u, v, w 
wählen lassen, dass zwischen ihnen eine lineare Relation mit constanten 
Coefficienten besteht, insbesondere etwa diese: w== u + v, so kann man 
sie alle drei durch im ganzen drei Quadraturen integrieren. 


Man kann den Zusammenhang zwischen den drei Differential- 
sleichungen noch in anderer Weise charakterisieren. Zu dem Zwecke 
wollen wir einmal alle infinitesinalen Transformationen aufsuchen, 
welche alle drei Differentialgleichungen gemeinschaftlich gestatten. 
Wir führen dazu am besten neue Veränderliche ein, etwa die Integrale 
u und v der beiden ersten Gleichungen. Dann nehmen die drei 
Differentialgleichungen die einfachen Formen an: 

du = 0, vd=0, du -+ dv =0. 


Soll die erste die in den neuen Veränderlichen u, v geschriebene 
infinitesimale Transformation 


ð 0 
Wf=g(u,v) if + y(u, v) - 


gestatten, so darf das Increment, das Wf dem u erteilt, nur von u 
11* 
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abhängen. Soll die zweite sie gestatten, so darf analog das Increment 
von v nur von v abhängen, sodass also Wf zunächst die Form hat: 


Wwr=glu) 2E + te) © 


Die dritte Differentialgleichung du + dv = 0 ist der linearen partiellen 
Differentialgleichung 


äquivalent. Soll sie Wf gestatten, so muss nach Theorem 9 des § 2 
des 6. Kap. eine Relation bestehen: 


(WC) = ACf. 


Ausgerechnet kommt: 


at af © 
Or H WO) gi = i (Ga — B) 


d. h. 
p (u) = y'w) = Const. 
und somit: 
g(u) =a + cu, 
p(w) =b + ev, 
sodass 


Wf = (at ou) 2E t (b + cv) $E 


wird. Unsere drei Differentialgleichungen gestatten also die drei in- 
finitesimalen Transformationen: 

0 0 

re SE, u + 4 i, 
die sich durch Nullsetzen je zweier Constanten ergeben, und jede, 
welche sich aus diesen liñear mit constanten Coefficienten a, b, c zu- 
sammensetzen lässt, also, wie wir uns ausdrücken, von ihnen abhängig ist. 

Satz 7: Lassen sich die Integrale dreier gewöhnlicher Differential- 

gleichungen erster Ordnung in x, y auf solche Formen u, v, w bringen, 
dass w= u + v wird, so gestalten die drei Gleichungen gemeinschaftlich 
gerade drei von einander unabhängige infinitesimale Transformationen. 
Dieselben lassen sich durch Einführung der neuen Veränderlichen u, v 
auf die Form bringen: 


ð 0 0 ô 
A p tet 


Wir werden nunmehr durch ein allerdings längeres Raisonnement, 


gielchunge, das jedoch guten Übungsstoff für früher Vorgetragenes bietet, um- 


7 "gekehrt einsehen, dass drei Differentialgleichungen erster Ordnung in 
%, y, welche gemeinsam mehr als eine infinitesimale Transformation 
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gestatten, gerade drei von einander unabhängige infinitesimale Trans- 
formationen zulassen. Wir werden dadurch zu dem Satz gelangen*): 
‚ Satz 8: Wenn drei gewöhnliche Differentialgleichungen erster Ordnung 
in x, y gemeinschaftlich mehr als eine infinitesimale Transformation ye- 
statten, so lassen sich ihre Integrale auf eine solche Form u, v, w bringen, 
das w = u + v wird. 

Dieser Satz wird übrigens bei den Problemen des nächsten Para- 
graphen nicht benutzt, kann daher auch übergangen werden. 

Zum Beweise benutzen wir wie vorhin die Einführung zweck- 
mässiger neuer Variabeln. Wenn % ein Integral der ersten und v 
eines der zweiten vorgelegten Differentialgleichung ist, so benutzen 
wir diese als neue Veränderliche. Alsdann haben die beiden ersten 
Differentialgleiehungen die Form 

du=0, dv=0, 
während die dritte zunächst die allgemeine Form hat: 
dv — ®(u, v)du = Q. 


Nach Voraussetzung sollen die drei Differentialgleichungen mehr als 
eine gemeinschaftliche infinitesimale Transformation 


Wf = g (u, v) st + y(u v) z 


gestatten. Wie schon vorhin bemerkt wurde, darf p nur von «u, % 
nur von v abhängen, wenn du = 0O und dv = Q diese infinitesimale 
Transformation gestatten sollen. Also ist: 

Br G ôf 
(10) Wf = glu) gu T YOg 
Die dritte Ditferentialgleichung ist der linearen partiellen Differential- 
gleichung 


er of 
*) Der hier zu gebende Beweis ist elementar. Kürzer und eleganter gestaltet 
er sich durch Benutzung der Theorie der Transformationsgruppen: Daselbst wird 
gezeigt, dass alle mehr als eingliedrigen Gruppen der Ebene, welche drei Diffe- 
rentialgleichungen erster Ordnung invariant lassen, durch Einführung zweck- 
mässiger Variabeln auf eine der beiden Formen p, qg, xp + yg und p, xp + yq 
Bf af 
gebracht werden können. (Hier ist p = yE, q4 = sL ) Alsdann übersieht man 
leicht, dass die drei Differentialgleichungen die Form adx + bdy = 0 haben, 
wo a und b Constanten sind. Die Integrale haben also die Form q æ + biy, 
9% + b y, aax + bay und für diese ist der Satz evident. Diese Methode be- 
nutzte Lie in seinen Vorlesungen. Die mehr elementare Methode des Textes 
gehört Scheffers. 
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äquivalent. Da sie Wf gestatten soll, so muss nach Theorem 9 des 
$ 2, 6. Kap., eine Relation bestehen von der Form: 

(WC) = AH 
oder ausgerechnet: 


[ 3ð 


a pe 
TETE ~ou 


„ef of 
EEE 
Hier bedeutet natürlich p’ den Differentialquotienten e, ebenso wie 


Ņ -= a sein soll. Da diese Relation für alle Werte von f bestehen 


soll, so muss 


und demnach: 

d ap , , 
sein. Jede infinitesimale AT also, welche alle drei Diffe- 
rentialgleichungen invariant lässt, hat die Form (10), in der zwischen 


p und y die Beziehung (11) besteht. 
Es sei nun 


Wi=9% hd 


eine dieser infinitesimalen Transformationen. Alsdann werden wir an 
Stelle von « und v die Qusereh: 


z~ "du ao. “do 
J polu)? W) 
als Veränderliche benutzen, wodurch W,f in sc +: Í übergeht. Die 


beiden ersten Differentialgleichungen lauten dann din 0, ZEN) 
und die dritte erhält eine Form do — ®(u, v)du = 0. Wir können 
deshalb annehmen, unsere Verändlichen w, v seien schon so gewählt, 
dass eine der infinitesimalen Transformationen, welche alle drei 
Gleichungen du = 0, dv = 0, dv — du =Q invariant lassen, die 
einfache Form hat: 


(12) wi=2 + 


Etè 


Aber freilich geht dies dann E wenn p) oder p, identisch 
verschwindet. Diesen Ausnahmefall können wir aber schnell erledigen. 
Ist nämlich etwa y = 0, aber 9,==0, so führen wir nur an Stelle 


» 
A : du he ” > er 
von u die Function f 76 als neue Veränderliche «u ein. Dann dürfen 
0 


(u) 
wir also annehmen, dass W,f die Form hat 
va ef 
Wf TA 
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Hier liefert (11), da p = 1, y = 0 ist = 0, d. b. die dritte ge- 


’ du 
gebene De E hat die Form du — ®(v)dv = 0. Indem 
man dann — fP(v)dv als neues v einführt, erkennt man, dass die 
drei Differentialgleichungen auf die Form 


dud=0, dv=0, u+dv=0 


zu bringen sind, sodass das Integral w der letzten gleich der Summe 
u+- v der Integrale der beiden ersten ist. In diesem Ausnahmefall 
sind wir also zu dem gewünschten Ergebnis gelangt, ohne die in 
Satz 8 aufgestellte Voraussetzung, dass die drei Differentialgleichungen 
mehr als eine infinitesimale Transformation gestatten, im Beweise 
völlig benutzt zu haben. 

Ist hiermit der Ausnahmefall erledigt, so handelt es sich jetzt 
noch darum, den Fall zu untersuchen, in welchem eine der infinitesi- 
malen Transformationen Wf die Far Form hat: 


(12) wi=4+ 

Hier ist p = y = 1 und (11) liefert also 
od ôd- _ 
ju t ee 0, 


d. h. © ist eine Function von u — v allein, sodass die drei vorgelegten 
Differentialgleichungen lauten: 


(13) du =0, v=0, dv — (u — v)du = 0. 


Nun sollen sie mehr als die eine infinitesimale Transformation W,f 
gestatten. Es sei also: 


Wf = pfu) F f E yl) 


eine zweite, von W f unabhängige; es nich sich also pọ und % 
nicht etwa auf eine Constante a reducieren. Hier liefert die Be- 


dingung (11), da ® eine Function von u — v allein ist, wenn In 


kurz mit ®’ bezeichnet wird: 

$-v)e=(W — HD 
oder: 
(14) een 

TESEV a 

Es kommt nun darauf an, diese Bedingung zu interpretieren. 

Dabei ist im Auge zu behalten, dass ọ eine Function von u, p eine 
von v und ® eine von u — v sein soll, und dass pọ und % sich nicht 
beide auf eine Constante a reducieren dürfen. Man findet durch eine 
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allerdings etwas umständliche Erwägung, dass der Bruch (14) eine 
Constante ist. 


Zum Beweise bemerken wir, dass wegen (14) jedenfalls eine Function 
e von u und v existiert, sodass einzeln: 


p(u) Ze (vo) =o 
C Lg (u) — y (v) = ER 


ist. Welche Form ọ haben muss, ist leicht zu sehen, denn die erste 
Gleichung giebt nach w und nach v differenziert: 


, oo r è (9 
p (u) = Fa’ VO 
sodass, wenu dies in die zweite eingesetzt wird, 
do ðe _ 
ut mer 


hervorgeht oder: 


ô lg o 3lge p 
en ur 0) 


Diese lineare partielle Differentialgleichung für lgọ ist äquivalent dem 
simultanen System 


von welchem u—v und ge — 42(u— v): (u +v) Integrale sind, 
sodass zu setzen ist: 


ge — 4 &- (u + v) = lg F(u — v) 
oder: 
(16) p = Patut L, 


Hier bedeutet F wie 2 eine Function von u — v allein. Setzen wir den 
Wert (16) in die erste Gleichung (15) ein, so kommt: 


a7) plu) — p(o) = weht, 


Die rechte Seite soll sich in der links stehenden Form darstellen lassen, 
d. h. die rechte Seite muss, wenn sie nach w und das Ergebnis weiterhin 
nach v differenziert wird, ebenso wie die linke Null ergeben. Dies giebt die 
Bedingung: 


— P — 4ER PN (u tv) — 4ER (u tHo) 
HIE HAER + AES Ur oN GR — g u o) = o. 


Hierin sind P, P, W”, R, Q, Q” Functionen von u — v allein. Ausserdem 
kommt noch u + v vor und zwar quadratisch. Da die Gleichung für alle 
Werte von «+ v und w — v bestehen soll, so müssen notwendig die 


Coefficienten von (u + v}, (u +v) und (u + v)? einzeln verschwinden. 
Dies liefert die drei Relationen: 


yr—0, PULLER =0, 1-0. 
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Entweder ist also & = 0, d. h. Q eine Constante, was wir beweisen 
wollten, oder #==0. Dann aber giebt (17): 


p(u) — (0) 0, 
d. h. 
glu) =a, ylv)=a, 
wo a eine Constante ist. Die Möglichkeit, dass œ und y sich auf dieselbe 


Constante reducieren, wurde aber oben ausdrücklich ausgeschlossen. 
Demnach hat sich ergeben, dass 32 eine Constante ist. 


Es war & zur Abkürzung für — 4 gebraucht. Es ergiebt sich 
mithin, dass 


a = a (= Const.), 


P = get (œ = Const.) 
ist. Somit lauten unsere drei Differentialgleichungen (13): 
du=0, dv =0, e’dv — «e”du =Q. 


Hier ist œ -4=0. Wenn wir e” und — «e*“ im Falle a==0 an Stelle 
von v und « als Variabeln benutzen, gehen sie über in: 


du = 0, dv=0Q0, dv +4 du =Ù, 


d. h. ihre Integrale u, v, w stehen in der Beziehung w = u + v. Ist 
a = Q, so ist dies evident, wenn — «u als neues u benutzt wird. 
Damit ist Satz 8 völlig bewiesen. 


Wenn drei Differentialgleichungen erster Ordnung in x, y vor- 
liegen, so sind drei Fälle denkbar. Entweder gestatten sie mehr als 
cine gemeinschaftliche infinitesimale Transformation. Diesen Fall haben 
wir soeben erledigt, auf ihn beziehen sich die Sätze 6, 7 und 8. Oder 
aber sie gestatten nur eine gemeinsame infinitesimale Transformation, 
oder endlich sie gestatten keine gemeinsame. 

Auch im zweiten Fall kann man die Integration auf Quadraturen 
zurückführen, indem sich alsdann die betreffende infinitesimale Trans- 
formation durch Quadratur finden lässt, sodass damit ein Multiplicator 
jeder der drei Gleichungen zu bestimmen ist. Wir werden jedoch 
hierauf nieht näher eingehen. 


8 4. Anwendungen auf Probleme der Flächentheorie. 


Wir werden die im vorigen Paragraphen entwickelte Integrations- 
theorie auf einige Probleme anwenden, die sich auf die Bestimmung 
gewisser Curvenscharen auf gegebenen Flächen beziehen. 
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Auf einer krummen Fläche sind drei Doppelscharen von je 
oo! Curven von besonderem Interesse, nämlich die Haupttangenten- 
curven oder, wie man sie auch nennt, die asymptotischen Curven, die 
Krümmungslinien und die Minimaleurven, d. h. die (imaginären) Curven, 
deren Bogenelement ds = O ist. Wir nennen diese Scharen Doppel- 
scharen, weil durch jeden Punkt der Fläche im allgemeinen zwei 
Curven jeder Art hindurchgehen, analytisch ausgedrückt: weil die 
Differentialgleichungen dieser Scharen hinsichtlich der Differential- 
quotienten quadratisch sind. 

Wenn nämlich die Punkte der als gegeben betrachteten Fläche 
durch zwei Parameter u, v bestimmt werden und wenn e, f, g die 
Gauss’schen Fundamentalgrössen erster Ordnung, E, F, G die zweiter 
Ordnung (nämlich in Gauss Bezeichnung D, D’, D), aber noch 


dividiert durch ¿£ = Veg — f?, bezeichnen, so lautet die Differential- 
gleichung der Haupttangentencurven 


(18) Edw + 2Fdudv + Gdi? = 0, 
die der Krümmungslinien 

d? — dudv du’? 
(19) | e f g |=0 


CE JE G 
und die der Minimalcurven von der Bogenlänge Null: 
(20) edu? + 2fdudv + gav? = 0. 


Die linken Seiten dieser drei Differentialgleichungen lassen sich in je 
zwei in du und dv lineare Factoren zerlegen, sodass wir also sechs 
Differentialgleichungen vor uns haben von der Form 


Yau — Udv =Q. 


Im allgemeinen werden nun zwischen gewissen dreien derselben 
keine solche Beziehungen bestehen, wie wir sie im vorigen Para- 
graphen betrachteten. Besonderes Interesse bieten deshalb die F'lächen- 
gattungen dar, bei welchen die Integrale gewisser dreier dieser Gleichungen 
auf eine solche Form gebracht werden können, dass zwischen ihnen eine 
lineare Relation mit constanten Coefficienten besteht. Wir werden hier 
nur einzelne dieser Fälle näher besprechen. 

Sie beziehen sich ihrer Natur nach auf besondere Flächengattungen. 
Dem gegenüber lassen sich aber auch andere Probleme, welche sich 
auf gewisse Curvenscharen auf ganz beliebigen Flächen beziehen, mit 
Hülfe unserer Theorie erledigen, so die Integration der Differential- 
" gleichung einer Isothermenschar a einer beliebigen Fläche. Wir fanden 
in $ 2, dass diese Integration immer durch Quadraturen geleistet 
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werden kann. Dies hat den folgenden tieferen Grund: Man weiss aus 
der allgemeinen Flächentheorie, dass, wenn (u, v) = Const. und 
v, (u, v) = Const. die Minimalceurven darstellen, alsdann jede Isothermen- 
schar durch eine Gleichung von der Form 


Ua) + Yo) = 0 
oder bei passender Wahl von x, und v, durch: 

u + v, = Const. 
dargestellt wird. Demnach stehen die in (20) enthaltenen Differential- 
gleichungen der beiden Scharen von Minimalcurven und die vorgelegte 
Differentialgleichung einer Isothermenschar: 

U(u, v)dv — V (u, v)du = 0 
(jetzt bei beliebiger Wahl der Flächenparameter u, v) in der Beziehung, 
dass zwischen ihren Integralen u,,v,, w, eine lineare Relation w, =u +, 
besteht. Ihre Integration verlangt also nach Satz 6 des vorigen 
Paragraphen nur Quadraturen*). In § 2 bewiesen wir dies auf einem 
etwas umständlicheren Wege. 
Nunmehr wollen wir jene oben charakterisierten Einzelprobleme 

in einigen Beispielen erläutern und erledigen. 


1. Beispiel: Vorausgesetzt wird, dass zwischen den Differential- 
qleichungen der beiden Scharen von Haupttangentencurven und der einen 
Schar von Krümmungslinien die Beziehung besteht, wonach ihre Integrale 
hi, Re, kı auf eine Form gebracht werden können, in welcher eine 
lineare Relation mit constanten Coefficienten zwischen ihnen stattfindet: 
kı = h + h. Übrigens ist dann k, = h, — h, das Integral der 
Differentialgleichung der Krümmungslinien der zweiten Schar, da die 
vier durch einen Flächenpunkt gehenden Curven der betrachteten Art 
in ihm Richtungen mit dem Doppelverhältnis — 1 haben, denn die 
Haupttangentencurven halbieren die Winkel der Krümmungslinien, 
und da andererseits die Differentialgleichungen dh, = 0, dh, = 0; 
dh, + dh, = O, dh, — dh, vier harmonische Richtungen bestimmen. 
Man kann dann nach unserer im vorigen Paragraphen entwickelten 
Theorie die beiden Scharen der Haupttangentencurven und die der 
Krümmungslinien durch Quadraturen bestimmen. Um nun aber zu 
erkennen, welche geometrische Bigentümlichkeit diesen jetzt betrach- 
teten Flächen zukommt, wollen wir für den Augenblick annehmen, 


*) Dieser Satz wurde zuerst aufgestellt von Lie in der Abhandlung: „All- 
gemeine Theorie der partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung (2. Abteil.)“, 
Math. Ann. XI (1877), S. 556. Später haben Weingarten und Darboux einen 
speciellen Fall dieses Satzes bewiesen. 
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die Parameterlinien # = Const., v = Const. seien gerade die Haupt- 
tangentencurven. Dann ist nach (18) E = G = 0, so dass die Diffe- 
rentialgleichung (19) der Krümmungslinien sich reduciert auf: 


(Vedu + Ygdv) (Vedu — Vg do) = 0. 
Nach Voraussetzung sollen sich die Krümmungslinien in der Form 
glu) + yv) = Const. 
ergeben, denn (u) und (v) sind die allgemeinen Integrale der 
Differentialgleichungen du = 0, dv =0 der Haupttangentencurven. 


Folglich muss Ve sich bis auf einen Factor ọ auf die Function ọ (u), 
Vg sich bis auf denselben Factor ọ auf die Function y(u) reducieren: 


Ve =p), Vg = evt), 
wo ọ eine Function von u, v ist, sodass das Quadrat des Bogen- 
elementes der Fläche die Form erhält, wenn f gleich y(u, v)o? ge- 
setzt wird: 
ds? = ọ° (plu)du? + 2ydudv + y(v)dv’). 

Wenn wir von dem Ausnahmefall, dass e == 0 oder g = O ist, d. h. 
dass die eine oder andere Haupttangentencurvenschar aus Minimal- 
curven besteht, absehen, so können wir durch Einführung einer 
Function von u als neues # und einer Function von v als neues v, 
wodurch das Bisherige nicht wesentlich berührt wird, erreichen, dass 
yW)=1, y(v) = 1 wird, sodass dann: 


ds? = ọ° (du? + 2ydudv + dr?) 


ist. Hiernach ist das Bogenelement, welches die Curven u = Const. 
und u + du = Const. auf einer Curve v = Const. abschneiden, gleich 
ọdu, und Entsprechendes gilt für die Bogen auf den Curven 
u = Const. Nimmt man also die beiden Differentiale du und dv 
gleich gross an, d. h. überzieht man die Fläche mit den Haupt- 
tangentencurven u = Up, U == o F E, U= Uo H 2E, .. o, V = D, 
v =v F E, v= F 2£,..., wo & eine infinitesimale Grösse be- 
deute, so erhält man ein Netz von infinitesimalen Rhomben. An 
der Stelle (u, v) besitzt der betreffende Rhombus die Seite o(u, v)e. 
Wenn umgekehrt das Netz der Haupttangentencurven aus Rhomben 
besteht, so folgt, dass Vedu und Ygdv für du = dv gleich sind, d. h. 
Ve=Y9= ọ(u, v) ist u. s. w., es ergiebt sich also rückwärts die 
zu Anfang dieses Beispiels gemachte Annahme. Übrigens lauten bei 
unserer Wahl der Parameter u, v die Differentialgleichungen der 


Krümmungslinien 
du + dv = 0, 
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d. h. die Krümmungslinien sind, wie auch geometrisch erhellt, die 
Diagonalen jener Rhomben. 

Satz 9: Kann man auf einer Fläche die Haupttangentencurven so 
ziehen, dass sie ein Netz von infinitesimalen Rhomben bilden, so verlangt 
die Integration der Differentialgleichungen der Haupttangenteneurven und 
Krümmungslinien nur Quadraturen. 

Zu den Flächen dieser Art gehören insbesondere alle Flächen 
constanten Gauss’schen Krümmungsmasses, Wenn man nämlich auf 
einer solchen Fläche die Haupttangenteneurven als Parameterlinien 
u = Const., v = Const. einführt, so werden, wie Dini und Enneper 
zuerst zeigten, e und g Functionen von u resp. v allein. Also folgt: 


Satz 10: Die Haupttangentencurven und Krümmungslinien einer 
Fläche constanter Krümmung lassen sich durch Quadraturen bestimmen“). 


Nun können wir übrigens auch auf directem geometrischen Wege 
einsehen, dass auf den Flächen, welche von ihren Haupttangenten- 
curven in infinitesimale Rhomben zerteilt werden, diese Curven durch 
Quadraturen gefunden werden können. 

Es seien nämlich «, v beliebig gewählte Flächenparameter, z. B. 
die Coordinaten x, y, und es sei ọ(u, v)dt, wo öt eine infinitesimale 
Grösse bedeute, die noch unbekannte 
Seitenlänge des an der Stelle (u, v) 
der Fläche befindlichen Rhombus., Er- 
teilen wir nun dem daselbst befind- 
lichen Punkt (x, y, 2) die infinitesimale 
Fortschreitung o6t längs einer der hin- 
durchgehenden beiden Haupttangenten- 
curven und verfahren wir so mit allen 
Punkten der Fläche, so geht offenbar 
jede Haupttangentencurve der anderen 
Schar in eine ebensolche über. Auch 
die Krümmungslinien, die Diagonalen 
der Rhomben, werden unter einander vertauscht. (Siehe Fig. 19.) 

Diese geometrische Thatsache verwerten wir analytisch. In dem 
beliebig angenommenen Parametersystem u, v hat das Quadrat des 
Bogenelementes allgemein die Form 


(21) ds’ = edu? + 2fdudv + gdv, 


*) Lie, Zur Theorie der Flächen constanter Krümmung I. Archiv for Math. 
og Naturv. Bd. III (1879), S. 345—354. Vgl. auch Bulletin des sciences math, 
t. V (1881), II. serie, p. 79—80. 
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in der e, f, g bekannte Functionen von u, v sind. Indem wir die all- 
gemeine Differentialgleichung (18) der Haupttangentencurven in ihre 
linearen Factoren zerlegen, erhalten wir die beiden Differentialglei- 
chungen 

(22) Adv — Bdu = 0, Cdv— Ddu =Q 


der beiden Scharen von Haupttangentencurven. Es handelt sich darum, 
sie zu integrieren. A, B, C, D sind natürlich bekannte Functionen 
von u und v. 

Wir suchen den analytischen Ausdruck jener oben betrachteten 
infinitesimalen Transformation. Dieselbe führt einen Punkt (u, v) der 
Fläche längs einer Haupttangentencurve der Schar 


Adv — Bdu = 0 


hin zu einem infinitesimal benachbarten Punkte (u + du, v + òv). 
Die Incremente ĝu und dv müssen also die Form haben: 


ôu = 1At, ðv =å Bôt. 


Nun soll die Verschiebung die Länge ọôżt haben. Nach (21) muss 
also sein: 
OE = edw + 2föudv + går? 
oder: 
@ = (Ae +2ABf+ B’y), 
d. h. 
1= - i e 
VA’e + 2ABf+ Big 
sodass die infinitesimale Transformation in w, v geschrieben das 


Symbol hat: 


of of 
ge Bus me 


Väe F 2ABf + Big’ 


wo das allgemeine Functionszeichen f statt f gewählt wurde, weil f 
schon eine andere Bedeutung hat. Allerdings ist hier ọ noch un- 
bekannt. 

Diese infinitesimale Transformation führt die Haupttangenten- 
curven der zweiten Schar: 


Cdv — Ddu = 0 


in sich über, lässt also diese Differentialgleichung invariant. Nach 
Theorem 8, $ 1, 6. Kap. besitzt mithin diese Differentialgleichung 
den Multiplicator: 


(23) N= 


1 VA 42ABf + Big 
e` AD- BC 
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Ganz ebenso ergiebt sich, dass die Differentialgleichung 
Adv — Bdu = 0 
der anderen Schar den Multiplicator 


_ 1 YC!e+2CDf-+ Dig 
(24) 22: AD — BC 


besitzt. 
Zwischen zwei Multiplieatoren M und N der beiden Differential- 
gleichungen (22) besteht also eine bekannte Relation: 
/@e + 20Df + Dig 
=} Ate + 2AB/ 4 Big 
Nach Satz 3, § 2 A Kapitels lassen sich also auch M und N 
durch nur eine Quadratur finden. Mithin erfordert die Integration 
der beiden Gleichungen (22) im ganzen drei Quadraturen. 

Da jene beiden infinitesimalen Transformationen auch die Krüm- 
mungslinien unter einander vertauschen, so kann man für die Diffe- 
rentialgleichungen dieser ähnliche Multiplicatoren aufstellen. 

Wenn insbesondere jene Rhomben constante Seitenlänge ọôt haben, 
so ist ọ = 1 zu setzen, d. h. nach (23) und (24) kennen wir dann 
die Multiplicatoren M und N und die Bestimmung der Haupttangenten- 
curven erfordert nur zwei Quadraturen. Dieser Fall tritt, wie oben 
bemerkt, bei den Flächen constanter Krümmung ein. 


Wir wollen diese allgemeinen Ergebnisse an dem Beispiele der 
Flächen constanter Krümmung, welche Rotationsflächen sind, verificieren. 
Bekanntlich kann man jede solche Fläche mit der 2-Axe als Rotations- 
axe darstellen in der Form: 


x = a sin u cos v, y= a sin u sin v, 


2 = [vr — a? cos? udu. 
Berechnet man hier die Fundamentalgrössen, so kommt: 
a, HU, gSa sn u, 


ak sin u an Sn 
E = -= F=0, G =} sin u V4? — a cos? u, 


VA? — a? cos? u” 
sodass die Differentialgleichung der Haupttangentencurven 
Edw + 2Fdudv + Gdi? = 0 
die Form erhält: 
du? + (4? — a? cos? ujdi? = 0 
oder, in ihre linearen Factoren zerspalten: 


V — aè? cos? u - dv F ihdu = 0. 
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Natürlich ist die Integration sofort durch Separation der Variabeln 
zu leisten. Wir wollen jedoch unsere obigen allgemeinen Resultate 
verificieren. Es ist hier zu setzen: 


A=VE— & cou, B=ii, 

ayen De a, 
sodass AD — BC = — 2i4 YA? — a? cos! u und: 

Ae + 2ABFf + B?g = MR — a’), 
also constant wird. Dasselbe gilt von 

C?e +- 20Df + D?g = 2° (2 — a’). 
Die beiden Differentialgleichungen der Haupttangentencurven besitzen 
sonach den Multiplicator 

E "u 


— 2il VA? — a? cos? u 


oder auch 
1 


V1? — a’ cos? u 


und das ist offenbar richtig. 


Man kann nach der analytischen Bedingung dafür fragen, dass 

eine Fläche 
z=F (z, y) 

eine Fläche der von uns betrachteten Gatiung ist, d. h. von ihren Haupt- 
tangentencurven in Rhomben zerlegt wird. Der Weg zu ihrer Aufstellung 
liegt offen: Wir benutzen x und y als Parameter u und v. Dann 
ist bekanntlich, wenn die ersten partiellen Differentialguotienten von 
z nach z, y mit p, q, die zweiten der Reihe nach mit r, s, t be- 
zeichnet werden: 


=1+#, f=p, g9=1 +? 
und die Gleichung der Haupttangentencurven: 
rd + 2sdxdy + td? = 0. 
Sie ist in ihre linearen Factoren zu zerspalten: 
(tdy + (s + o)dz) ((s + w)dy + rdz) = 0, 


sodass zu setzen ist: 


A= — t, B =s +o, 
C=stoa D=-—r. 
Hierbei bedeutet œ die Quadratwurzel: 
v = Vè — rt. 
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Nun wird: 
Ae + 2ABf+ Bg =P + p) — 2pgtis+ 0) + (+ +) 
Ce + 2CDf + Dg= (s + o) (1 + p) — 2pgr(s + 0) +U + g) 
Diese beiden Ausdrücke, sie seien zur Abkürzung mit U? und V* 
bezeichnet, stellen sich also dar als Functionen der ersten und zweiten 
Differentialquotienten von 2. 

Wenn nun die Fläche z = F(x, y) eine Fläche der betrachteten 
Art ist, so müssen nach (23) und (24) die beiden Differentialgleichungen 
der Haupttangentencurven: 


(25) V(Ady — Bdr) = 0, U(Cdy — Ddx) = 0 
einen gemeinsamen Multiplicator: 
1 
P= e(AD— BO) 
besitzen. 


Wenn umgekehrt die beiden Differentialgleichungen der Haupt- 
tangentencurven (25) einen gemeinsamen Multiplicator P besitzen, so 
lässt sich hieraus ọ bestimmen und danach wieder rückwärts eine infini- 
tesimale Transformation angeben, welche die eine Schar der Haupt- 
tangentencurven invariant lässt, u. s. w., d. h. man gelangt wieder 
zu den Flächen, welche von ihren Haupttangentencurven in Rhomben 
zerlegt werden. 

Einzige Bedingung für unsere Fläche ist also die, dass die beiden 
Differentialgleichungen (25) einen gemeinsamen Multiplicator haben, 
dass also eine Function P existiert, sodass: 


y -ti 2 E u YVA êF B 
Fa RETR — E 

ox oy ? 

air e out oUn 
UC g a 2, 


Ser id en 


ist, Hieraus lassen sich RE uf algebraischem Wege be- 


stimmen und zwar als nn der en zweiten und dritten Ab- 
leitungen von z. Die einzige verbleibende Bedingung, nämlich die 
der Integrabilität: 

001g P 8 lg P 

ðy ðx Gm ôy’ 
eulhält also die ersten bis vierten Differentialquotienten von 2. 

Die Flächen z = F(x,y) also, welche von ihren Haupttangenten- 
curven in Rhomben zerlegt werden, sind definiert durch eine partielle 
Differentialgleichung vierter Ordnung. 

Wenn wir insbesondere verlangen, dass die Fläche z = F(x, y) 


von ihren Haupttangenteneurven in Rhomben von constanter Seiten- 
Lie, Differentielgleichungen. 12 
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länge odt zerlegt werden soll, so ist in (23) und (24) ọ = 1 an- 
zunehmen, d. h. wir haben auszudrücken, dass die Gleichungen 

Ady — Bdx = 0, Cdy — Ddx = 0 
die Multiplicatoren 


U 
M = resp. N= 4 


L 
ADE BU AD— BC 
besitzen. Dies liefert offenbar zwei partielle Differentialgleichungen 
dritter Ordnung für z. Man kann zeigen, dass dieselben nur von 
solchen Flächen gleichzeitig erfüllt werden, für die 
rt — s? 

a Hp Ha 
ist, d. h. nur von den Flächen constanter Krümmung. Wir gehen aber 
hierauf nicht näher ein. 


== Const. 


2. Beispiel: Die vorliegende Fläche möge nunmehr die Eigen- 
tümlichkeit haben, dass zwischen den beiden Differentialgleichungen der 
Minimalcurven und der Differentialgleichung der einen Schar der Krüm- 
mungslinien die im vorigen Paragraphen betrachtete Beziehung besteht, 
wonach das Integral der letzteren sich linear mit constanten Coefficienten 
durch die der beiden ersteren ausdrückt. Übrigens gilt dann dasselbe 
von dem Integral der Differentialgleichung der anderen Krümmungs- 
linienschar, da die durch einen Punkt gehenden Minimalcurven und 
Krümmungslinien in diesem Punkte vier Richtungen mit harmonischem 
Doppelverhältnis bestimmen. Nach $ 3 können wir diese Minimal- 
curven und Krümmungslinien durch Quadraturen bestimmen. 

Um die geometrische Eigentümlichkeit unserer Flächengattung 
zu finden, seien die Parameterlinien u = Const, v = Const. die 
Minimalcurven. Längs derselben muss das Bogenelement Null sein, 
d. h. in 

ds? = edu? + 2fdudv + gdr? 
ist e = g = 0. Es bleibt demnach 
ds? = 2fdudv. 
Die Differentialgleichung (19) der Krümmungslinien nimmt also die 
Form an: 


(YG dv + VEdu) (VG dv — VEdu) = 0. 
Da das Integral von 
VGdv + YEdu—=0 
die Form (u) + (v) haben soll — denn (u) und (v) sind die 


allgemeinen Integrale der Differentialgleichungen du = 0, dv = 0 der 
Minimalcurven —, so sind E und G von der Form: 
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E=ọVg(u), G =o V4), 

wo ọ eine Function von u, v bedeutet. Indem wir an Stelle von u, v 
passende Functionen von u allein und von v allein als Parameter 
einführen, erreichen wir insbesondere, dass 

E=ọ, G=io 
wird (wenn wir von dem Ausnahmefall E == O oder G = Q0, in 
welchem die Krümmungslinien Minimalcurven sind, absehen). Die 
Krümmungslinien sind dann gegeben durch: 


u + iv = Const. 
Sie sind Jsothermen. Um dies nachzuweisen — ohne uns auf die 
Theorie der Isothermensysteme auf Flächen zu stützen, nach der dies 
augenscheinlich ist — führen wir neue Parameter u,, v, ein vermöge: 


u -+ iv = 2u, u — iv = 2in, 
sodass u, = Const., v, = Const. die Krümmungslinien sind. Als- 
dann ist: 


du = du, + idv,, dv = — idu, — dv, 
und also wird das Quadrat des Bogenelementes 
ds? = 2fdudv = — 2if(du? + dv”), 


d. h. längs der Krümmungslinien u, = Const., v, = Const. haben die 
also die Krümmungslinien u = u, U = u F €, U = u F 2E... 

= Vo, V = V F E, v = vy F 2E,..., wo & eine infinitesimale Zahl 
bedeute, so bilden sie Quadrate von der Seitenlänge ey — 2if, was 
zu beweisen war. 

Wenn umgekehrt die Krümmungslinien einer Fläche Isothermen 
sind, so folgt rückwärts, dass man das Bogenelement durch Ein- 
führung passender Parameter «, v auf die Form 

ds? = 2fdudv 
bringen kann und gleichzeitig u + iv = Const. die Krümmungslinien 
darstellt. Man gelangt also zu den ursprünglichen Flächen zurück. 

Satz 11: Sind die Krümmungslinien einer Fläche Isothermen, so 
kann man sie und die Minimalcurven der Fläche durch Quadraturen 
bestimmen. 

Übrigens ist dieser Satz, soweit er von den Krümmungslinien 
spricht, nur ein Specialfall des Satzes 5, § 2. 


Angenommen, es seien u, v beliebig gewählte Flächenparanıeter, 
in denen das Quadrat des Bogenelementes 


ds? = edu? + 2fdudv + gdr? 
12* 
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ist, und die Differentialgleichung (19) der Krümmungslinien lasse sich 
in die beiden linearen Factoren zerlegen: 


Adv — Bau=0, Cdv— Dau=(, 


wo A, B, C, D alsdann bekannte Functionen von u, v sind, so lässt 
sich ihre Integration in derselben Weise wie im vorigen Beispiel 
durchführen, indem wir die infinitesimalen Transformationen aufstellen, 
welche die Punkte der Fläche längs der einen Krümmungslinien um 
die infinitesimalen Quadratseiten verschieben. Diese beiden infinitesi- 
malen Transformationen lassen jedesmal die andere Schar der Krüm- 
mungslinien invariant. Wie im 1. Beispiel finden wir danach, dass 


m! VC’e+2CDf+ D!g 
-y AD— BC j 


Multiplicator der einen, 
N! VA?e + 2ABf+ By 


e AD BO 


Multiplicator der anderen Differentialgleichung der Krümmungslinien 
ist. ọ ist hierin noch unbekannt, aber zwischen N und M besteht 
eine bekannte Beziehung, sodass die Integration nach Satz 3, $ 2, 
geleistet werden kann. 

Wenn man die Coordinaten x, y als Parameter u, v wählt und 
wie im 1. Beispiel die Bedingung sucht, welche die betrachteten 
Flächen z = F(x,y) erfüllen müssen, so kommt man auch hier auf 
eine partielle Differentialgleichung vierter Ordnung, die aus einer Inte- 
grabilitätsbedingung hervorgeht. Diese partielle Differentialgleichung 
aller Flächen, deren Krümmungslinien Isothermen sind, wurde von 
Weingarten*) in sehr eleganter Form zuerst aufgestellt. 

Zu den hier betrachteten Flächen gehören die Flächen zweiten 
Grades, die Rotationsflächen und die Flächen constanter mittlerer 
Krümmung. Dass insbesondere die Minimalflächen hierher gehören 
und also ihre Krümmungslinien durch Quadraturen zu bestimmen 
sind, hat schon Roberts”*) bewiesen. 


ER 3. Beispiel: Angenommen, zwischen den Integralen der beiden Diffe- 
er rentialgleichungen der Minimaleurven und der Differentialgleichung der 
tangenten- einen Schar der Haupttangentencurven bestehe eine lineare Beziehung mit 
Me nen 
wind 


*) Weingarten, Über die Differentialgleichung der Oberflächen, welche 
durch ihre Krümmungslinien in unendlich kleine Quadrate geteilt werden können. 
Sitzungsberichte der preuss. Acad. d. Wissensch. 1883, S. 1153—1166. 

+*+) Roberts, Sur la surface dont les rayons de courbure sont égaux, mais 
dirigées en sens opposés. Journal de Liouville, t. XI, 1. serie, p. 300—312. 
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constanten Coefficienten. Alsdann lassen sich diese drei Curvenscharen 
auf der betreffenden Fläche durch Quadraturen bestimmen, nach § 3. 
Wegen der vorausgesetzten Beziehung sind nach der allgemeinen 
Theorie der Isothermen auf Flächen die Haupttangenteneurven, von 
denen hier die Rede ist, eine Schar von Isothermen. Daher, da sich 
diese Folgerung umkehren lässt: 

Satz 12: Sind die Haupttangentencurven der einen Schar auf einer 
Fläche Isothermen, so kann man diese sowie die beiden Scharen der 
Minimalcurven durch Quadraturen finden. 

Es ist hier nicht gesagt, dass auch die Haupttangenteneurven 
der zweiten Schar Isothermen seien. Wenn aber beide Scharen zu- 
sammen ein Isothermensystem bilden, so durchschneiden die Haupt- 
langentencurven einander senkrecht. Dies tritt bekanntlich nur bei den 
Minimalflächen ein. Umgekehrt bilden aber auch die Haupttangenten- 
curven einer Minimalfläche stets ein Isothermensystem. Somit folgt 
der von Roberts*) zuerst abgeleitete Satz, dass die Haupttangenten- 
curven einer Minimalfläche durch Quadraturen zu bestimmen sind. 

Als Anhang hierzu heben wir noch eine Bemerkung über Minimal- 
flächen hervor: Da man weiss, dass parallele Ebenen eine Minimal- 
fläche in Isothermen schneiden, so sind auch die Orthogonaleurven 
dieser Parallelschnitte Isothermen. Sie können nach Satz 5 des $ 2 
folglich durch Quadratur gefunden werden. 


$ 5. Integration gewisser Differentialgleiehungen von Curven- 
scharen in der Ebene und auf krummen Flächen. 


Wir haben mehrfach von dem Satze 3 des $ 2 Gebrauch ge- 
macht, nach welchem die Integration zweier Differentialgleichungen 
Adv — Bdiu=0, (dv — Dau=0 
nur Quadraturen erfordert, sobald man weiss, dass zwischen zwei 


Multiplicatoren M und N derselben eine Beziehung besteht von der 
Form: 
N 
m. g (u, v). 
lu Satz 4 des § 2 haben wir diesen Satz geometrisch eingekleidet. 
Weitere geometrische Anwendungen knüpfen sich an die folgende Beziehung 


—M% 

Verallgemeinerung jenes Satzes: SeA 
Satz 13: Besteht zwischen zwei Multiplicatoren M und N der beidensoren zweier 
gewöhnlichen Differentialgleichungen: Bleieihingen 


Adv — Bdu = 0, Cdv— Ddu = 0 


*) Siehe die letzte Fusanote. 
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eine Beziehung von der Form: 
N= Me.ß, 


wo « und B bekannte Functionen von u und v bedeuten, so verlangt die 
Integration der beiden Gleiehungen nur Quadraturen. 

Zum Beweise bemerken wir, dass M und N die Definitions- 
gleichungen erfüllen: d 


ölgM , „ögM__ ôA _ĉB 
(26) A ðu ' B ðv Bu av? 
ô lg N 0) £ Mo 20 oD 
C> L Dp- E Zt 
ou ov ou ôv? 
deren zweite sich wegen 
(27) N= M".ß 


verwandelt in: 
peee RO p N e0 əD 
U 


0v ou 00 
oder: 
er a 
(28) 
‚ ‚ölgß ölgß ðD 
+C u +D COR A ðv 
lg M o lg M 


Die Gleichungen (26) und (28) sind linear in ° a = 


Somit lassen sich diese — da (28) noch lg M explicite enthält — 
darstellen in der Form: 


[oe =al M + e, 
(29) 
ppa =vlgM+n, 


wo A, u, v, x bekannte Funetionen von % und v bedeuten. 

Aus zwei solchen Gleichungen (29) lässt sich nun lg M durch 
zwei Quadraturen bestimmen. Stellt man nämlich zunächst die Inte- 
grabilitätsbedingung auf, so findet man, dass unter anderem 


ôl m=? 
ðv ðu 
ist. Mithin giebt es eine Function œ von u, v, für die: 
ðo do 
DU a EO 
ist. Sie wird durch eine Quadratur bestimmt. Setzt man dann 
le M = 9. e”, 


so ergiebt sich zur Bestimmung von & 
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und hieraus wird & durch eine Quadratur gefunden. Dann ist auch 
lg M = Q. e bekannt. 

Hiermit ist Satz 13 bewiesen. Denn es ist jetzt der Multiplicator 
M und nach (27) auch der Multiplicator N gefunden. Die Integration 
der Differentialgleichungen verlangt weiterhin also nur noch Quadra- 
turen. 


Um unseren Satz 13 anzuwenden, wollen wir zunächst unter u, v Geometri- 
die rechtwinkligen Punktcoordinaten x, y der Ebene verstehen. Es wendung in 


seien also in der Ebene zwei Curvenscharen definiert durch die Glei- 


chungen: 
Ady — Bax=0, Cdy — Ddx = 0. 


Es sei M ein Multiplicator der ersten und N einer der zweiten und 
zwischen beiden bestehe die obige Beziehung: 


(27) N=M".$, 


wo «, ß bekannte Functionen von x, y sein sollen. 
Erinnern wir uns an die geometrische Deutung des Multiplicators 
in Satz 1, $ 1 dieses Kapitels. Danach ist zu setzen: 


et | r ôt 
ôu VAF Bi 


vye D 

Hier bedeutet dt eine infinitesimale Zahl. du und ðv sind die 
Breiten der Streifen, welche von zwei infinitesimal benachbarten 
Curven der ersten bez. zweiten Schar gebildet werden, gemessen an 
der Stelle (x, y) Die Beziehung (27) kann also geschrieben werden: 


ut 2. (u 

òv YO! + D? (a ve) ji 
Hier sind «, ß, A, B, C, D bekannte Functionen von v, y. Es be- 
steht demnach zwischen du und ôv eine bekannte Relation von der 


Form: 


(öu\e@&,y) ô 
(28) (GO ge = oey) 


Wenn umgekehrt eine solche Beziehung besteht, so kann man 
daraus die Relation (27) ableiten, die beiden Differentialgleichungen 
also nach Satz 13 durch Quadraturen erledigen. 

Ein Specialfall der Gleichung (28) ist: 


ôu.: òv = v(x, y)ör”. 
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Er lässt sich leicht geometrisch deuten: Die Integraleurven der 
beiden vorgelegten Differentialgleichungen bilden infinitesimale Paral- 
Der a lelogramme. Betrachten wir 


Sc _ das an der Stelle (x, y) 
BZ o befindliche. ôu und òv sind 


-— ; ER in demselben die Höhen. 
wii} = Bezeichnen wir die Seiten 
“Aap Sn == des Parallelogramms mit 
nn m dm und ôn, u Winkel 
rig. 20 mit ©, so ist (Fig. 20): 
du = ðn -sin ©, ðv = ðm sin O, 
also 
ðu- òv = Ön -Òm - sin? ©. 
Aber ón. ôm» sin® ist der unendlich kleine Inhalt J des Parallelo- 
gramms. Die angenommene Beziehung liefert daher: 
J sin O = o(a, y)öR. 
Nun ist sin ® leicht als Function von & und y auszudrücken, denn 
die durch den Punkt (x, y) gehenden Curven der beiden Scharen 
haben zur x-Axe die Tangentialneigungen = und F: sodass 


B D 
A C BC— AD 
“e= ED 20-20 
A d 


ist. Unsere Annahme kommt also auf die hinaus, dass der Inhalt J 
des Parallelogramms als Function des Ortes (x, y) bekannt ist. Wenn 
umgekehrt dies der Fall ist, so lässt sich rückwärts die Relation (27) 
ableiten. Sonach kommt: 
Satz 14: Zerlegen die Integralcurven zweier Differentialgleichungen 
Ady — Bdx = 0, (dy— Ddx = 0 
die (xy)-Ebene in infinitesimale Parallelogramme derart, dass der Inhalt 
des an der Stelle (x, y) befindlichen Parallelogramms eine bekannte 
Function des Ortes ist, so verlangt die Integration nur Quadraturen. 
Insbesondere schliessen wir noch: 
Satz 15: Weiss man von den Integralcurven zweier Differential- 
gleichungen 
Ady — Bdx=0, Cdy — Dax =, 
dass sie die (zy)-Ebene in infinitesimale gleichgrosse Parallelogramme zer- 
legen, so verlangt ihre Integration nur Quadraturen. 
Derartige Differentialgleichungen kommen vor, wenn es sich darum 
handelt, die Ebene flächentreu auf sich selbst abzubilden. Die Curven, 
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in welche dabei die Geraden x = Const. und y = Const. übergehen, 
sind Integraleurven solcher Differentialgleichungen. 

Wir gehen dazu über, den Satz 13 auf Curvenscharen anzu- Anwentun 
wenden, die auf krummen Flächen gelegen sind. Es seien also u, vriwer Fläche, 
Parameter einer vorgelegten Fläche und 

Adv— Bdu = 0, Cdv — Ddu = 0 

die Differentialgleichungen zweier Curvenscharen auf der Fläche, Es 
seien ferner wieder ĝm und ðn die Seiten des von den Integralcurven 
an der Stelle (w, v) gebildeten infinitesimalen Parallelogramms. Wenn 
wir nun alle Punkte der Fläche längs der zweiten Curvenschar um 
die Strecken ðn weiter rücken lassen, so werden offenbar die Curven 
der ersten Schar unter sich vertauscht. Diese infinitesimale Trans- 
formation lässt sich leicht in u und v ausdrücken. (Vgl. 1. Beispiel 
des § 4.) Da sie längs der Curven der zweiten Schar stattfindet, hat 
sie die Form 


es 


wo t noch zu bestimmen ist und wo das allgemeine Functionszeichen f 

statt f genommen wurde, um Verwechselungen mit dem sogleich auf- 

tretenden Zeichen f vorzubeugen. w und v erfahren also die Incremente 
ðu = tòt, dv—=rDöt, 

d. h. das Quadrat der Strecke, um welche der Punkt (u, v) verschoben 

wird, ist: 


eöu? + 2fõuðv + gðv? = t? (eC? + 2fFOCD + g D’) dt”. 


Hier bedeuten natürlich e, f, g die Fundamentalgrössen erster Ordnung 
der Fläche. Da nun die Punkte um die Strecken ĝu verschoben wer- 
den sollen, so ist also: 

ôn? = t? (eC? + 2fFCD + gD Òt’, 


d. h. 
òn 1 


dt yed F 2f0D 4 gD” 
Zur Abkürzung wollen wir setzen: 


Vec? + 2f0D gD =V 


T = 


und analog: 


Ve £ +2fAB +gB? = U, 
sodass jene infinitesimale Transformation das Symbol hat: 
en 


r.p (e+ D3). 


Sie lässt die Integralcurven der Differentialgleichung 
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Adv — Bdu —=0O 
invariant, d. h. diese hat nach Theorem 8, $ 1, 6. Kap., den Inte- 
srabilitätsfactor 
(30) he 


wo 
d=4AD-— BC 


ist. Analog hat die Differentialgleichung 


Cdv — Ddu = 0 
den Multiplicator 


(31) Nut. 


3 öm 
Nach Satz 13 sind die beiden vorgelegten Differentialgleichungen 
integrabel, wenn zwischen M und N eine Beziehung besteht von der Form 


N = Me». B(u, v) 


d. h. wenn — nach den letzten Ergebnissen — zwischen den Seiten 
ôm und ôn des Parallelogramms eine bekannte Relation besteht von 


der Form: 
ôm /8 n\e v) 
re). 
Daher kann Satz 13 so ausgesprochen werden: 

Satz 16: Weiss man, dass zwischen den Seiten Òm und òn der 
infinitesimalen Parallelogramme, in welche die Integraleurven zweier vor- 
gelegter Differentialgleichungen 

Adv — Biu=0, Cdv— Ddu =0 
eine durch gewisse Gleichungen 
z=y(u, v), y=ylm v), z = y(u, v) 
definierte Fläche zerlegen, eine bekannte Beziehung besteht von der Form: 
ð 8 m\alu, s) 
ee ren), 
in der ðt eme infinitesimale Zahl bedeutet, so verlangt die Integration 
der Differentialgleichungen nur Quadraturen. 

Dies tritt z. B. dann ein, wenn die Parallelogramme constanten 
Inhalt haben. Denn ist ® der Winkel der sich im Punkte (u, v) kreu- 
zenden Integraleurven, so ist der Inhalt gleich ömdu sin © = Const., 
d. h. = dt”, sodass die Relation lautet: 

dm _ (ni, 1, 
dt: Ot sin © 


k : “ 5 3 p Ur 
sin © ist bekannt, denn längs der einen Curve ist > = A längs der 
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$ D z e 3 
andern = b, sodass sich sin © nach einer bekannten Formel der 


Flächentheorie berechnen lässt. Es kommt: 


n d.t 

sm 0 = 7 
wo 

t=VẸVeg -f 


ist. Daher wird unsere Relation: 
dm n UV. 
òt ôt d.t 
Führen wir hierin wieder M und N ein nach (30) und (31), so 
kommt: 


t eg—f* 
MEN = J= Veo aay 

Also: 

Satz 17: Weiss man, dass die Integralcurven der beiden vorgelegten 
Differentialgleichungen 

Adv — Bdu=0, Cdv — Ddu = 0 

cine durch gewisse Gleichungen x = y(u, v), y=Y(uv), z = y(u, v) 
definierte Fläche in gleichgrosse infinitesimale Parallelogramme zerlegen, 


so besteht zwischen zwei Integrabilitätsfactoren M und N der Gleichungen 
die Beziehung 


(e, f, g bedeuten hierbei die Fundamentalgrössen erster Ordnung der 
Fläche). Die Integration verlangt also nur Quadraturen. 


Abteilung II. 
Eingliedrige Gruppen in drei Veränderlichen. 


Bisher haben wir uns auf Untersuchungen im Gebiete zweier Ver- 
änderlicher beschränkt. Wir wollen jetzt unsere Betrachtungen auf 
das Gebiet dreier Veränderlicher x, y, z ausdehnen. Dabei werden wir 
zunächst v, y, 2 als rechtwinklige Punktcoordinaten im Raume deuten. 
Eine andere Interpretation der Veränderlichen als Bestimmungsstücke 
eines Linienelementes in der Ebene wird später in den Vordergrund treten. 
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Kapitel 10. 


Systeme simultaner gewöhnlicher Differentialgleichungen und lineare 
partielle Differentialgleichungen. — Die Jacobi'sche Identität. 


Zunächst werden wir jetzt an eine Reihe bekannter Tihatsachen 
erinnern, indem wir den Integralen simultaner gewöhnlicher Differen- 
tialgleichungen und den Lösungen linearer partieller Differentialglei- 
chungen in drei unabhängigen Veränderlichen æ, y, z geometrische 
Deutungen unterlegen und den Zusammenhang zwischen jenen Inte- 
gralen und diesen Lösungen erläutern. 

Im Anschluss hieran werden wir noch einzelne Punkte beleuchten, 
auf welche wir uns später zu beziehen haben. 


$ 1. Geometrische Deutungen simultaner gewöhnlicher und linearer 
pertieller Differentialgleichungen. 


Ebenso wie zwischen einer gewöhnlichen Differentialssleichung in 
zwei Veränderlichen x, y 
Xdy — Ydz = 0 
oder 
dæ _ dy 
sao 
und der linearen partiellen Differentialgleichung 


x+y =o 


ein enger Zusammenhang besteht, insofern als jedes Integral f der 
ersteren eine Lösung der letzteren und umgekehrt jede Lösung f der 
letzteren ein Integral der ersteren ist, — ebenso hängt auch das simul- 
tane System von zwei gewöhnlichen Differentialgleichungen in drei Ver- 
änderlichen x, y, z 


w 0777 
eng zusammen mit der linearen partiellen ET 
(2) x Aent tyz 


Es sollen hier natürlich X, Y, $ a von &, Y, 2 bedeuten. 
Wir wollen diesen bekannten Zusammenhang im gegenwärtigen Para- 
graphen analytisch wie geometrisch beleuchten. 


Das System (1) integrieren heisst, etwa y und z als Functionen 
von x zu bestimmen, sodass sie die Gleichungen (1) identisch erfüllen, 
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mit anderen Worten — wenn &, y, z als rechtwinklige Punkteoordi- 
naten im Raume gedeutet werden —, diejenigen Curven im Raume zu 
finden, welche die folgende geometrische Eigentümlichkeit besitzen: 
Die Gleichungen (1) ordnen jedem Punkte (x, y, z), für welchen nicht 
etwa zufällig gerade X = Y = Z = 0 ist, eine Fortschreitungsrichtung 
(dx, dy, dz) zu, deren Richtungscosinus proportional X, Y, Z sind. 
Das Integrationsproblem besteht nun darin, alle Curven zu finden, deren 
Tangenten in allen ihren Punkten mit den den betreffenden Punkten 
zugeordneten Fortschreitungsrichtungen zusammenfallen. Die Integra- 
tion liefert, wie man analytisch beweisen kann, œo? Curven (indem 
zwei Integrationsconstanten auftreten). Dies hat einen anschaulichen 
Sinn, denn wir werden geometrisch eine solche Integralcurve dadurch 
erhalten, dass wir von einem beliebigen Punkte ausgehend der ihm 
zugeordneten Richtung folgen bis zu einem benachbarten Punkt, hier 
wieder der diesem zugehörigen Richtung bis zum nächsten Punkt nach- 
gehen u. s. w. Durch jeden Punkt allgemeiner Lage im Raume geht 
also eine und nur eine Integraleurve, sodass es im ganzen deren oo? 
giebt. Natürlich ist diese anschauliche Betrachtung kein strenger 
Beweis für die Existenz von Integralcurven. Wir setzen vielmehr die 
allgemeine Möglichkeit der Integration als bekannt voraus. 

Analytisch werden die oo? Integraleurven durch zwei Gleichungen 
dargestellt, die, nach den willkürlichen Constanten a, b aufgelöst, etwa 
die Form haben: 

ur, Y, 2) = Q, v(, Y, 2) =b, 

Jedem bestimmten Zahlenpaar a, b entspricht eine Integralcurve. Die 
vorstehenden Gleichungen stellen die oo? Integraleurven dar als Schnitte 
der Flächen u = Const. und v = Const. Folglich enthält jede dieser 
Flächen oo! Integraleurven. 


Eine Funetion % heisst ein Integral des simultanen Systems (1), 
wenn jede Fläche aus der Schar u = Const. von oo! Integralcurven 
des Systems erzeugt wird. Dies tritt dann und nur dann ein, wenn 
u die Gleichung 


eu cu ou 
es In rer „ 
identisch erfüllt. Dann nämlich und nur dann besitzt jede Fläche 
u = Const. in jedem Punkte eine Tangente, deren Richtung (X: Y:Z) 
mit der Richtung der durch den betreffenden Punkt gehenden Integral- 
curve zusammenfällt. Wenn man also von Punkt zu Punkt dieser 


Richtung nachgeht, d. h. eine Integraleurve durchläuft, so bleibt man 
fortwährend auf der Fläche «== Const., die daher die durch einen 
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beliebigen ihrer Punkte hindurchgehende Integraleurve vollständig 
enthält, mithin von oo! Integraleurven erzeugt wird. 
Kennt man zwei von einander unabhängige Integrale u und v des 
simultanen Systems (1), so stellen die Gleichungen 
u =a, v =b _ (a,b = Const.) 
alle œœ? Integraleurven dar. Da nun 
Au, v) = 0 
die allgemeine Gleichung einer von oo! Curven u = a, v = b erzeugten 
Fläche ist, so ist Q&(u, v) das allgemeinste Integral des simultanen 
Systems. Jedes Integral des Systems ist also darstellbar als Function 
irgend zweier von einander unabhängiger Integrale derselben. Kennt 
man nur diese zwei, so kennt man alle Integrale und alle Integral- 
curven, und das simultane System ist als integriert zu betrachten. 
Eine einzelne Fläche 
p (z, y, 2) = 0 
wird von oo! Integralcurven erzeugt, wenn sie in jedem ihrer Punkte 
(x, y, 2) die Richtung der hindurchgehenden Integraleurve zur Tan- 
gente hat, wenn also für jeden Punkt der Fläche 


7] o 
x“ mpy? a Zr re 


ist, denn dann und nur dann enthält sie die durch ihre Punkte gehen- 
den Integraleurven. Dies können wir auch so aussprechen: Die Glei- 
chung g(x, y, 2)=0 lässt sich dann und nur dann in der Form 
Q(u, v) = Q schreiben, in der u, v zwei von einander unabhängige 
Integrale darstellen, wenn die en 
o ð 
A TAE = +20 

besteht vermöge g(x, Y, 0. 

Hierbei wird stets von solchen Punkten (x, y, 2) abgesehen, für 
die X, Y, Z selbst sämtlich verschwinden. 


Lineare par- Betrachten wir nun die lineare partielle Differentialgleichung 
rentialglei- f] 2 ö 
ans (2) Roe+ Ye +Zzi=0. 


Lösung derselben heisst jede Function f = u, welche sie identisch er- 
füllt und keine Constante ist. Nach dem Obigen ist demnach jede 
Lösung von (2) ein Integral des simultanen Systems (1), und umgekehrt. 
Daher leuchtet ein, dass die allgemeinste Lösung von (2) die Form 
f= &(u,v) hat, sobald nur u, v irgend zwei von einander unabhängige 
Lösungen darstellen. Während das simultane System (1) oo? Curven 
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— die Integraleurven v=a, v =b — definiert, werden durch die 
lineare partielle Differentialgleichung (2) diejenigen Flächen 

2(u, v) = Const. 
bestimmt, deren jede von je oo! Integraleurven erzeugt wird. Sind 
die Integralcurven bekannt, so sind es auch die von ihnen gebildeten 
Flächen, die Integralflächen, und umgekehrt. 

Die Integration der linearen partiellen Differentialgleichung (2) 
ist demnach auf diejenige des simultanen Systems (1) zurückführbar, 
oder auch umgekehrt. 

Sind u und v zwei von einander unabhängige Lösungen von (2), 
d. h. Integrale von (1), so stellen die Gleichungen 

wma vb 

die œœ? Integraleurven von (1) dar. Diese Curven nennen wir nach 
Monge auch die Charakteristiken der linearen partiellen Differential- 
gleichung (2). Wir können daher sagen: Jede Lösung von (2) stellt 
gleich Const. gesetzt eine von oo! Charakteristiken erzeugte Integral- 
fläche von (1) dar, und umgekehrt erzeugt eine continuierliche Schar 
von oo! Charakteristiken — etwa alle von einer beliebigen Curve aus- 
gehenden Charakteristiken — stets eine Integralfläche. 


Wir wollen diese geometrischen Deutungen durch einige sehr ein- 
fache Beispiele erläutern. 


1. Beispiel: Die lineare partielle Differentialgleichung 
a 
ôx 0y 


hängt zusammen mit dem simultanen System 
dæ _ dy Be dz 


y — g 0 

Dasselbe ordnet einem Punkt (x, y, £) des Raumes eine Fortschrei- 
tungsrichtung zu, deren Richtungscosinus proportional y, — x, O sind, 
die also zur (xy)-Ebene parallel und auf dem Lote vom Punkt aus 
auf die z-Axe senkrecht steht. Verfolgt man die Fortschreitungs- 
richtung von Punkt zu Punkt, so beschreibt man einen Kreis, der 
seinen Mittelpunkt auf der 2-Axe hat und dessen Ebene auf der z- Axe 
senkrecht steht. Die Charakteristiken sind also sämtliche Kreise, welche 
durch Rotation um die z-Axe entstehen, die von Charakteristiken er- 
zeugten Integralflächen daher die Rotationsflächen mit der z-Axe als 
Rotationsaxe. In der That ist die Gleichung einer solchen 


f=2— p +) = 0 
und hier ist 
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0 , 0 ‚ 

i=—-9 2%, =-» 2y, 
also: 

f 0 A 


2. Beispiel: Die lineare partielle Differentialgleichung 
of of 
Tg + öy 0, 
in der ebenfalls t fehlt, entspricht dem simultanen System: 
dæ _ dy dz 
Pa] y oe 
Dieses ordnet jedem Punkte eine Fortschreitungsrichtung lotrecht zur 
g- Axe zu. Die Charakteristiken sind also diese Lote zur z- Axe. Die 
von ihnen erzeugten Integralflächen sind Regelflächen mit der all- 
gemeinen Gleichung 


f=% — ge) =0. 


In der That ist hier wegen: 
auch 


3. Beispiel: Die lineare partielle Differentialgleichung 
of of an 8 
Da a A 

hat zu Charakteristiken lauter parallele Geraden, denn das simultane 
System 

dx ic dy dg 

a er: 
ordnet jeden Punkt die Richtung zu, deren Cosinus proportional a, b, c, 
also constant, sind. Die Integralflächen sind daher Cylinder von der- 


selben Richtung, und die allgemeine Gleichung eines solchen ist: 
f= cx — az — g(cy — bz) = 0. 
In der That erfüllt dies f die lineare partielle Differentialgleichung 
und zwar identisch. 
4. Beispiel: Die Charakteristiken der Gleichung 


of of o 
1 Ja +y +z; =0, 
deren zugehöriges System lautet: 
dx dy dz 


x y z 
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sind alle œ? Geraden durch den Anfangspunkt, die Integralflächen 
also Kegel, welche den Anfangspunkt zur Spitze haben. Diese werden 
durch eine in #, y, z homogene Gleichung 

f(z, y, 2) = 0 
dargestellt. Ist dieselbe homogen vom m“® Grade, so ist nach dem 
Euler’schen Satze 


iyt +e =nf, 


d. h. die lineare BEN me a wird von f erfüllt ver- 
möge f = 0. 


$ 2. Abhängigkeit linearer partieller Differentialgleichungen. 


Zur Abkürzung wollen wir die linke Seite einer linearen partiellen 

Differentialgleichung, also einen Er von der Form 
w. 
2 s +Y Be + 23 3 ? 

der einen Differentiationsprocess, ausgeführt auf eine Function f, dar- 
stellt, durch ein Symbol von derselben Form, wie wir es in der zweiten 
Abteilung anwandten, also durch Af, Bf u. dergi. bezeichnen. Setzen 
wir also: 


af=x r, 
so lautet die lineare partielle Dee kürzer 
Af =0. 


Es seien % und v zwei von einander unabhängige Lösungen der- 
selben, d. h. es sei: 


— yU ou Bo 
Au= Xz; t T a 
Av=XxX= + yZ „+25 =0, 
Aus diesen beiden Gleichungen DA = nun die Verhältnisse X: Y: Z 
berechnen. X, Y, Z verhalten sich nämlich zu einander wie die 


zweireihigen, wegen der Unabhängigkeit der Functionen u, v nicht 
sämtlich verschwindenden Unterdeterminanten der Matrix: 


ou ðu ðu 
dx ðy z 
3v ðv vl’ 
ðs y z 


sodass sich ergiebt 
X Y Z , 
ðuðv ðv ðu  Juðv ðv ðu — Juðv ðv ou 
0y02 ðy oz 0202 Öz da oxy xoy 


Lie, Differentialgleichungen. 13 
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Diese Relationen bestimmen X, Y, Z und daher auch Af bis auf einen 
Factor ọ. Da aber die Gleichungen 
Af=0 und oAf=0 

dasselbe aussagen, so kommt es auf diesen Factor nicht an. 

Eine lineare partielle Differentialgleichung Af = 0 in x, y, 2 wird 
also durch die Angabe zweier von einander unabhängiger Lösungen u, v 
bis auf einen unwesentlichen Factor völlig bestimmt. Unter allen yleich- 
berechtigten Formen, welche sie annehmen kann, ist die folgende: 


of 8 af 

| ôx öy 0z 

| u du Aal_g 
os oy oz 
ðv ôv ov 

| ðs 04 öz 


die einfachste. 
poena Wir nennen zwei lineare Differentialgleichungen A, f = 0 und Af = 0 
tin. part. von einander abhängig, sobald sie dasselbe aussagen, d. h. sobald eine 
Differential- 
gleichungen. Relation besteht von der Form ’ 


Af = g(x, y, 2) -Af 
und zwar identisch für jede beliebige Function f. Dagegen heissen sie 
von einander unabhängig, sobald keine derartige Relation besteht. Im 
letzteren Fall sind die Fortschreitungsrichtungen, welche die ent- 
sprechenden simultanen Systeme den Punkten zuordnen, bei beiden 
für Punkte allgemeiner Lage verschieden, sodass dann Af = 0 und 
Af = 0 verschiedene Charakteristiken haben. 


Betrachten wir alle 8 de = partielle Differentialgleichungen: 


Af=X $ vat +2 =, 


cz 


=; 

4/= = X, u +2 TO, 
2 

Af= ER 


und nehmen wir an, dass sie eine gemeinsame Lösung œ besitzen, so ist: 


Y 0 w 


oo AR} 

NIE a hu rip , 
0 

ER ey Tara” 


r CHo eo 
4,0 X; az - Y, Jy LEZ z7 = 0; 


(3) 


Stade und homogene Glei- 


Dies sind drei hinsichtlich 3 
Er ö2 
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chungen. Nach einem allgemeinen Satz aus der Theorie der linearen 


homogenen Gleichungen ziehen dieselben bekanntlich nach sich, dass 
entweder Ge ©®. sämtlich Null sind — und das ist hier aus- 
om’ öy’ 6: 


geschlossen —, oder aber, dass ihre Determinante verschwindet: 


X, Y, Z, 
(4) Bez 
eh: 12 


Man kann hieraus ferner schliessen, dass es drei Functionen o,, @,, O3 
geben muss, sodass: 


KH + EX: + 9X, = 0,. 
(5) NED ee 
Qı Žı T 02 Z + 0250 
ist. Natürlich sind ọ,, 0, 0, durch diese Gleichungen nur ihren Ver- 


hältnissen nach bestimmt. Diese drei Gleichungen lassen sich zu einer 


nf 
. . . . . .. . . . vj 
einzigen zusammenfassen. Multiplicieren wir nämlich die erste mit 53, 


die zweite mit A , die dritte mit A und addieren sie dann, so kommt 
einfach: 

Qı Af F E2 Aaf + E3 4f = 0. 

Satz 1: Haben drei homogene lineare partielle Differentialgleichungen 

INSEL R EE 

Af=0, Lf=0, Af=0 
eine gemeinsame Lösung, so besteht zwischen A,f, Asf, Asf eine Identität 
von der Form 


O1 (2, Y, 8) Af + any 2) Aaf + 9a y, 2) 4f = 0 
und zwar für alle Werte von f. 
Wir werden drei lineare partielle Differentialgleichungen 4, f = 0, 


Af = 0, Af = 0 in dem Falle, dass zwischen ihnen eine lineare Re- 
lation besteht: 


o£, Y, 2)A,f ste Qa, Y, 2) Af Ar (2, Y, 2) 4;f = 0, 


von einander abhängig nennen. Giebt es keine drei Functionen @,, Ọ2, Ọ3, Abhängig- 


keit dreiet 
durch welche diese Gleichung zu befriedigen wäre, so nennen wir sie ln. part 

5 = Nfforontia 
von einander unabhängig. gleichungen. 


Da diese lineare Beziehung wegen der Willkürlichkeit der Function f 
in die Gleichungen (5) zerfällt, so folgt, dass die drei Gleichungen A, f = 0, 
Af = 0, A,f=0 dann und nur dann von einander unabhängig sind, 
wenn ihre Determinante: 
137 
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| X, Y, 2 
| X% Y 2'=0 
a A 


ist. 


Es hat dies einen wichtigen geometrischen Sinn. Denn X,, Y,, Z, 
sind proportional den Cosinus der Richtung, welche das der Gleichung 
A,f = 0 entsprechende System 

dx _ dy _ dz 


n Z 


dem Punkte (x, y, Z) zuordnet. Ähnliches gilt von X,, Y,, Z, und 
von X,, Y,, Z,. Wäre jene Determinante gleich Null, so würde das 
hiernach aussagen, dass die Richtung (X, : Y,:Z,) in der Ebene der 
Richtungen (X, : Y,:Z,) und (X, : Y,:Z,) liegt. Also: Drei lineare 
partielle Differentialgleichungen A,f=9, Af=0, Af=0 sind von 
einander unabhängig, wenn die zugehörigen simultanen Systeme dem Punkt 
allgemeiner Lage (x, y, 2) drei nicht in einer Ebene liegende Richtungen 
zuordnen, abhängig aber, sobald jene drei Richtungen nur eine Ebene oder 
gar nur eine Gerade bestimmen. Der letzte Fall tritt ein, wenn 
zwischen A,f, Af und A,f zwei verschiedene lineare Relationen be- 
stehen, d. h. wenn 
Af = 0A f, Af = 0A f 


ist. 


§ 3. Der Klammerausdruck und die vollständigen Systeme. 


Für das Spätere ist es nützlich, gleich hier einen gewissen sehr 
wichtigen Ausdruck zu betrachten, den wir schon früher in zwei Ver- 
änderlichen kennen lernten, und zwar wollen wir ihn gleich für den 
Fall darstellen, dass n Veränderliche &,,2,--- x, vorliegen, um späterer 
Wiederholungen überhoben zu sein. Wir empfehlen jedoch dem Leser, 
die folgende Rechnung zur Übung für den Fall dreier Variabeln be- 
sonders durchzuführen. 

Es mögen also in n Veränderlichen zwei lineare partielle Differen- 
tialgleichungen vorliegen: 


Orr © 3 
age tagt tum, 


2 dr 0x 
of of aM 
Butt +0. 
Hier sollen &,,&---&, Bi, Ba" Ba Functionen von £, £g- £n sein. 


Wir wollen die linken Seiten dieser Gleichungen, da sie einen Differen- 
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tiationsprocess, ausgeführt auf f, darstellen, wie früher abkürzend be- 
zeichnen, indem wir setzen: 


(Ars am, dx +a Ë + eH an ge 
|ar=p 2% TE +. ty ’ 


oder mit Benutzung des re 


(6) aan, Men 


3 


(6) 


sodass Áf = 0 und Pf = 0 unsere beiden linearen partiellen Differen- 
tialgleichungen sind. 
Es soll nun der Ausdruck PY 


A(Bf) — B(Af) Pe 
construiert werden. A(.Bf) bedeutet natürlich, dass in Af statt / der 
Ausdruck Bf gesetzt werden soll, und entsprechend B(Af), dass in 
Df an Stelle von f der Ausdruck Af stehen soll. A(Bf) wird aus- 


gerechnet auch die zweiten partiellen Differentialquotienten von f ent- 
halten, ebenso B(Af). Es kommt: 


ABN) — BAN = Da 32 — X pai 


93 
Hierin tritt r T= zweimal auf, einmal mit den Coefficienten «; fy 
ke 


und dann mit dem Coefficienten — ßra;, d. h. es hebt sich gerade 
fort. So fallen überhaupt alle zweiten Differentialquotienten von f 
weg und es bleibt: 


r r ö of da, of 
7 san= III (« a aa Mn 7zi) 
i 


oder, wenn im ersten Ausdruck die Indices i, k vertauscht werden, 
was geschehen darf: 


en FSU u A _ ge 
(7) AB = b(Af) = (« ni — frk =) "R 
i 
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Wenn man bedenkt, dass 


a) = da 

AB; a Sg I: ees. 

ĝi k a? 1 i De Ps FF 
1 


l 


ist, so lässt sich die Formel noch kürzer so schreiben: *) 


n 


(7) A(Bf) — B(Af)= XI (4p: — Ba) ze. 


1 


Das Bemerkenswerte ist hier, dass der Ausdruck A(Bf)— B(Af) 
völlig frei von den zweiten Differentialquotienten von f wird, also 
wieder in i, ... A linear und homogen ist, gerade so wie Af und 
Bf selbst. 

Wir werden diesen Ausdruck A (Bf) — B(Af) häufig noch kürzer 
schreiben: (AB) oder, wenn uns daran gelegen ist, dass f in der 
Formel zum Vorschein kommt: (Af, Bf). Wir nennen ihn wie in der 
2. Abteilung (vgl. § 1 des 7 Kap.) den Klammerausdruck von Af und Bf. 

Natürlich ist es, um (AB) zu bilden, durchaus nicht notwendig, 
sich unter Af und Bf die linken Seiten linearer partieller Differential- 
gleichungen vorzustellen. Vielmehr werden wir späterhin wie in der 
ersten Abteilung Ausdrücke von der Form Af, Bf an sich betrachten, 
indem wir sie als Symbole infinitesimaler Transformationen auffassen. 


Kehren wir nach dieser den Klammerausdruck betreffenden Ein- 
schaltung zu unseren linearen partiellen Differentialgleichungen in 
drei Veränderlichen x, y, z zurück. 


AeULnEN® Wenn die beiden linearen partiellen Differentialgleichungen in x, y, 2: 
Differential- a A 
gleichungen Alf = 0, Af = () 

mit einer 


gemeinsa- 


men Lösung elNe gemeinsame Lösung u besitzen, so ist 


A SO Fl 
Da nun der Klammerausdruck 
(Aif, Aaf) = A (Af) — 4A f) 
ist, so folgt, dass auch 


(A,u, Au) = 0 
ist, d. h. 


*) Diese wichtige Formel ist, wie früher (§ 2 des 6. Kap.) bemerkt wurde, 
von Jacobi aufgestellt worden. 
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Satz 2: Besitzen zwei lineare partielle Differentialgleichungen A,f = 0 
und Af =Q eine gemeinsame Lösung, so befriedigt dieselbe auch die 
durch Klammeroperation entstehende Gleichung 

(A, 4,) = 4, (Asf) E 4, (A,f) T 0. 

(Offenbar gilt dieser von Jacobi herrührende Satz nicht nur für 
drei Veränderliche, sondern allgemein. Daher haben wir ihm auch 
seine allgemeinere Fassung gegeben.) 

Jetzt haben wir drei lineare partielle Differentialgleichungen in 
drei Veränderlichen vor uns: 

Af = 0, Af = 0, (Af, Af) = 0. 
Sie besitzen die gemeinsame Lösung u. Nach Satz 1 des § 2 besteht 
also zwischen ihren linken Seiten eine lineare Relation. Dieselbe 
enthält sicher den Klammerausdruck (A, A,), sobald wir voraussetzen, 
dass A,f= 0 und A,f=0 von einander unabhängig sind, d. b. keine 
Relation zwischen A,f und A,f allein besteht. Wir können demnach 
jene Relation so schreiben: 


(4,4) = 9, Af + @Asf. 
Also ergiebt sich: 

Satz 3: Haben zwei (unabhängige) lineare partielle Differential- 
gleichungen A f =O und Af =Q in drei Veränderlichen eine gemein- 
same Lösung, so besteht eine Relation von der Form: 

(4, 42) = p1 (2, y, 2) Af F Q2 (2, Y, 2) Af 
identisch für alle Werte von f. 


Wir werden nun erkennen, dass umgekehrt die Existenz einer 
solchen Relation 


(8) (4,4) =p, 4f + Af 
nach sich zieht, dass 4, f = 0 und A,f=0 eine gemeinsame Lösung 
besitzen. 

Um dies nachzuweisen, werden wir die beiden Gleichungen A,f—= 0 
und A,f=0 in besonderer Form schreiben. Zunächst können wir 
sie allgemein durch zwei Gleichungen 
(9) Af=hA+RAF=0, Af= „AftnAf=O— 
ersetzen, sobald A,u, — 4u, 3=0 ist. Dann ist: 

(Aif, Af)=(4,4, + 443, mA + u4) 
= 4 t (4, 41) + 21 ta (A, A) + Arm (4 A,) F Art (43-43) + 
+ (4, A, + Ag Aau) Af + (A, -Arto F Ay: Aata) Aaf — 
— (u Arh, + ua: Arhi) 4f — (u Ada F ug: Ashe) Aof. 
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Da (A,A,) = 0, (4,4) = 0, (4,4,) = — (4,45) ist und die Coefh- 
cienten der vier letzten Glieder Functionen von z, y, 2 sind, so drückt 
sich also wegen (8) auch (A,4,) linear durch A,f und A,f aus oder 


nach (9) linear durch A,f und Asf. 
Es ist also ganz gleichgültig, in welcher Form (9) man die 
beiden linearen partiellen Differentialgleiehungen schreibt. 
Insbesondere kann man, wie wir nachher sehen werden, das 


System der beiden Gleichungen A,f=0, A,f= 0, sobald 
(A,4) = p, Af + 024f 
ist, stets in solcher Weise 4, f = 0, A, f= 0 schreiben, dass der 
Klammerausdruck (A, A4) = 0 wird. 
Wir werden nun — bevor wir die Möglichkeit dieser Umformung 


darthun — zunächst beweisen, dass, wenn A,f = O und A,f—=0 zwei 
lineare partielle Differentialgleichungen sind, für die insbesondere 
(4,4,)=0 


ist, die Gleichungen alsdann eine gemeinsame Lösung besitzen. Um 
nämlich in systematischer Weise eine eventuell vorhandene gemeinsame 


Lösung zu finden, denken wir uns das zu A,f = O gehörige simultane 
System integriert, also zwei von einander unabhängige Lösungen u, v 


der Gleichung A,f = 0 gefunden. Die allgemeinste Lösung von 
A,f=0 hat dann die Form Q&(u, v). Da uns nun daran liegt, eine 


solche Lösung von A,/= O zu finden, welche auch A,f = 0 befriedigt, 
werden wir also die Function &(u, v) so zu bestimmen suchen, dass 


auch 4,2 = 0 wird. Nun ist, da A,f ein auf f ausgeübter Diffe- 
rentiatiosprocess ist: 

Ai àg 08 
(10) AQ (u, v) = jy AU F 7, Ar. 
Andererseits folgt aus 

(A, 4,) = A, (Af) Fa A(A,f) = 0, 

wenn wir darin für die beliebige Function f insbesondere u und v 
setzen, da A u = A4 v =Æ 0 ist (denn u und v sind Lösungen von 
Af = 0): Ah e- = 

4(Au)=0, A (4v) = 0, 
d. h. Au und A,v sind Lösungen der Gleichung A,f=0, also 
Functionen von «v und v allein: 

Au= glu, v), Av=vluo), 
sodass (10) liefert: 
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— 88 Aa 
AQ (u, v) = plun v) gu + va v) er i 


Die Forderung, welche wir noch zu erfüllen haben, stellt sich also 
so dar: 


08% z 02 
glu, v) gu + ven o) T =(. 


Dies ist eine lineare partielle Differentialgleichung in u, v allein 
und lässt sich als solche stets durch eine Function (u, v) befriedigen, 
nämlich durch das Integral der zugehörigen gewöhnlichen Differential- 


gleichung 
du dv 


plu, v) y(u v) 
Es giebt also eine Function &, welche beide Gleichungen A, f= 0 
und A,f=0 befriedigt. Sie ist die gesuchte gemeinsame Lösung 
der beiden Gleichungen A,f—=0 und 4f = 0. 


Um noch zu sehen, dass sich ein System von zwei Gleichungen 
A,f—=0 und A,f = 0, deren Klammerausdruck 


(AA)=anAft @Arf 
ist, stets in solcher Form A,f=0, Af = O schreiben lässt, in der 
(4, 4,) = 0 ist, brauchen wir uns nur das System A,f= 0 und A,f = 0 


je} N 
nach er und A aufgelöst zu denken, sodass etwa: 


2 G 
Af= ed T0, 

1 = of 

2f Dy Er 


ist. ø, und ø, bedeuten hier gewisse Functionen von x, y, 2. Nach 

Voraussetzung muss auch jetzt eine Relation bestehen, welche (A, A) 

linear durch A,f und Ar ausdrückt. Bildet man aber den Klammer- 

ausdruck, so erkennt man, dass er frei von èr und sE also, da er 
£ ôy p 

die Form TAME A, A,f haben muss, gleich Null wird, wie gewünscht 

wurde. 

Liegen zwei Gleichungen Af=0 und A,f=0 vor, deren 
Klammerausdruck die Form 0,A,f+ 0,A,f hat, so können wir sie 
nach der eben gegebenen Methode der Auflösung stets in einer Form 
A f=0, Af = O schreiben, in der (A,4,)=0 ist. Alsdann aber 
besitzen, wie vorher bewiesen, A,f= 0 und A,f = 0 oder also A,f—=0 
und A,f=0 eine gemeinsame Lösung. Somit gilt das 
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Theorem 12: Sind A,f= 0 und A,f = zwei lineare partielle 
Differentialgleichungen in x, y, z, so besitzen sie dann und nur 
dann eine gemeinsame Lösung, wenn eine Relation von der 


Form 
(4,4) = ọ, Art 0, Y, 2) Aaf 
identisch für jede Function f besteht. 

Man nennt in diesem Falle die beiden Differentialgleichungen 
Af = 0 und A,f = 0 zusammen ein (zweigliedriges) vollständiges 
System. Der Begriff eines vollständigen Systems ist allerdings um- 
fassender, da er nicht auf den Fall dreier Veränderlicher beschränkt 
ist. Wir werden ihn auf einer späteren Stufe in voller Allgemeinheit 
kennen lernen. Im besonderen heisst das vollständige System A,f=0, 
Af = 0 auch ein Jacob’sches System, wenn der Klammerausdruck 
(A,4,) =0 ist. Wir haben gesehen, dass jedes vollständige System 
A,f=0, A,f=0 als Jacobi’sches geschrieben werden kann. 


Die Lösung des vollständigen Systems, d. h. die gemeinsame 
Lösung der Gleichungen A,f=0 und A,f=0 bestimmt man, um 
es zu recapitulieren, in dieser Weise: Vorerst schreibt man das System 
in einer Form A,f=0, 4f = 0, in der (4,4,)=0 ist. Man sucht 
dann die allgemeine Lösung 2(u, v) der Gleichung A,f = 0 und bildet 
4,2 =0. Diese Gleichung ist dann stets eine lineare partielle Dif- 
ferentialgleichung zwischen & und «, v allein, deren Lösung Q die 
gesuchte Function ist. Offenbar ist mit & auch jede Function ®(&) 
Lösung des vollständigen Systems*). 


Wenn die Jacobi’sche Form A,f=0, 4A, f=0 im besonderen 
durch die obige Auflösungsmethode erhalten ist, wenn also 


a 
Ba. oa 


ist, was stets zu erreichen, so vereinfacht sich die Integration noch 
etwas. A,/—0 ist nämlich dann äquivalent der gew., Differential- 
gleichung in zwei Veränderlichen x, z: 

Enz 

1 o? 


*) Die Theorie der vollständigen Systeme, die von Jacobi und Clebsch 
herrührt, hat durch Herrn Mayer ihre jetzige einfache Form erhalten. 
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wo y in 6, nur die Rolle einer arbiträren, von z und z unabhängigen 
Grösse spielt. Also kann man das Integral dieser Gleichung als das 
u und y als das v benutzen. Man sieht, dass sich die Integration 
des vollständigen Systems so auf die successive Integration zweier 
gew. Differentialgleichungen erster Ordnung zwischen je zwei Variabeln 
redueiert. 


Übrigens ist die Zurückführung des vollständigen Systems auf 
eine Jacobi'sche Form vor Beginn der Integration nicht nötig. Man 
braucht die Gleichungen nur auf eine solche Form 4,f = 0, 4f = 0 
zu bringen, dass (A, A,) = eA,f wird. Sind nämlich u, v die Lösungen 
von A,f=0, so zeigt diese Relation wegen Au=Av= 0, dass 
A (4u) = 0 und A, (4v) = 0 ist, dass also Au und A,v Lösungen 
von A, f= 0 sind und sich daher auch jetzt durch «, v allein aus- 
drücken. Nun setzt man f = &(u, v) in A4,f = 0 ein und erhält so 
eine Differentialgleichung in u, v. 

Schliesslich kann man auch die Integration des vollständigen 
Systems 4, f = 0, A,f=0, wo 

(414) = 914 f + 024; 
ist, sofort in Angriff nehmen, ohne es erst umzuformen: Man be- 
stimmt zwei Lösungen u, v von A,f==0. Eine gewisse Function 
derselben, &(u, v), erfüllt dann sicher auch A,f=0. Wir bilden 
daher: 
AR— Au + An 0 

oder: 

I ad 08 un 
du T Au iv 


Da eine Function (u, v) existiert, die diese Gleichung erfüllt, und 


da a und = nur von u, v abhängen, so lässt sich notwendig auch 
zu durch u, v allein ausdrücken. Daher ergiebt sich auch auf diesem 


Wege die Differentialgleichung in w und v allein. Diese Methode ist 
oft sehr praktisch. 


Wir wollen uns die gemeinsame Lösung der beiden ein voll- 
ständiges System bildenden Gleichungen A,f=0 und 4,f=0 auch 
geometrisch vorstellen. 

Die Frage nach einer gemeinsamen Lösung u kommt auf die 
nach oo! gemeinsamen Integralfläichen u = Const. der beiden Glei- 
chungen hinaus. Es fragt sich somit, ob es oo! Flächen giebt, welche 
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sowohl von je oo! Charakteristiken der ersten als auch von je oo' 
Charakteristiken der zweiten Gleichung erzeugt werden. Man würde 
eine derartige Fläche — da durch jeden Punkt p) des Raumes eine 
derselben hindurchgehen müsste — in dieser Weise zu construieren 
suchen: Von einem Punkte pọ ausgehend verfolgt man die durch ihn 
gehende Charakteristik k, der ersten Gleichung eine Strecke weit bis 
zu einem Punkte p, und geht dann auf 
der zu p, gehörigen Charakteristik k, der 
zweiten Gleichung eine Strecke weit bis 
Pa, dann von p, aus wieder auf einer Cha- 
rakteristik k,' der ersten Gleichung u. s. w. 
abwechselnd. (Fig.21.) Diese Bewegungen 

Pig. 21. besitzen noch einen ziemlichen Grad von 
Willkür. Es sind zwei Fälle denkbar: Entweder beschreibt man 
hierbei nur eine Fläche — und dann ist dies eine der gesuchten ge- 
meinsamen Integralflächen — oder aber man bleibt nicht auf einer 
Fläche. Wenn man die Bedingung dafür aufstellt, dass der erste Fall 
eintritt, so kommt man darauf, dass zwischen A,f und A,f eine Rela- 
tion von der Form 


(A, A3) = p, Af + 4f 
bestehen muss*). Da wir von jedem Punkte p, des Raumes aus- 
gehend alsdann eine Fläche erhalten, so ergeben sich gerade oo! ge- 
meinsame Integralflächen u = Const., und u ist die gesuchte gemeinsame 
Lösung. 


Schliesslich heben wir noch Eines hervor: Eine gemeinsame 
Integralfläche der beiden Differentialgleichungen A,f = 0 und A,f=0, 
welche ein vollständiges System bilden, hat in jedem ihrer Punkte 
die beiden Richtungen, welche dem Punkte durch die zu Af=0 
und A,f= 0 gehörigen simultanen Systeme zugeordnet werden, zu 
Tangenten. Ist 


ern L y Ez l 


i Jæ 1 ĝy 152?’ 
A öf af ôf 
Af = X: fo t Pegy tge? 


so sind X,, Y,, Z, den Richtungscosinus der einen, X,, Y,, Z, denen 
der anderen proportional. Sind ferner «, ß, y proportional den Rich- 
tungscosinus einer zu diesen beiden senkrechten Richtung, so muss sein: 


*) Diese Deutung des Klammerausdruckes (A, A,) erhält in der Theorie der 
Transformationsgruppen eine vollständig scharfe Form. 
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De E A S 
Xæ + YB + 2y = 0, 
d. h. man kann setzen: 

« = Y2 — 2, P=2%- Al, =X yY — X,Y. 
Diese drei Grössen verhalten sich also wie die Richtungscosinus der 
Normalen der gemeinsamen Integralfläche. Bezeichen dz, dy, dz die 
Differentiale der Coordinaten x, y, 2 auf der gemeinsamen Integral- 
fläche, so ist daher: 

(HZ, — Y,Z)dz + (Z, X: — %4 X )dy + (X, Y, — X, Y,)dz = 0. 
Es ergiebt sich somit der Satz: 


Satz 4: Die Integralflächen des vollständigen Systems: Zusammen- 
hang zwi- 
2 af : 2 êf x af x schen vollst. 
—= -t CTT -~ ul System und 
Af = X, a7 HY, gy t 4gs ), totaler 
af z / ar Differential- 
u er t T) PN | gleichung. 
Af = X yg t Yo gy tg nd 


wo (A14) = 014, / + 9Asf ist, befriedigen die totale Differential- 
gleichung: 

(Y.Z — %Z)de + (ZX% — ZX)dy+ (X, Y, — X, Y )dz = 0, 
und umgekehrt ist jede Fläche, welche die letztere, befriedigt, eine Integral- 
fläche des vollständigen Systems. 

Diese Umkehrung leuchtet ein: Eine Fläche, welche der totalen 
Differentialgleichung genügt, besitzt als Normale die Richtung, welche 
zu den beiden Fortschreitungsrichtungen senkrecht steht, die dem be- 
treffenden Flächenpunkt durch die zu A, f = 0 und A,f = 0 gehörigen 
simultanen Systeme zugeordnet werden. Die Fläche hat daher die 
beiden letzteren Richtungen als Tangenten, d. h. ist Integralfläche 
von A4 f= 0 und 4f = 0. 


Es wird erwünscht sein, diese Theorien an einfachen Beispielen 
erläutert zu sehen. 

1. Beispiel: Sei: Beispiele. 

ER, IR ð 3 
Af iE, Ass t Ete 
Dann ist 
Ba 
(4, 4,) Ze — Af, 


d.h. 4 f= 0 und A,f = 0 bilden ein vollständiges System. Dies 
zu integrieren, suchen wir zunächst zwei Integrale u, v des zu A4, f= 0 
gehörigen simultanen Systems: 

dz dy de 


1 0 0 
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Offenbar sind u= y, v=z zwei Integrale desselben. Nun wird 
A,S%(y, 2) gebildet. Es kommt: 


on VEA 
A Q e) =Y Er aere 
Diese Gleichung wird durch 
a= 


befriedigt. Also stellt £ = Const. die oo! Integralflächen des ge- 


gebenen vollständigen Systems dar. Stellen wir uns alles geometrisch 
vor. Die zu Af=0 und A,f = 0 gehörigen simultanen Systeme: 


dg dy dz 


1 © 0? 
En 
x By 


ordnen dem Punkte (x, y, z) zwei Richtungen zu, das erste die Pa- 
rallele zur x-Axe, das zweite den Strahl nach dem Anfangspunkt. 
Die Integrallächen von A,f= 0 sind demnach alle Cylinder parallel 
der x-Aze, die von A,f=0 alle Kegel, deren Spitze der Anfangs- 
punkt ist. Eine gemeinsame Integralfläche muss beides zugleich sein, 
d. h. ist eine Ebene durch den Anfangspunkt, die die x-Axe enthält. 
Also sind die Ebenen 
A = Const. 


in der That die Integralflächen des vollständigen Systems. Die in 
Satz 4 genannte totale Differentialgleichung lautet hier: 


— zdy + yde = 0. 
Ihre Integralflächen sind die Flächen, deren Normalen Richtungscosinus 
proportional 0, — z, y haben. Diese Normalen sind der (yz)-Ebene 


parallel und kreuzen die x-Axe senkrecht. Mithin sind die betreffenden 

Flächen die Ebenen z = Const. durch die &-Axe. 
2. Beispiel: Sei 

— 

A= 2z? 

Hier ist (44, = 0, d. h. A4 f=0 und A f = 0 bilden ein voll- 

ständiges System und zwar in Jacobi’scher Form. A,f=0 hat die 

Lösungen x und y und als allgemeine Lösung also eine Function 


Q(x, y) Die Lösung & des vollständigen Systems muss noch der 
Gleichung 


AET 


a eh 


eye oy 
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genügen, d. h. sie ist gleich x? + y? zu setzen. Also giebt 

x + y? = Const. 
die Integralflächen des vollständigen Systems. Geometrisch: Die Cha- 
rakteristiken von A,f=0 sind die Parallelen zur 2-Axe, also die 
Integralflächen von A,f=0 die Cylinder parallel dieser Axe. Die 
Charakteristiken von A,f=0 sind, wie wir schon in einem früheren 
Beispiel sahen (1. Beispiel des $ 1), die Kreise, deren Mittelpunkte 
auf der z-Axe liegen und deren Ebenen zu dieser senkrecht stehen. 
Die Integralflächen von A,f—=0 sind folglich die Rotationsflächen 
um die g-Axe. Gemeinsame Integralflächen beider Differentialglei- 
chungen können also nur die Rotationscylinder um die z-Axe sein: 

æ + y? = Const. 
Die totale Differentialgleichung lautet hier 

dx + ydy = 0 
und giebt in der That sofort 

z + y? = Const. 

3. Beispiel: Sei 


: of êf 
Af u...r25: 
ee]; êf 9,0% 
Af =E ta TY fy “En, 


sodass (A, 4) = 0, d. h. Af=0, 4,f—0 ein vollständiges System 
ist. Wir werden, um die Integralflächen derselben zu finden, gut 
thun, statt A,f= 0 die einfachere Gleichung 


f= 4f— Af=y E +e t= 


zu benutzen. A,f=0 hat zu Charakteristiken alle Geraden parallel 
der (x2)-Ebene, welche die y-Axe schneiden, A,f—=0 alle Geraden 
parallel der (ye)-Ebene, welche die x-Axe schneiden. Die Integral- 
flächen von A,f = 0 sind somit die Regelflächen, welche durch Gleiten 
einer der (x2)-Ebene beständig parallelen Geraden längs der y-Axe 
entstehen. Analog sind die Integralflächen von A,f = 0 gewisse 
Regelflächen. Soll eine Fläche Integralfläche des vollständigen Systems 
sein, so muss sie sowohl oo! Geraden durch die y-Axe parallel der 
(xz)-Ebene als auch oo! Geraden durch die x-Axe parallel der (yz)-Ebene 
enthalten. Daher ist die Fläche, wie man elementar einsehen kann, 
ein hyperbolisches Paraboloid: 


= = Const. 
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Man kann auf systematischem Wege durch Integration des voll- 
ständigen Systems dies verificieren: A,f—=0 hat das allgemeine 
Integral al, y) und es ist 


LS u; ĝu + y‘ P 
wenn Z mit u bezeichnet wird. 4,2% = O hat die Lösung uy 


oder y. Die totale’ Differentialgleichung lautet hier: 
— yadz — zedy + xydz = 0 
oder, wenn durch xyz dividiert wird: 


_ Yyaahady, da 0 


und giebt integriert: 


$ 4. Die Jacobi’sche Identität. 


Zum Schluss dieses Kapitels wollen wir noch eine Formel ent- 
wickeln, die von grosser Bedeutung für das Folgende ist und die wir, 
wie im vorigen Paragraphen den Klammerausdruck, sogleich in n 
Veränderlichen &,, &*--%, darstellen, indem wir dem Leser anheim- 
geben, die Rechnung im Falle n = 3 durchzuführen. 

Es seien 


öf ə ð > if 
E E A bad, 


Bf=B LAm Lht Sai, 


dx, 


rot ER 
Vera T Ypa T en dng 


drei solche Differentialausdrücke, wie wir sie nun schon vielfach be- 
trachtet haben. Die «œ, 6, y bedeuten irgendwelche Functionen der 
n Veränderlichen &,, £a *-- £a. Zwischen den Klammerausdrücken, 
die sich aus Af, Bf, Cf herstellen lassen, besteht eine sehr merk- 
würdige Beziehung. Wenn wir wie oben A(Bf) — B(Af) kurz durch 
(AB) bezeichnen, so lautet diese Beziehung so: 


((AB)C) + ((BO)A) + (CAB) = 0. 


Diese Identität rührt von Jacobi her, der sie in noch allgemeinerer 
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Weise entwickelte Wir werden sie deshalb die specielle Jacobi’sche 
Identität*) oder auch kurz die Jacobösche Identität nennen. 

Man kann sie auf verschiedenen Wegen beweisen. Der nächst- 
liegende, aber umständlichste wäre, die Ausdrücke ((AB)C) u. s. w. 
direct auszurechnen und dann zu zeigen, dass sich alle Glieder fort- 
heben. In zwei Veränderlichen ist dies noch weniger umfangreich 
und der Leser möge deshalb die Formel für n = 2 wirklich aus- 
rechnen. 

Wir wollen die Identität nach einer Bemerkung von Engel be- 
weisen: Es ist 

(AB) = A(Bf) — B(Af) 
und daher 
((AB)C) = A(B(CF)) — B(ACCF)) — ClACBf)— BAF) 
= A(B(Cf)) — B(A(Of)) — CAiB) + ClB(Af)). 
Durch eyklische Vertauschung der Buchstaben A, B, C gehen hieraus 
die Entwickelungen von ((BC)A) und ((CA)B) hervor. Addiert 
man dann die drei Formeln, so heben sich alle Glieder rechts paar- 
weis fort, denn z. B. A(B(Cf)) kommt in der ersten als erstes Glied 
positiv, in der zweiten Formel als drittes Glied negativ vor u. s. w., 
sodass die Identität übrig bleibt: 
((AB)C) + ((BC)A) + ((CA)B) = 0. 
Diese specielle Identität gilt also stets für drei Ausdrücke Af, Bf, 
Cf. Sie spielt eine wichtige Rolle in vielen Untersuchungen über 
infinitesimale Transformationen. 
beispiel: Ist 


of of of i eN 
Az; a a A B= s3 o= i, 
so ist: y 
ð 
(4B)=2 $, (BO)=—21t, (0a) =E 4 2 
also 
((AB)C) = — 2w t, ((BC)A)=0, ((CA)B) — 2944 Fs» 


und die Summe der drei letzten Ausdrücke verschwindet identisch. 


*) Die hervorragende Wichtigkeit der speciellen Jacobi’schen Identität trat 
wohl zuerst in der Theorie der Transformationsgruppen deutlich hervor. 


Lie, Differentialgleichungen. 14 
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Kapitel 11. 
Eingliedrige Gruppe in drei Veränderlichen. 


Um die Theorie der Differentialgleichungen erster Ordnung, welche 
alle Transformationen einer eingliedrigen Gruppe gestatten, zu einem 
befriedigenden Abschlusse zu bringen, ist es notwendig, zunächst ein- 
gliedrige Gruppen in drei Veränderlichen zu betrachten. Der Leser 
wird finden, dass diese Betrachtungen in sehr vielen Punkten nur 
insofern von denen des 2. und 3. Kapitels abweichen, als jetzt die 
Zahl der Veränderlichen 3 statt 2 ist. Es mag deshalb auch gestattet 
sein, die Darstellung möglichst knapp zu fassen und bezüglich der 
ausführlichen Entwickelungen häufig auf jene beiden Kapitel zurück- 
zuverweisen. 


8 1. Definition der eingliedrigen Gruppe im Raume, Existenz einer 
infinitesimalen Transformation derselben. 


Drei Gleichungen von der Form 
(1) ti = P(T y, 2), Yı = V2, Y, 2), 21 = 4(2, Y, 2); 


von denen vorausgesetzt wird, dass sie auch nach &, y, z auflösbar 

en. seien, bestimmen allgemein eine Transformation der Veränderlichen 
£, Y, 2 in die neuen Veränderlichen &,, 4, 2&1- Wir fassen sie wie 
früher begrifflich auf als eine Operation, welche alle Punkte (x, y, £) 
des Raumes in neue Punkte (z,, Yı, 2,) desselben überführt. Eine 
Fläche wird also durch die Transformation wieder in eine Fläche, eine 
Curve wieder in eine Curve verwandelt. Will man die Gleichung 
der Fläche aufstellen, in welche die gegebene Fläche 


Q(z, y, 2) = 0 


vermöge der Transformation übergeht, so hat man hieraus z, y, 2 
vermöge der Gleichungen (1) zu eliminieren, wodurch sich die gesuchte 


Gleichung 
Wai Y2) = 0 


der transformierten Fläche ergiebt. Man wird also zunächst die 
Gleichungen (1) nach z, y, 2 auflösen, dies gebe etwa: 


(2) = P(T Yir 2) Y = P2 Hr) E = Ll, Yis 21), 
und dann diese Werte (2) in & = 0 einführen: 
Wht, hs 2,) = K&P, P, 1) =0. 
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Die Auflösung (2) ist nicht nötig, wenn man umgekehrt nach der 
Fläche fragt, welche vermöge der Transformation (1) in die neue 
Fläche 
We, Y 4) = 0 
übergeführt wird. Die betreffende Fläche hat offenbar die Gleichung 
in v, y 2: 
Az, y, Ei Wo, W, x) = 0. 


Die durch Auflösung von (1) nach den ursprünglichen Veränder- 
lichen x, y, 2 erhaltenen Gleichungen (2) stellen ebenfalls eine Trans- 
formation dar und zwar die zu (1) inverse, indem nämlich beide nach 
einander ausgeführt alle Punkte (x, y, 2) des Raumes über die Stellen 
(£i Yı 21) in ihre ursprünglichen Lagen (x, y, z) zurückführen. Die 
Aufeinanderfolge beider Transformationen ist demnach der identischen: 

“=, Yay kl: 
äquivalent. 


Wenn nun die Gleichungen einer Transformation der Punkte des 
Raumes noch eine willkürlich annehmbare Constante, einen Para- 
meter a, enthalten: 


(3) 1 = g(x, Y, 2; a), YS y(z, Y, 2, a), 2 = 1(z, Y, 2, a), 


so stellen sie eine Schar von oo! Transformationen dar. Insbesondere 
ist es denkbar, dass diese Schar die Gruppeneigenschaft besitzt, d. h. 
dass zwei Transformationen der Schar, wenn man sie nach einander 
auf die Punkte des Raumes ausführt, durch eine einzige Transformation 
derselben Schar ersetzt werden können, welche diese Überführung aus 
den Anfangs- in die Schlusslagen mit einem Schlage leistet. 

Analytisch stellt sich das Kriterium für das Vorhandensein der 
Gruppeneigenschaft so dar: Eine erste Transformation der Schar (3) 
mit beliebig gewähltem Parameterwert a führt die Punkte (x, y, z) 
des Raumes in die Punkte (z,, y,, 2,) über, deren Coordinaten durch 
(3) bestimmt werden. Eine nach dieser Transformation (a) der Schar 
ausgeführte Transformation derselben mit dem Parameterwert a,, 
welche die Punkte (z,, Yı, 2,) weiterhin in die Lagen (%3, Y2, Z2) 
bringt, besitzt die Gleichuugen: 


(4) 2 = Pla, Yis 2), Ya = dla Yis Eir U) 22 = h21 Yi Zu 4) 


Die Transformation nun, welche die Aufeinanderfolge von (3) und (4) 
ersetzt, wird dureh Elimination der Zwischenwerte &,, %,, 2, aus (3) 


und (4) bestimmt. Es ergiebt sich: 
14* 
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Í = (pe, Y, 2, a), WCE, Y, $y a), (2 Y, 2, a), a,) 
und analog: 

Yz = plp, Yp, X a), 

= 1P, V, t a). 


Diese Transformation (5) der Punkte (x, y, 2) in die Punkte (£3, Y2, 2,) 
muss also, wenn die Schar der oo! Transformationen eine Gruppe 
bilden soll, eine Transformation dieser Schar sein, d. h. es muss ein 
Wert A des Parameters existieren, sodass die Gleichungen (5) sich 
decken mit: 


Ty = (2, Y, 2A), = P(T, Y, E, A), B = LÈT, Y, £, A); 
es muss daher sein: 

y(P(X, Y, 2, a), Y(T, Y, 2,0), X(&, Y, 2, a), a) = p(z, Y, 2, å), 

vO T Te ens MA e ) 4) = p(z y, 2, å), 


x(o( a n J y Er J x( SIE: ) a) = x (2, Y, 2, A) 


und zwar für alle Werte der Veränderlichen x, y, 2. a und a, be- 
deuten hierbei beliebig angenommene Constanten und auch A soll 
eine Constante sein. A ist bestimmt, sobald die beiden nach einander 
auszuführenden Transformationen (a) und (a,) gegeben sind, d. h. A 
ist eine Function von a und a;: 


Nele, eh): 


Die Gleichungen (3) stellen demnach dann und nur dann eine Gruppe 
dar, wenn es eine Function A von a und’a, allein giebt, sodass für 
alle Werte von x, y, 2, a und a, die drei letzten Identitäten bestehen. 
a Insbesondere nennen wir diese Gruppe (3) eine eingliedrige Gruppe, 
Raume. weil sie einen Parameter a, also oo! Transformationen enthält. 
Man bemerkt, dass jede eingliedrige Gruppe der Ebene 


(5) 


z = p(z, y, a) Yı = Y(T, y, a) 


durch Zufügung von z, = 2 eine eingliedrige Gruppe des Raumes wird. 


Wir werden nunmehr die eingliedrigen Gruppen im Raume ge- 
nauer untersuchen und wollen — wie in der Ebene — immer voraus- 
setzen, dass die eingliedrige Gruppe auch zu jeder ihrer Transformationen 
die dazu inverse enthalte, d. h. es soll eine Function @ von a geben, 
sodass die Aufeinanderfolge der Transformationen mit den Parameter- 
werten a und & der identischen Transformation äquivalent ist. 

Führen wir nach einander zwei Transformationen der Gruppe 


aus, die zu einander invers sind, so ergiebt sich die identische Trans- 
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formation, d. h. die Gruppe enthält die identische Transformation, mit 
anderen Worten: Es muss ein Wert a, des Parameters a vorhanden 
sein, für welchen sich die Gleichungen (3) der Gruppe auf die der 
identischen Transformation z, = %, Yı = Y, 24 =? reducieren, dass 
also für alle Werte von x, y, z 


(6) g(x, Y, 2, t) =g, (767 %4,%)=Y, x(z, Y, 2, 0) = Z 
ist. 

Aus der Existenz der identischen Transformation schliessen wir 
— wie in der Ebene (§ 3 des 2. Kap.) — auf die Existenz einer Ptinitesi 
infinitesimalen Transformation in der eingliedrigen Gruppe. Wenn formation. 
nämlich dem Parameter a ein von a, nur unendlich wenig abweichender 
Wert a, + da erteilt wird, so werden die Gleichungen (3) nicht die 
identische, sondern eine von ihr unendlich wenig verschiedene Trans- 
formation der Gruppe vorstellen, d. h. eine infinitesimale Transfor- 
mation der Gruppe. In der That, (3) giebt für a = a, + da: 


Em — p(z, Y, & do F da) = p(z, Y, #2, @&) + ne da+t:--, 


Yı T p(x, Y 2, Ao aF ôa) = y(x, Y, 2, ao) Si “ s t: nS da + ai 


ca, 
du", 


ern Ya) 
00, 


2, = 4 y 3% + 8a) = ya, Y, 2,0) + 
oder wegen (6): 
By = g 4 EHE) da + ed 


OPE, Y, Z, ao) y 
n= y HELA ba tan, 
a = g eat. 


Jeder transformierte Punkt (&,, %,, 2) ist also seiner Anfangslage 
(x, y, 2) unendlich benachbart. Natürlich ist es denkbar, dass in den 
Reihenentwickelungen die Glieder niedrigster Potenz in da identisch 
verschwinden. Jedenfalls aber wird eine Potenz da” von da als 
niedrigste wirklich auftreten und sie wählen wir dann als unendlich 
kleine Grösse dt = da’. Ihre Üoefficienten, die von z, y, 2 ab- 
hängen (a, ist ja nur eine bestimmte Zahl), wollen wir mit &(z, y, 2), 
n(z, Y, 2), E(x, Y, Z) bezeichnen. Dann nimmt die infinitesimale Trans- 
formation, welche, wie wir wissen, der Gruppe angehört, die Form an: 


[z =z + E(x, y, g)òt + Se 
(1) \Yı = Y + 1(z, Y, gjðt +-+, 
A =; + Elx, y, £) + soo 
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wo die nicht hingeschriebenen Glieder unendlich klein von höherer 
Ordnung sind. 

Satz 1: Eine eingliedrige Gruppe des Raumes mit paarweis inversen 
Transformationen enthält die identische und sicher auch eine infinitesimale 
Transformation. 


Man kann noch auf einem allgemeineren Wege*) zu einer infini- 
tesimalen Transformation der Gruppe gelangen, in analoger Weise, 
wie es in der Ebene (in $ 3 des 2. Kap.) geschah: Nach einer be- 
liebigen Transformation der Gruppe mit dem Parameter & wird eine 
zweite ausgeführt, welche sich von der zur Transformation (e) inversen 
Transformation (€) nur unendlich wenig unterscheidet, deren Parameter 
also etwa € + ôs ist. Diese Reihenfolge ist einer einzigen Transfor- 
mation der Gruppe äquivalent und zwar einer infinitesimalen Trans- 
formation, denn die Transformation (€ + de) führt die Punkte in 
Lagen zurück, welche nur unendlich wenig von den Anfangslagen 
abweichen. 

Kann man so auf verschiedenen Wegen zu einer infinitesimalen 
Transformation der Gruppe gelangen, so bleibt noch die Frage offen, 
ob wir dadurch auch stets zur selben kommen. Hierüber werden wir 
uns im nächsten Paragraphen Klarheit verschaffen. 

Beispiel: Die oo! Transformationen’ 


% = % cos « — ysin«, 
y, = v sin « + y cos «, 
z =z 4 ma 


mit dem Parameter œ bilden eine eingliedrige Gruppe. (m soll eine 
bestimmte Zahl sein.) Zunächst sieht man dies rein geometrisch ein: 
Die Gleichungen stellen ja nichts anderes dar als eine Bewegung des 
Raumes, bei welcher der (starr gedachte) Raum um die 2-Axe um 
den Winkel « gedreht und gleichzeitig längs der 2-Axe um die 
Strecke ma verschoben wird. Es ist dies also eine Schraubenbewegung. 
Variiert «, so hat man oo! solche Schraubenbewegungen, aber alle 
mit derselben Steighöhe, weil das Verhältnis zwischen Drehwinkel « 
und Verschiebung ma constant ist. Zwei solche Schraubungen nach 


*) Erst durch diese zweite Methode erkennt man in voller Strenge, dass 
jede eingliedrige Gruppe des dreifachen Raumes mit paarweis inversen Trans- 
formationen eine infinitesimale Transformation 


ôx = Elx, Y zjðt + LAE ôy = n(x, Yı 2)dt + RT d62= f(x, Y, 2zjðt + p” 


enthält, deren Reihenentwickelungen nach ganzen Potenzen von ðt fortschreiten 
und Glieder erster Ordnung in ðt wirklich enthalten. 
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einander ausgeführt sind natürlich einer einzigen äquivalent mit eben- 
derselben Steighöhe Wenn «œ und œ, die Drehwinkel der beiden nach 
einander ausgeführten Schraubungen sind, so ist offenbar œ + œ, der 
Drehwinkel der dieser Aufeinanderfolge äquivalenten Schraubung. 
Auch analytisch erhellt dies: Führen wir nach der Schraubung 

(«), welche die Punkte (x, y, 2) in die Lagen (x,, Y1, 2,) überführt, 
eine zweite (œ) aus, welche die neuen Punkte (x,, Y1, 21) weiter nach 
den Stellen (£3, Yz, 2,) bringt, so haben wir ausser den drei obigen 
Gleichungen diese: 

L, = Lı COS Q} — Yı SIN Q; 

Ya = x, sin @, F Y, COS &,, 

Za = 2, H ma. 


Eliminieren wir £4, %, 2, so liefern die ersten beiden Gleichungen- 
paare, wie wir schon von der Gruppe der Rotationen um den An- 
fangspunkt in der (xy)-Ebene wissen (vgl. § 2 des 1. Kap.): 


%,=xcos(e + a) —ysin(a-+ 0), 
y=xsin(@+0)+yeos(a+ a), 
und ausserdem kommt: 
2 = 8 $+ ma + a) 
und dies ist wieder eine jener Schraubungen, nämlich die mit Dreh- 
winkel « + œ. 
Also bilden jene oo! Transformationen eine eingliedrige Gruppe 


des Raumes. œ = 0 giebt ihre identische, also « = dt eine unendlich 
kleine Transformation der Gruppe, nämlich: 


zz =r—ydbit, y =y Hst: 13=2+möt 


Hier ist also 
=—y, 13 =m. 


§ 2. Construction einer eingliedrigen Gruppe aus einer infinitesi- 
malen Transformation; Nachweis, dass sie nur eine solche enthält. 


Ausgehend von der vorgelegten eingliedrigen Gruppe des Raumes 
sind wir zum Begriff einer infinitesimalen Transformation des Raumes 
gelangt. Es liegt uns jetzt ob, diese näher zu untersuchen. Wir 
werden dabei völlig parallel mit den Entwickelungen des § 4, 2. Kap., 
zu Werke gehen, also zunächst den Gruppenbegriff beiseite lassen und 
annehmen, es sei irgend eine infinitesimale Transformation des Raumes 
definiert durch drei Gleichungen von der Form 
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Zu re Elery, ejo A, Yı =y + nls, y, z)ðt +=, 
2 a Kar, 
welche die Punkte (x, y, z) der Ebene in ihnen unendlich benach- 
barte Punkte (&,, Yı, 2) überführt, da hierbei z, y, 2 nur um un- 
endlich kleine Grössen 
(9) r= $(r, y, z)ðt +H, òy =q (x,y, 2)ðt +, ôz = b(z, y, 2)ðt +- 
zunehmen. Die nicht geschriebenen Glieder denken wir uns als con- 
vergente Reihen nach ganzen Potenzen von òt. 
Diese infinitesimale Transformation ordnet jedem Punkte (x, y, 2) 
des Raumes eine infinitesimale Fortschreitungsstrecke zu. Ihre Länge 
Vor + òy + 0e = ôt- VE + HË, 
mit den Projectionen &öt, nöt, ét auf die drei Axen, variiert 
ebenso wie ihre Richtung im allgemeinen von Punkt zu Punkt. 
wg Indem wir wie in $ 4, 2. Kap., hiernach einer kinematischen 


tische Ver- 

achau” Vorstellung folgen dadurch, dass wir die Punkte des Raumes diese 
ihnen durch die infinitesimale Transformation zugeordneten Fort- 
schreitungsstrecken wirklich durchlaufen lassen im Zeitteilchen dt und 
diese Bewegung unendlich oft wiederholen, also die infinitesimale 
Transformation als Definition einer stationären Bewegung einer com- 
pressibelen Flüssigkeit auffassen, erkennen wir wie damals, dass die 


endlichen Gleichungen 
2%, = D(z, Y, 2, t), Yi P(x, Y, 2, t), Zie X(z, Y, 2, t) 


8) | 


der stationären Bewegung eine eingliedrige Gruppe bestimmen. Da 
jedoch diese kinematische Betrachtung ohne analytische Hülfsmittel 
nicht streng zu formulieren ist, wollen wir sie hiermit nur angedeutet 
haben und ein rein analytisches Verfahren einschlagen, um zu einer 
eingliedrigen Gruppe zu gelangen. 


Analytische Wir stellen nämlich das simultane System von drei gewöhnlichen 
erstellung y z - . 
ae Ditferentialgleichungen in z,, %,, 2, und ¢ auf: 
Gruppe. dx dy, dz 
10 = ll o r 
\ ) ea, Yi 5) N (Ei Yis 21) sa,» Yı ı 21) $ 


und denken uns dasselbe integriert, also &,, %,, 2; als Functionen 
von ¢ bestimmt. Diesen Functionen können wir die Anfangsbedingung 
vorschreiben, sich für =0 auf x, y, z zu reducieren. Es mögen 
sich etwa die Integralgleichungen ergeben: 

(11) 2 = bla, y, 2, t), = P(r, Y, 2, t), zı = X(x, Y, 2, t). 


Für ż = 0 geben dieselben also einfach „es, Y, = Y, A = 2. 
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Diese Gleichungen (11) sind nun der analytische Ausdruck einer 
Schar von oo! Transformationen des Raumes und diese bilden eine 
eingliedrige Gruppe mit dem Parameter t. 

Zum Nachweis dieser Behauptung müssen wir auf die Art der 
Integration des simultanen Systems (10) näher eingehen. Zunächst 
besitzen die beiden Gleichungen 

dx, dy, dz, 
5 Yis 21) z n(& s Yis 21) T TEEN 
zwei von einander unabhängige Integrale 2, (x, Y1, 21) und 2,(&,,Y1, 2), 
die, weil sie frei von ¢ sind, natürlich auch Integrale des ganzen Sy- 
stemes (10) sind. Um nun noch ein Integral des letzteren zu finden, 
das £ enthält, werden wir etwa y, und 2, vermöge 


RQ =G, =, 
aus 
dx 


E Va) 
eliminieren. Dadurch wird die linke Seite ein Ausdruck in z, und 
den Constanten c,, Ca. Diese Gleichung wird folglich eine gewöhn- 
liche Differentialgleichung zwischen x, und 4, die sich durch eine 
Quadratur integrieren lässt. Ihr Integral hat die Form: 

F(z, ĉi; 65) 4 
Wenn man c, und c, wieder durch 2, und 2, ersetzt, so geht hier- 
aus ein Integral des Systems (10) hervor und zwar in der Gestalt 

Wz, 9,2) — t 
Da sich für ¿= 0 die Functionen %,, y,, 2, von t auf &, y, z redu- 


cieren sollen, so ergeben sich also die gesuchten Functionen durch 
Auflösung der drei Gleichungen: 
| Qi (£i, Yy 21) = Q, (2, Y, 2), 
| la, Yis 21) = Q(T, Y, 2); 
; Wiz, Y 21) — t = Way 2) 

nach zi, Yı Z1- Die Auflösungen sind die obigen Gleichungen (11), 
von denen wir behaupteten, dass sie eine Gruppe vorstellen. Diese 
Behauptung wird durch die Form der Gleichungen (12) leicht dar- 
gethan. 

Eine Transformation nämlich der Schar (11) oder — unaufgelöst 
— der Schar (12), welche dem Parameterwert £ zugehört, führt die 
Punkte (x, y, z) in die Punkte (x,, Y,, 2,) über. Eine zweite Trans- 
formation derselben Schar, deren Parameterwert t sei, wird diese 
Punkte (z,,%,,2,) weiterhin an die Stellen (£y, Y2,:22) gelangen lassen, 
die sich aus den Gleichungen bestimmen: 


= (lt 


(12) 
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| Qi (Eor Yor 2a) = W Yo 2) 
| Ry (Ey, Yas 22) = ala, Yos 21)» 
` Waa, Yas 22) — h = Wht Yi; 2): 
Die Transformation also, welche die Punkte (x, y, 2) direct in die 
Endlagen (£, Yz, Za) überführt, geht durch Elimination von x,, Y1, & 
aus (12) und (13) hervor. Diese Elimination ist ausführbar, es kommt 
einfach: 


(13) 


Q (2, Yz» 22) = Q(z, Y, 2), 
Ry (Lo, Yas Za) = Q(T, Y, 2), 
W (aas Yas 2) — (E H 6) = Wir y, 2), 
und diese Transformation gehört ebenfalls der Schar an; es ist die 
zum Parameterwert £ +, gehörige. Insbesondere giebt die Reihen- 
folge der Transformationen (t) und (— !) die Transformation t = 0, 
d. h. die identische. Also: 
Satz 2: Integriert man ein beliebiges simultanes System von der Form 
da, A dy, En dz, cn 
Ela e) Wr) EE a 
mit der Anfangsbedingung xı = £, Yı =Y, 2z =z für t= 0, so be- 
stimmen die hervorgehenden Integralgleichungen 
t = D(x, Y, t), Yı = P(g, Y, 2, t), i = Aa, Y, 2, t) 
cine eingliedrige Gruppe mit paarweis inversen Transformationen. 
Da die Integration des simultanen Systems 


dt 


da, = dy, dz; s 
Eli Yı, 2) nr Yr) Sa» Yın 21) 
vermöge der Maclaurin’schen Entwickelungen von &,, Yı, 2, nach Po- 


tenzen von # die Reihen mit den Anfangsgliedern: 

s =r+ b(zye)t +: > y =y +z ytt z= 4+ Eley ejt +H- 
liefert, so hat die infinitesimale Transformation der construierten Gruppe 
die Form: 


q =g Hist tH -s yu =y tH ntt: gazt t 
Sie stimmt also mit der ursprünglichen infinitesimalen Transformation 
(8) in den Gliedern erster Ordnung überein, und auf diese allein kommt 
es an, da Of, --- gegen dt zu vernachlässigen sind. Die Coefficienten 
der Glieder zweiter Ordnung in unseren Reihenentwickelungen ergeben 
sich in derselben Weise wie früher in der Ebene ($ 4 des 2. Kap.). 

Wir sagen daher: 
Theorem 13: Jede infinitesimale Tranformation 


zı =x + Elx, y, dt, y= yH nayat H 
a= ettm 


dt 
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gehört, wenn von unendlich kleinen Grössen zweiter und höherer 
Ordnung abgesehen wird, mindestens einer eingliedrigen Gruppe 
mit paarweis inversen Transformationen an. Die endlichen 
Gleichungen dieser Gruppe ergeben sich durch Integration des 
simultanen Systems: 


da dy £ dz, Dey 


Elz, Ya) NY, 2) Sr, Vi 21) 


mit der Anfangsbedingung, dass = £, Y, = Y, 2 = z für t=0 
sein soll, in der Form: 
Ra (Ti, V 21) = Q (x, V, 2), 
ala) = Al N 2), 
Wa, Y2) — t= Wa, y, 2) 
oder, nach z, y, aufgelöst und nach t entwickelt, in der Form: 


t 0 ĝ 2E P 
n= tiant tE E ait e) 
t ð ĝ 0 u 
n= Med Alias t tinat 
t 6 ð ð 12 
nett Heer 
Die erzeugte eingliedrige Gruppe besitzt somit eine infinitesi- 


male Transformation, die in den Gliedern erster Ordnung mit 
der gegebenen infinitesimalen Transformation übereinstimmt. 


Beispiel: Vorgelegt sei die infinitesimale Transformation Beispiel. 
zı =x — yðt, „=yHtedl, z =z + mòt 
Wir fragen nach der von ihr erzeugten eingliedrigen Gruppe. Hier 
lautet das simultane System: 


ie ihian 
=y T m 
Das System 
dæ E> dy Sdi 
ih ea 


wurde schon früher in der Ebene integriert (Beispiel in § 4 des 2. Kap). 
Wir fanden die Integralgleichungen: 

æ = gv cos é — ysint, 

y, = z sin t + y cos £ 


Es bleibt also nur noch 
i dz, 
m 


mit den Anfangswerten z, O von z, und ¢ zu integrieren. Dies giebt: 


= dt 
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oder 

g =z +4 mi 
Die drei gefundenen Integralgleichungen stellen die im Beispiel zu 
§ 1 schon betrachtete eingliedrige Gruppe von Schraubungen mit con- 
stanter Steighöhe um die 2-Axe dar. 


Im vorigen Paragraphen gingen wir von einer beliebig gegebenen 
eingliedrigen Gruppe des Raumes mit paarweis inversen Transforma- 
tionen aus und fanden, dass sie sicher eine infinitesimale Transfor- 
mation enthält. In diesem Paragraphen betrachteten wir umgekehrt 
eine infinitesimale Transformation als vorgelegt und zeigten, dass sie 
eine eingliedrige Gruppe mit paarweis inversen Transformationen erzeugt. 

Jetzt fehlt nur noch der Nachweis, dass eine eingliedrige Gruppe 
des Raumes nur eine infinitesimale Transformation enthält, sowie dass 
jede infinitesimale Transformation des Raumes nur einer eingliedrigen 
Gruppe angehört. Dies werden wir jetzt zeigen. 

Vorher aber eine Bemerkung: Wenn bei zwei infinitesimalen 
Transformationen des Raumes: 


“er + Ele y eet H y my H ndt o a Ima tH 
und 


& =a 4 Eleye) ot H, y =y +t tH, #=2 460+- 


die Coefficienten &, n, & und &, 7, & von dt einander im ganzen Raume 
in der Weise proportional sind, dass 


E = x$, n= xn, = x$ 

ist, wo x eine Constante bedeuten soll, so sagen wir, wie früher in 
der Ebene, diese beiden infinitesimalen Transformationen seien von 
einander abhängig, und betrachten sie als im Grunde identisch. In 
der That, ôt ist ihrem Begriffe nach nur eine gegen Null conver- 
gierende Grösse, dt und xdt sind also als äquivalent aufzufassen. Auch 
ordnen die beiden infinitesimalen Transformationen dem Punkte (x, y, 2) 
Fortschreitungsstrecken ot VE Fy? H Ë und ðt VE F PP +E zu, 
welche für irgend einen Wert von öt dieselbe Richtung haben und 
deren Längenverhältnis im ganzen Raum constant ist. 


Nachweis Um nun den versprochenen Nachweis zu liefern, verfahren wir 
d. e. eingl. s % 5 . . 

Gruppe nur wie in § 5 des 2. Kapitels. Wir gehen aus von einer vorgelegten 
ino infin. . 3 A 

Trt. bat. eingliedrigen Gruppe des Raumes: 
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(14) a p(z, Y, 2, a), Yı = 4(z, Y, £, a), a = x, Y, 2, a) 
mit dem Parameter a und nehmen an, es sei 
2 =g + Elz, y, 2)ôt + ER, y =y + nle, y, dit :- 
d =e + ty tH 
eine infinitesimale Transformation derselben. Dass eine solche existiert, 
ist ja bewiesen. 

Nun führen wir nach der Transformation (a) der Gruppe, welche 
die Punkte (x, y, z) in die Lagen (x,, %,, 2,) überführt, die infinitesi- 
male Transformation (15) aus, welche die Punkte (x,, Y, 2) weiter 
in neue Lagen (£2, Yz, 22) gelangen lässt: 

(16) Ta = Ty F Ela M tH o h = h F NYa 
a =at Elz, Yis 2,)08 sig 

Diese Reihenfolge der Transformation (a) und der infinitesimalen ist 
einer einzigen Transformation der Gruppe (14) äquivalent, die natür- 
lich nur unendlich wenig von der Transformation (a) abweicht, also 
etwa den Parameter a + da besitzt, wo da eine infinitesimale Con- 
stante bedeutet. Die Gleichungen dieser Transformation (a + da), 
welche die Punkte (x, y, 2) direct in die Punkte (x,, Yg, 22) verwan- 
delt, lauten: 


Z = p (£, Y, 2,0 + da) = 99,20) +5. ze 
1» = Y (2, y, 5, a + da) = ylz ya a) 4 E Dar Ay 


a = 1z, 5a + òa) = g(s y 2 a) +5 ða t- 


Andererseits müssen sie sich auch ergeben durch Elimination von 
%, Yı 2, aus (14) und (16). Diese Elimination wollen wir nur zum 
Teil wirklich durchführen. Es kommt: 
£, = p (2, Y, 2,0) + Elti y,2)dt 4", 
Y = PÈL, Y, 2, a) tn, V, 8) Hs 
E u, Y, 2, a) = Elz, Yi 2) òt paeo 
Die hieraus noch nicht entfernten &,, Y,, 2, sollen also die durch (14) 


bestimmten Functionen von x, y, z und a sein. 
Der Vergleich der letzten Relationen mit (17) liefert: 


(15) 


(17) 


BOR ya) +. un da bit 
(18) ga, Yis 21) ôt -+ en é aa IE ie F, a) da. 
a, a)dtt =" ginys. S 
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Wir können nun genau so wie in § 5 des 2. Kapitels erkennen, 
welche Form die Gleichung hat, die da als Function von ôt und 
a darstellt. Um sie zu finden, werden wir wie damals die Veränder- 
lichen x, y, 2 zunächst specialisieren, indem wir ihnen bestimmte Werte 
geben. Alsdann erhalten wir wie damals eine Relation von der Form 

ĝa = wm ôt + wP He, 
wo %,,%, ++ Functionen von a allein sind und w, Æ O ist. 

Nun verstehen wir wieder in (18) unter x, y, z beliebige Ver- 
änderliche. Sobald unter &,, %,, 2, die Functionen (14) von x, y, 2 und 
a verstanden werden, müssen die Gleichungen (18) identisch bestehen, 
sobald da = w,ôt + - -- gesetzt wird. Diesen Wert führen wir wirk- 
lieh in (18) ein. Alsdann lässt sich rechts und links dt einmal fort- 
heben. Da dt unendlich klein ist, so müssen die sich ergebenden 
Relationen auch noch bestehen, wenn òt gegen Null convergiert. Dies 


liefert: 
Ög (a, y, 5, a) 


(a, h2) = da w, (a), 

Ap (T, Y, 2, a) 
(19) 1272,92)" S 2e w,(a), 
tlnn a) = EER (a), 


Aus diesen Formeln folgt nun ohne weiteres, dass unsere ein- 
gliedrige Gruppe nur eine infinitesimale Transformation enthält. Führt 
man nämlich noch die aus (14) folgenden Werte von x, y, 2, aus- 
gedrückt in x,, Yı, 2,, ein, so erhält man drei Relationen von der Form: 

E(t Y 4) = Xl2,, Y, 21, a) - w0 (0), 
A, ya) Ya, Yi, 2%, 0) - w, (a), 
Elt, Yi 21) = Z (Tis Yi 2, 0)  wı(a). 

Erteilen wir hierin der Grösse a einen bestimmten Wert ä&, so 
gehen X(&,,y1,2,0), Y(&, 91, 21,0), Z(&1,Yı, 2,4) in bestimmte 
Functionen von &,, Yı, 2, allein über: 

X, Y, 2,4) = Aa, Yi 21) 
Y (£1, Ys 9,4) = Ya, Yi 2)» 
Z (2i, Yis Ei, &) = L (£, Yis A) 
während w,(a) in eine Constante sich verwandelt. Demnach sind 


&(&,, Yo 21), N2, Yis 21), 8, Y1, 21) bestimmt bis auf einen constanten 
Factor K: 


E(t 9,2) = KX(&,, Yo 23), 
7(& Yi 2) =K Yla, Yi» 2), 
E (2i 902) = K Zi, Yv 2); 
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und zwar gilt dies für jede infinitesimale Transformation (15) unserer 
Gruppe. Daher können sich zwei infinitesimale Transformationen der 
Gruppe in ihren Gliedern erster Ordnung nur um einen constanten 
Factor unterscheiden, d. h. sie sind als identisch aufzufassen. Also 
ergiebt sich: 

Satz 3: Eine eingliedrige Gruppe des Raumes mit paarweis inversen 
Transformationen enthält nur eine infinitesimale Transformation, exacter 
ausgesprochen: Alle infinitesimalen Transformationen einer eingliedrigen 
Gruppe des Raumes stimmen bis auf einen blossen Zahlenfactor in den 
Gliedern erster Ordnung überein. 


Um unsere Gleichungen (19) von dem Factor w, (a) zu befreien, 
führen wir an Stelle des Parameters a in die Gruppe (14) den durch 


die Gleichung 
. da 
i z w, (0) 


o 

definierten Parameter ? ein, indem wir für a die hierdurch bestimmte 
Function æ von £ setzen. a, soll hierbei der Wert von a sein, dem 
die identische Transformation zugehört. Dann werden &,, Yı, 2, Func- 
tionen von z, y, 2 und t: 


(20) = D(L, y, 2, t), = P(x,y, 2, t), 1 = X(x, y, z, t) 
die sich für ¿= 0 auf x, y, 2 selbst reducieren. Nun werden die 
Gleichungen (19) einfach diese: 
on = (a, Y 21)» in, = N (£ 42): A = f (£1, 9121)» 
d. h. die endlichen Gleichungen (20) der Gruppe sind die Integral- 
gleichungen des simultanen Systems: 
dx, Pr dy, 5 dz, 

Kay) Er Yun Zi) 
wenn die Anfangswerte x, y, 2, O von £i, Yı; £, £ vorgeschrieben 
werden. 

Da dieses simultane System durch die Glieder erster Ordnung 
der infinitesimalen Transformation (15) vollständig bestimmt wird, so 
ist auch die Gruppe durch ihre infinitesimale Transformation völlig 
definiert. 

Unser Schlussergebnis ist also unter Berücksichtigung des Theo- 
rems 13: 

Theorem 14: Jede eingliedrige Gruppe des Raumes mit 
paarweis inversen Transfor mationen enthält eine und nur eine 


= (di 


’ 


www.rcin.org.pl 


224 Kapitel 11, § 3. 


infinitesimale Transformation. Jede infinitesimale Trans- 
formation des Raumes gehört einer und nur einer eingliedrigen 
Gruppe an. Dieselbe besitzt paarweis inverse Transformationen. 
pigie Wir können demnach wie früher in der Ebene auch im Raume 


zeugt v.e. VON einer eingliedrigen Gruppe, erzeugt von einer gegebenen infinitesimalen 
infin. Tyr. 
Transformation, sprechen, ohne Unklarheiten befürchten zu müssen. 


§ 3. Symbol einer infinitesimalen Transformation und Reihen- 
entwickelung der endlichen Gleichungen einer eingliedrigen Gruppe 
im Raumo. 


Gleichwie wir in der Ebene eine infinitesimale Transformation 
durch ein Symbol charakterisierten, werden wir auch hier im Raume 
verfahren. Liegt die eingliedrige Gruppe im Raume vor: 


(21) VS g(x, Y, 2, t), Ya va, Y, 2, t), ma ACA Y, 2, t), 

deren identische Transformation etwa dem Parameterwert t = 0 ent- 
spreche, so kann jede Function f(x,,%,,2,) vermöge (21) als Function 
von ¢ und den Anfangswerten x, y, 2 aufgefasst werden, die mit 
variierendem ? sich auch im allgemeinen ändert und sich für £ = 0 
auf f(x,y, 2) selbst reduciert. In dieser Auffassung wollen wir nach 
dem Differentialquotienten der Function f(x,, Y, 2%) nach t fragen. 
Lassen wir £ bis {+ ôt wachsen, so wachsen die von £ vermöge (21) 
abhängigen Veränderlichen z,, %,, #4 um die Incremente, welche sie 
bei der infinitesimalen Transformation der Gruppe: 


(22) x = x + Elx, y, 2)ðt H, yY = yH ndt H l ma tH 
erfahren, nämlich um 

2 = 5a, Y 2) 0t, ÖY, = na, Yi 21)0t, Oz = Elz, Y 21) 0t, 
sodass die gleichzeitige Änderung von f(&, Yı» 2) sich so darstellt: 


dla) = te aa, +4 ou, + 2% a de, 


8 1 Li 
= (4 + m +3 &) ðt. 
Der Index 1 soll hier überall andeuten, dass &,, y,, 2, die Argumente 
sind. Der gesuchte Differentialquotient lautet also 
af af, of of. 
oe ea N may ae} 


*) Man könnte hierin das Variationszeichen ð durch das Differentiationa- 
zeichen d ersetzen. Wir finden es jedoch bequemer, das erstere Zeichen beizu- 
behalten, 
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Insbesondere für = 0 wird f, = f(x, y, 2) und also ist dann: 


öf(z, y, 2) af Ina, 

(23) nr 
Wir führen demnach Ba 
BIN of of Transform. 
Us, t Eaz im Raume, 


als Symbol der infinitesimalen Transformation (22) unserer Gruppe ein. 
Uf stellt den durch die infinitesimale Grösse dt dividierten Zuwachs 
dar, den f(x, y, 2) vermöge der infinitesimalen Transformation (22) 
der vorgelegten Gruppe erfährt. Ist Uf gegeben, so ist auch die in- 
finitesimale Transformation gegeben, denn setzt man in Uf die will- 
kürliche Function f = q, y, 2, so giebt Uf die Coeffieienten &,n, & der 
infinitesimalen Transformation. Es ist also auch 


7) ô 0) 

Ur=Un’l+ Uy $t oa 

So ist z. B. 2 
Uf=— yiya lt mit 


das Symbol der in § 1 und $ 2 als Beispiel betrachteten infinitesi- 
malen Schraubung: 


£ =x —yðt, y =y 4+ rðt, =z + môt. 


Wir werden nun untersuchen, wie sich das Symbol Uf gegenüber 
der Einführung neuer Veränderlicher in die Gruppe verhält. 
Es bedarf zunächst keines besonderen Beweises, dass, wenn wir Neus Vor- 
in die Gruppe in der 
Gruppo, 
(21) X = P(X, Y, 2, t), Yı = Y(T, Y, 2, t), Ce x(®, Y, 2, t) 


vermöge zweier cogredienter, Gleichungensysteme: 


U D(z, Y, £), = W(x, Y, £)» o X(z, Y, 2); 
= D(t y 2), Y = Plz, Yis 2) I = X(t Vi 2) 

neue Veränderliche g, Y, 3 und gı, Yı, 3, einführen, dann die so ent- 
stehenden Gleichungen, welche gi, Y, & durch g, 4, 3 und ¢ aus- 
drücken, wieder eine eingliedrige Gruppe darstellen. Es ist dies ja 
selbstverständlich, wenn wir die Gleichungen (24) nicht als die zweier 
Ortsveränderungen, sondern als die einer Coordinatenänderung auf- 
fassen, vermöge deren die Punkte (x, y, 2) und (£i, Yı 21) im neuen 
System die Coordinaten x, N, 3 und £i, Yi, }, haben. Zur weiteren 
Ausführung dieser Auffassung brauchen wir nur auf die Bemerkungen 


des § 1, 3. Kap., zurückzuverweisen. Wir sprechen den Satz so aus: 
Lie, Differentialgleichungen. 15 


(24) 
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Satz 4: Führt man in die eingliedrige Gruppe 
T = p(T, Y, 2,6), Yı = PT, y, 2, t), 2 = 1 Y, 2, t) 
vermöge der Gleichungensysteme 
r= D(z, Y, 2), y= P(x, Y, 2), 3; = X(x, y, 2); 
5 = Pla, Yoa) I = Pla, 9A), i = Xt, Y A) 
die neuen Veränderlichen £, Y, 3 und £i, Yı, &ı ein, so stellen die her- 
vorgehenden Gleichungen 


Al p(t, Y, 3 i), m = PE Y, 3 t), ai ‚20 D, 3 t) 
wieder eine eingliedrige Gruppe dar. 


ma ENON Die so entstehende Gruppe in (z, b, 3) besitzt nun eine gewisse 

änderlicher infinitesimale Transformation und diese ein gewisses Symbol, das wir 

Symbol. mit Uf bezeichnen wollen. Es fragt sich, ob dies Symbol Uf aus 
dem Symbol Uf der infinitesimalen Transformation der ursprünglichen 
Gruppe direct durch Einführung der neuen Veränderlichen x, Y, 3 er- 
halten werden kann. Wenn man, wie wir dies oben gethan haben, 
Uf als Differentialquotienten von f(z,, Y1, 2,) nach t an der Stelle 
t= 0 auffasst, so ist die Bejahung dieser Frage selbstverständlich, 
denn wird f in den neuen Veränderlichen t,, Yı, ĝı geschrieben, die 
als Functionen von y, Ņ, 3 und ? aufzufassen sind, und nach { differen- 
ziert an der Stelle = 0, so ergiebt sich offenbar ein Ausdruck Uf, 
der direct aus dem Differentialquotienten Uf durch Einführung der 
neuen Veränderlichen g, Ņ, 3 hervorgehen muss. 

Übrigens könnten wir wie in $ 2 des 3. Kapitels zur Klärung 
dieser Frage auch rein analytisch vorgehen. Doch überheben wir uns 
dieser Rechnungen durch den Hinweis auf das damals Gesagte. Wie 
damals können wir, entweder indem wir die Gruppe in den neuen 
Veränderlichen schreiben und dann ihre infinitesimale Transformation 
Uf suchen, oder indem wir direct Uf in Uf verwandeln, zu der Formel 
gelangen, dass 

: ə n êf o 
(25) - Uf = Urf ++ 
ist, wo natürlich i i 
mE hE 
Uy und U3 durch g, y, 3 allein ausgedrückt werden müssen. 
So finden wir 
Satz 5: Führt man in eine eingliedrige Gruppe: 


2 = g(x, Y, 2, t), Yı = p(z, Y, 2, t), = ACA Y, Z, t) 
an Stelle von x, y, 2 und &,, Yı, 2 durch zwei cogrediente Gleichungen- 
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systeme neue Veränderliche £, Y, 3 und X, Yi, fi ein, so geht das Symbol 
D ôf of 
U= igata dy rs, 


der infinitesimalen Transformation der Gruppe dabei direct in das Symbol 
Uf der infinitesimalen Transformation der neuen Gruppe über. Es er- 
giebt sich also: 


z ô ð 
ur= Ur E + U $E +, 


wo natürlich Ur, Uy, Ug in den neuen Veränderlichen x, Y, 5 zu 
schreiben sind. 


Hiernach ist leicht einzusehen, ‘dass man eine gegebene infini- 
tesimale Transformation Uf nebst der von ihr erzeugten eingliedrigen 
Gruppe durch Einführung neuer Veränderlicher y, y, 3 stets auf eine 
beliebig angenommene Form bringen kann. Wollen wir z.B. Uf in 
die infinitesimale Transformation 


Wed tt 


überführen, so haben wir zur Bestimmung der Functionen x, Y, 3 von 
x, Y, 2 nach (25) die Gleichung anzusetzen: 


-əf IPIN r n ef of, 
ger Hig ia” Ur fg = Dt Un 


Sie-soll für jede Function f gelten, zerfällt also in die drei einzelnen 
Forderungen: 


(26) Ur =, W-n, U}=$ 
oder ausführlich geschrieben: 

Etat in), 
Er EL} 
Eita tt Er In 


Dies aber sind drei simultane Differentialgleichungen zur Bestimmung 
von x, 4, 3 als Functionen von x, y, 2, die sich immer erfüllen lassen, 


(26) 


vorausgesetzt natürlich, dass nicht etwa &, 7, & sämtlich identisch 
gleich Null angenommen werden. 

Da die hierdurch bestimmten neuen Veränderlichen g, y, 5 die alas 
infinitesimale Transformation Uf in Uf überführen und gleichzeitigeiner&ruppe 
die von Uf erzeugte Gruppe gerade in die von Mf erzeugte übergeht, andana) 
so hat sich ergeben: 


15” 
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Satz 6: Durch Einführung neuer Variabeln kann man jede ein- 
gliedrige Gruppe des Raumes in jede andere eingliedrige Gruppe des 
Raumes verwandeln. 


ee Als Corollar hierzu entwickeln wir Folgendes. Nehmen wir ins- 
sanonische besondere die neue Transformation Uf in der einfachen Form an: 
êf 
UE 
=, 


so geht die ursprüngliche Gruppe über in die Gruppe mit dieser neuen 
infinitesimalen Transformation. Uf erteilt x, y, 3 die Ineremente: 

òr =0, ôy = 0, ð= ðt, 
ist also eine infinitesimale Translation längs der 4- Axe, wenn für den 
Augenblick x, 9, 5 als rechtwinklige Punkteoordinaten aufgefasst wer- 
den. Die endlichen Gleichungen der von Uf erzeugten Gruppe sind: 


un Y=), a=; +t, 
wie man sofort durch Integration des simultanen Systems 


= T 3 z ih = di 

mit den Anfangswerten x, 4, } O nach Theorem 13 (8 2) erkennt. 
Theorem 15: Jede eingliedrige Gruppe in drei Veränder- 

lichen kann durch passende Wahl der Veränderlichen in eine 

Gruppe von Translationen übergeführt werden. Insbesondere 

also kann ihre infinitesimale Transformation in den neuen 


Veränderlichen x, Y, 3 auf die Form A gebracht werden. 


Zur Bestimmung der hierzu nötigen Variabeln r, y, dienen nach 
(26) oder (26°) die drei Differentialgleichungen: 


s { 2 ) 
U= tia tig =O 
- Y cy eu 
nw=eti,tı,tt;,-0 


(27) ' 
ĝ ð 03 
pa at ETS 


Die neuen Veränderlichen x, Y, 5, welche die Verwandlung der Gruppe 
Uf in eine Gruppe von Translationen ermöglichen, nennen wir ca- 
nonische und die dadurch erhaltene Form der Gruppe ihre cano- 
nische Form. 

Wir hätten zu demselben Ergebnis auch auf einem Wege gelangen 
können, der sich eng an das in der Ebene benutzte Verfahren an- 
schliesst (8 1 des 3. Kap.). Wir haben ja in Theorem 13 ($ 2 dieses 
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Kapitels) gefunden, dass sich die endlichen Gleichungen der von Uf 
erzeugten eingliedrigen Gruppe durch Integration eines simultanen 
Systems in der Form ergeben: 
Q Eo Yy 2) = Als Y 2), 
Ro (2i, Yis 21) = ala, Y, 2), 
Wz, Yi» g= i= Wie, Y, 2). 
Weun wir also 
= 214) Y = Q2, y, 2), 3 = Way 2) 
und analog 
era, Yo i) Yi = Rolt YA) a = Wht, Yi 2) 
setzen, so lauten die endlichen Gleichungen der Gruppe in den neuen 
Veränderlichen: 
he ya) hair 
und dies ist die gewünschte eingliedrige Gruppe von Translationen 
längs der 3-Axe, 


1. Beispiel: Wir wollen die eingliedrige Gruppe von Schraubungen Beispiele 
längs der 2-Axe, die wir schon in $ 1 und $ 2 als Beispiel benutzten: 


£, = % cos t — y sin £, 
Y, = % sin t + y cos t, 
zaz =z + mt, 
in eine Gruppe von Translationen überführen. Die infinitesimale 
Schraubung hat das Symbol: 
u=—yil+zl -+ m di 


Es ist hier also E = — y, n = x, $=m. Die Gleichungen (27) für 
die neuen Veränderlichen b a 1 lauten demnach: 


(27) E re a, 


ytes er, om ke 
z ) sind also Integrale des simultanen Systems: 


de _ dy _dz 
-y 2 m 


Ein Integral derselben ist offenbar: 
ul + y* 
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Da ferner 
gady — ydı _ dz 
at m 
ist, so liefert dies als ein zweites Integral: 


z 
= arctg lt — Ž. 


Die dritte Gleichung (27) wird offenbar befriedigt durch 
In 
Die drei neuen Veränderlichen: 


e> y+, y= arctg” — ),3=, 
vermitteln also den Übergang zur Gruppe von Translationen: 
u S a 
Dass in der That x und y durch die Schraubungen längs der 2-Axe 
nicht geändert werden, erhellt übrigens auch aus ihrer geometrischen 
Bedeutung, denn x ist der Abstand des betreffenden Punktes (x, y, 2) 


“von der Schraubenaxe, arc tg ” ist der Winkel dieses Abstandes mit 
der (xz)-Ebene, der sich bei der Schraubung genau so wie = ändert, 


sodass auch y = arc tg z — er ungeändert bleibt. Schliesslich kaun 


dies auch rechnerisch eingesehen werden. Denn es ist: 


y=Vr?+y?=Vleoost— ysint)? + (wsint+ycost” = V? +y =t, 


= Ya _ æ sin t + y cost ztmt 
Ian tea m er Gaot o m 
tgt+ t 
= arc tg —————— — -t 
ee " 
E 
y s 
S Bu a 
=artg, 5 y. 


Dagegen ist 


2, z -4 mt z > 
A ac ER = nme 


2. Beispiel: Die drei Gleichungen: 
x =x + 4i (22 +t), 
Yı =y + $t (22 + t), 
z=z+ć 
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bilden eine eingliedrige Gruppe in x, y, 2. Wir suchen ihre cano- 
nischen Veränderlichen. Es ist hier die infinitesimale Transformation 
(die sich für & = ôt ergiebt): 
Uf=s fpf F. 
0x Oy 02 
Daher bestimmen sich £ und y nach (27) als Lösungen f der Gleichung: 


LITER, 


2 2 1 
äquivalent und hat die beiden Lösungen: 
ver}, -y—}2R. 
Die dritte neue Veränderliche 3 bestimmt sich aus: 
U=2 gs +2: 
und kann offenbar gleich 2 gesetzt werden. Wenn wir also vermöge: 
=r}, =y}, 1-3 
=n ia, Sh hA 


die neuen Veränderlichen ¥, Y, 3; £i, Y, Zı in die vorgelegte Gruppe 
einführen, so ergiebt sich ihre canonische Form: 


neu y=, =t ó 
Man verificiert dies ohne Schwierigkeit. 


Wie in zwei Veränderlichen die endlichen Gleichungen einer ein- reesi 


gliedrigen Gruppe in Form von Reihenentwickelungen mit Hülfe des S 
Symbols der infinitesimalen Transformation der Gruppe geschrieben Function. 
werden konnten (vgl. $ 3 des 3. Kap.), so können wir nun auch die 
endlichen Gleichungen der eingliedrigen Gruppe Uf des Raumes mit 
Hülfe des Symbols Uf entwickeln. 
Wie wir wissen, giebt die Integration des simultanen Systems 
da, dy, dz, 
Ewa) T a a T ORT ren T A 


mit den Anfangswerten x, y, 2, O die endlichen Gleichungen der von 
der infinitesimalen Transformation 


3 ⁄) 3] 
Up= Ep E 


erzeugten eingliedrigen Gruppe, also %;, Y1, 2, ausgedrückt als Func- 
tionen des Parameters £ und der Anfangswerte x, y, 2 für ¿= 0. 
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Eine beliebige Function f, =f(x,,y,2,) kann also, wie wir auch 
schon bemerkten, als Function von t aufgefasst werden, die sich für 
t=0 auf f= f(x, y, Z) reduciert. Die Maclaurin’sche Entwickelung 
giebt folglich: 


t (af, = (def, 
hE fsh a) = flene) a (G) tra te 
Nun ist, wie wir früher sahen: 


l 

hgh I za Ehi 

wo der Index 1 überall anzeigt, dass %,, %,, Z} die Veränderlichen 
sein sollen. Hieraus können wir nun wie in $ 3 des 3. Kapitels die 
allgemeine Formel ableiten: 


a ra e ! 
- = ú (C -U 
m-mal 


Setzen wir hierin insbesondere {= 0, so gehen %,, Yı, 2&1 in x, Y, 2, 
fi in f, U,f in Uf u. s. w. über. Es bleibt also: 


ol U (ve (Uf)-- )) 


m-mal 


und die obige Entwickelung giebt daher: 
her) y, 2) + È Uf +i N OEE 


Diese Formel gilt für jede Function f(z,, Y1, 241), insbesondere also 
auch für zı, Yı, Z4- Daher können wir sagen: 


Theorem 16: Die endlichen Gleichungen der von der infini- 
tesimalen Transformation 


7p d 
U= +n He 


erzeugten eingliedrigen Gruppe können in Form von Reihen- 
entwickelungen nach dem Parameter t der Gruppe so geschrieben 
werden: 


zı =s + + Ur + jg UWUa) +74 UUU) +, 
n=y+4Uy+ i U(Uy) + crs U(U(Uy) +-->, 


a =s +i Ust it UUA H h UUU +, 
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und jede Function f(x,,Yı, 2) hat die Form: 


fti Y 2) = f(x, + x Di ka U(Uf) + 1 UUU +H- 


An dieser Stelle wollen wir noch eine Ausdrucksweise einführen, 
die sehr bequem ist: Liegen mehrere infinitesimale Transformationen 
U,f, Uf- -- U,f des Raumes vor, so nennen wir sie von einander 
unabhängig dann und nur dann, wenn zwischen ihnen keine lineare 
Relation mit constanten Coefficienten besteht, dagegen abhängig, wenn 
eine solche Relation: 


alif F&U t-e c U,f = 0 
identisch stattfindet. 


1. Beispiel: Wir wollen die endlichen Gleichungen der von der Beispiele 
infinitesimalen Transformation 


U A 


erzeugten eingliedrigen Gruppe von Schraubungen längs der 3-Axe 
vermöge der Reihenentwickelungen darstellen. Die Entwickelungen 
von x, und y, sind hier genau dieselben wie im 1. Beispiel des $ 3, 
3. Kap., sodass sich ergiebt: 


el ea) rat) 
nr er re Te N 


oder: 


ef 
gz 


æ, = g cos t — y sin é, 
y, = x sin t + y cos t. 


Uz=m, U(Uz)=0, U(U(U2)= 0,- 
sodass als dritte Gleichung hinzutritt: 
2z = 2 4 mt, 
was mit den früheren Ergebnissen übereinstimmt. 


2. Beispiel: Man soll die endlichen Gleichungen der von der in- 
tinitesimalen Transformation 


a ar 
erzeugten eingliedrigen Gruppe vermittelst Reihenentwickelung finden. 
Hier ist: 
Ux=:, U(Us)=1, U(U(Ux)) = 0, u. s. w.; 
Uy =z, U(Uy)= 1, U(U(Uy)) = 0, u. s. W.; 
Uz = 1, U(Uz) = 0, u. s. w. 


Ferner ist 
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Also kommt: 
zi=x 4 zt + 42t, 
MENTE y 
zZz =z +4 
Man verificiere, dass diese Gleichungen eine Gruppe darstellen. Es 
ist dies die im 2. Beispiel zu Theorem 15 benutzte Gruppe. 
3. Beispiel: Man soll die endlichen Gleichungen der von der 
infinitesimalen Transformation 


U=EW-EtL-DHt+e-NE 


erzeugten eingliedrigen Gruppe durch Reihenentwickelung finden. 
Wollte man hier Uz, U(Ux), u. s. w. berechnen, so würde die Auf- 
findung der Gesetzmässigkeit dieser Ausdrücke schwierig sein. Be- 
quemer ist es, nicht die Ausdrücke von x., Yı, Zıp sondern die gewisser 
linearer Funetionen derselben zu berechnen. Es ist nämlich 


Ux+y+9)=0, UUl +y+2))=0, us w., 
also nach Theorem 16, wenn darin f= x + y + 2 gesetzt wird: 


Äatyıta=e+y+2 


Ferner ist: 
Ulx—y)= y —z— (z —1)= x +y — 22, 
U(U(x — y)) =y — z + z — x — 2(x — y) =— 3z + 3y =—3 (s — y). 
Daher wird: 
U(U(U(e — 4))) = — 3U (e — y), 
U(U(U(U (e — y)))) = — 3 UUl — y) = (— 8} (£ — y), 


u. s. w. Theorem 16 liefert demnach, wenn darin f= x — y gesetzt 
wird: 


n= pn=r—yt tety) e) 
+3, -9@+y-22)+ 
+ aa e—a) 
En er EE 
+@+9-9(6 -aatrssas) 
= (e — y) cos tV3 + y (£ + y — 23) sin t V3. 


Wir haben also gefunden: 


| 
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55 8: 
Si P 17 sin ¢ V3) + 
ur: 2 = 
— cost V3 = sin t V3 ) — — z sin t V3. 
V3 + g t V3) 777 inty 
Analog kommt: 


-r =z (cos t3 + 5 sin tv3) + 
+a (= cos t V3 + = sin £ V3) = A y sin t3. 


Da ausserdem: 

u tn ta=rtyte 
ist, so giebt die Addition der ersten und dritten und Subtraction der 
zweiten Gleichung: 


æ, =x (1 + 2 cos t V3) +y(1— cos t V3 + V3 sin £ V3) + 
+ z(1 — cos t V3 — V3 sin t V3). 


Indem man nun &, y, 2 cyklisch vertauscht, erhält man auch die 
Function y, und 2, von x, y, 2 und £ 

Die in diesem Beispiele betrachtete infinitesimale Transformation 
und eingliedrige Gruppe ist einer einfachen geometrischen Deutung 
fähig. Man bemerke nämlich, dass bei der infinitesimalen Trans- 
formation 


uU=(y—.)} Le-a Hea) 


die Functionen Væ? + y? + und &-+y-+-z das Increment Null 
erhalten. Erstere Function ist der Abstand des Punktes (x, y, 2) vom 
Anfangspunkt. Der Abstand des Punktes von der Geraden g = y = z 
ist gleich: 


Carem aui 
Er erhält also bei Uf auch das Increment Null. Daher folgt, dass 
Uf die infinitesimale Rotation um die Gerade x = y = z vorstellt. 
4. Beispiel: Man bestimme die endlichen Gleichungen der von 
der infinitesimalen Transformation 


0 
Uf = y2 53 + +y +e 


erzeugten eingliedrigen Gruppe Ani Reihenentwickelung. Man veri- 
ficiere schliesslich auch, dass die endlichen Gleichungen eine Gruppe 
darstellen. 
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Kapitel 12. 


Bestimmung aller bei einer eingliedrigen Gruppe des Raumes 
invarianten Functionen, Curven und Flächen, insbesondere der 
Bahnecurven. 


Die Bestimmung aller bei einer eingliedrigen Gruppe des Raumes 
invarianien Functionen weicht in keiner wesentlichen Hinsicht von dem 
entsprechenden Problem der Ebene ab ($ 1 des 4. Kap.) Dagegen 
tritt bei der Bestimmung der invarianten Gebilde insofern ein Unter- 
schied gegen früher auf, als wir jetzt zweierlei Gebilde, nämlich 
invariante Flächen und invariante Curven, zu betrachten haben. 


$ 1. Die Invarianten einer eingliedrigen Gruppe des Raumes, 
Soll eine Function 2(x, y, z) bei allen Transformationen der vor- 
gelegten eingliedrigen Gruppe 
(1) H= g(x, Y, 2 t), Vz y(x, Y, 2, t), En x (2, Y, 8, t) 
mit der infinitesimalen Transformation 
e] èf 
uor=s tate 
avariato ungeändert bleiben, also für jedes 2 stets: 
2a, Y 21) = Q(x, Y, 2) 
sein, so liefert die Reihenentwickelung nach Theorem 16 (§ 3 des 


11. Kap.) leicht die notwendige und hinreichende Bedingung dafür. 
Denn nach jener Entwickelung ist: 


r t 
Rz, Y 21) = a, Y, 2) ar ı URA(K, Y, 2) + N 


Soll dies gleich Q(x, y, z) sein für jedes t, so muss zunächst notwendig 
URXzy2)=0 

sein. Dann verschwinden aber auch die höheren Glieder U(U2) u. s. w. 
in der Entwickelung. Das gefundene notwendige Kriterium ist somit 
auch hinreichend. 

Theorem 17: Die Invarianten einer eingliedrigen Gruppe 
Uf in drei Veränderlichen x, y, z sind die Lösungen der linearen 
partiellen Differentialgleichung Uf=0, und umgekehrt. Es 
lässt sich also auch jede Invariante der Gruppe als Function 
zweier beliebiger, aber von einander unabhängiger Invarianten 
derselben darstellen. 
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1. Beispiel: Die Gruppe der Schraubungen längs der z-Axe: 
æ, = g cos é — y sin t, 
y, = x sin t -+ y cost, 
z =:2H4mt `“ 
hat die infinitesimale Transformation 


Uf=— yii + ait l f mél 


Die Invarianten & sind also die A n Be linearen partiellen 
Differentialgleichung 


-yiaten emo = 0 


[4 


Schon im 1. Beispiel zu Theorem T ($ 3 des 11. Kap.) fanden wir 
als Lösungen der partiellen Differentialgleichung: 


Vr? +y? und arctg 4 _ >. 


m 


Die allgemeinste Invariante unserer Gruppe ist also: 


Q (V+ y*, arctg z — &). 


m 


Dass wir zwei Invarianten schon damals bestimmten, hat seinen 
Grund: Die in Theorem 15 mit y und y bezeichneten neuen (canoni- 
schen) Veränderlichen siud ja nichts anderes als zwei von einander 
unabhängige Invarianten der Gruppe. 

2. Beispiel: Man soll die allgemeinste Invariante der von der 
infinitesimalen Rotation 


ae af êf öf 

UY=W-),tr%@-% a y 
erzeugten eingliedrigen Gruppe von Rotationen um die Gerade 
x = y = Zz aufstellen. Schon im $ 3 des vorigen Kapitels im 3. Bei- 
spiel zu Theorem 16 bemerkten wir, dass 

a+y+tz ud Vèt y +e 

von Uf ungeändert gelassen werden. Demnach ist die allgemeinste 
Invariante: 


Qlaz t y +a, Hye) 
3. Beispiel: Man bestimme die allgemeinste Invariante der von 
der infinitesimalen Transformation 


8 0 
uf=s jita Eit 


erzeugten eingliedrigen Gruppe. (Vgl. 2. Beispiel zu Theorem 15 und 
2. Beispiel zu Theorem 16 in $ 3 des 11. Kap.) 
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§ 2. Die Bahncurven einer eingliedrigen Gruppe des Raumes, 


Zur geometrischen Deutung der Invarianten bedürfen wir des 
Begriffes der Bahneurven, der auch sonst hervorragende Wichtigkeit 
besitzt. : 

Indem wir auf einen beliebigen Punkt p) des Raumes mit den 
Coordinaten o, Yo, Z% alle Transformationen unserer eingliedrigen 
Gruppe ausführen, gelangt er in oo! Lagen (x, y, 2), die sich durch 
Elimination von ¢ aus den drei Gleichungen: 

(2) £= (2o Yo Zot); Y = V (To Yor Zort), 2 X(2o, Yo, Zo, t) 
Bahncurve. ergeben und eine Curve erfüllen. Diese Curve soll die Bahncurve des 
Punktes p, heissen. 

Wenn p, irgend ein Punkt auf der Bahncurve von p, ist, so hat 
p, genau dieselbe Curve zur Bahncurve; denn ist Ta die Transfor- 
mation der Gruppe, welche pọ nach p, führt: 


(po) Ta = (p1), 
so ist auch, wenn T, irgend eine Transformation der Gruppe be- 


zeichnet: 
(Po) Ta T, = (p,) To. 


Ta Ty = Tass 
d. h. gleich einer Transformation der Gruppe ist, so folgt: 
(20) Tan = (21) To; 

die beliebige Transformation T, führt also den Punkt p, auf der 
Bahncurve von p) in einen Punkt (p,) Z«:, über, der ebenfalls auf der 
Bahncurve von p, liegt. Wir haben uns hier ganz kurz ausgedrückt, 
da diese Betrachtung nur eine Wiederholung der in der Ebene an- 
gestellten ist. (Vgl. § 2 des 4. Kap.) 

Satz 1: Ist bei einer eingliedrigen Gruppe des Raumes p, ein Punkt 
auf der Bahncurve von p,, so hat p, eben diese Curve auch gur Bahn- 
curve. Die Gruppe besitzt also oo? Bahncurven. 

Es hat ja jeder Punkt, der nicht etwa ausnahmsweise bei allen 
Transformationen der Gruppe in Ruhe bleibt, eine Bahneurve, während 
umgekehrt eine Bahncurve für alle ihre oo! Punkte Bahneurve ist. 


Da 


Denken wir uns nun eine beliebige Transformation 7, der Gruppe 
auf alle Punkte p einer Bahncurve ausgeführt, so gehen sie in Punkte 
(p)Ta über, welche auf derselben Bahncurve liegen, denn (p)T, ist 
ja ein Punkt der Bahneurve von p und diese Bahneurve ist eben die 
ursprüngliche Curve. Also folgt 
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Satz 2: Jede Bahncurve einer eingliedrigen Gruppe des Raumes bleibt 
invariant bei allen Transformationen der Gruppe. 

Oben fanden wir, dass sich die Gleichungen der Bahncurven in 
der Form (2) ergeben. Daraus folgt: 

Satz 3: Kennt man die endlichen Gleichungen einer eingliedrigen 
Gruppe des Raumes, so kennt man auch ihre Bahncurven. 

Handelt es sich dagegen darum, die Bahncurven zu bestimmen, 
wenn nur die infinitesimale Transformation 


ur tn rel 


der eingliedrigen Gruppe bekannt ist, so hat man zu beachten, dass 
ein Punkt (x, y, z) vermöge der infinitesimalen Transformation Uf in 
einen benachbarten Punkt seiner Bahneurve übergeführt wird, d. h. 
dass x, y, 2 auf der Bahnceurve um Incremente dx, dy, dz zunehmen, 
welche proportional £, y, & sind, was wir in einem Satz aussprechen: 

Satz 4: Die Bahncurven einer eingliedrign Gruppe des Raumes 
ordnen ihren Punkten gerade die Richtungen zu, welche ihnen vermöge 
der infinitesimalen Transformation der Gruppe zugehören. 

Die Bahneurven sind also auch die Integraleurven des simultanen 
Systems: 


das gerade oo? Integralcurven besitzt, oder, was dasselbe ist, die 
oo? Charakteristiken der linearen partiellen Differentialgleichung: 


ĝ Ö ð 
Uf=E +n HE =o. 


Satz 5: Die Bahncurven der von der infinitesimalen Transformation 
Uf erzeugten eingliedrigen Gruppe des Raumes sind identisch mit den 
Charakteristiken der linearen partiellen Differentialgleichung Uf = 0. 


Betrachten wir endlich die Gleichungen 
da, dy, dz, l 
en = 58, Yi» 21)» TA = Nht, YA) E = E(f, 91,8) 


als Definitionsgleichungen einer stationären Bewegung eines com- 
pressibeln Fluidums, so werden die Strömungscurven der stationären 
Bewegung die Bahncurven der infinitesimalen Transformation: 


öf ö ö 
42) jp t nE, y 2) A + 8% y, 2) a, 


Im Laufe der Bewegung wird jede Balmcurve in sich verschoben. 
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Erinnern wir uns nun daran, dass nach Theorem 17 des vorigen 
Paragraphen die Invarianten & der Gruppe die Lösungen f der linearen 
partiellen Differentialgleichung Uf = O sind, so erhellt, dass zwei von 
einander unabhängige Invarianten der Gruppe gleich Null gesetzt 
eine Charakteristik dieser Differentialgleichung, also eine Bahncurve 
darstellen. 

Satz 6: Sind Q, und Q, zwei von einander unabhängige Invarianten 
einer eingliedrigen Gruppe des Raumes, so stellen die Gleichungen 

Q, = Const., 2, = Const. 
die œœ Bahncurven der Gruppe dar. 

Beispiel: Wir fanden bei der von der infinitesimalen Trans- 
formation 


er ôf of èf 
Uf == Y Ja tin t "iz 
erzeugten Gruppe von Schraubungen längs der z-Axe (vgl. 1. Beispiel 
des $ 1) die Invarianten 
QE=VFFF, Q= arctg ln, 
daher stellen die Gleichungen: 


2 > ne 
++ r, a ——t, 


wenn r und c darin Constanten bedeuten, ihre oo? Integraleurven dar. 
Die erste Gleichung sagt aus, dass die Bahncurven auf Rotations- 
cylindern um die z-Axe liegen, die zweite: 
arctg u =c¢ + = ; 

dass der Winkel, den das Lot vom Punkte (x, y, z) einer Bahncurve 
auf die z-Axe mit der (xy)-Ebene bildet, in arithmetischer Progression 
mit der Höhe z wächst. Der betreffende Punkt beschreibt also seine 
Bahneurve, wenn er beständig auf einem Rotationscylinder um die 
2-Axe gleichförmig längs der z-Axe weitergehend diese mit gleich- 
förmiger Geschwindigkeit umkreist. Die Bahncurve ist also eine 
Schraubenlinie. Aus den endlichen Gleichungen der Gruppe: 

xı = g cos t — y sin t, 

y, = z sin t + y cost, 

z =z+4 mt 
ergeben sich die Gleichungen der Bahncurven durch Elimination von t. 
Die beiden ersten liefern die Cylinder 

ty = £ + y? = Const. 


und wegen der letzten ist t£ = aE, also, da die beiden ersten 
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y 
ea tg t 
N 
Ti y 
1 z 8t 


oder 
y y 
arctg E = arctg — + t 
ergeben, ist auch: 
4 —: 
m 


i y 
arctg a =arig + 
oder: 


£ 


arctg ” _.— Const. 
t 


§ 3. Die bei allen Transformationen einer eingliedrigen Gruppe 
des Raumes invarianten Curven und Flächen. 


Wie wir schon oben in Satz 2 ausgesprochen haben, sind die 
oo? Bahncurven der eingliedrigen Gruppe invariante Curven. Wir 
wollen uns nun die Frage vorlegen, welche Curven überhaupt bei der "ya 
eingliedrigen Gruppe invariant bleiben. 

Sobald eine derartige Curve wenigstens einen Punkt enthält, der 
nicht bei allen Transformationen der Gruppe in Ruhe bleibt, ist sie 
eine Bahncurve, denn dann gelangt dieser Punkt bei allen Transfor- 
mationen der Gruppe nur nach Punkten seiner Bahneurve. Da er 
aber auf der invarianten Curve bleiben soll, muss diese also auch die 
Bahncurve des Punktes sein. 

Die zweite Möglichkeit ist nun die, dass alle Punkte der Curve 
einzeln bei der Gruppe invariant bleiben. Wenn ein Punkt (x, y, z) bei !"7iinnter 
allen Transformationen der Gruppe in Ruhe bleiben soll, so muss er 
zunächst bei der infinitesimalen Uf invariant sein, d. h. die seinen 
Coordinaten x, y, 2 durch Uf erteilten Inceremente ôt, ndt, ôt 
müssen Null sein. Die Coordinaten (æ, y, æ) eines invarianten Punktes 
müssen demnach das Gleichungensystem 


(3) E(x, Y, z) = 0, n(x, Yy, z) = 0, glz, Y, 2) =0 


erfüllen. Alsdann bleibt er aber auch bei allen Transformationen der 
Gruppe invariant, wie man genau so, wie wir es früher in der Ebene 
machten, einsieht. (Vgl. § 3 des 4. Kap.) Es kann nun zunächst 
vorkommen, dass die Gleichungen (3) nicht nur von einer discreten 
Anzahl von Punkten, sondern von allen Punkten einer oder einiger 
Curven erfüllt werden und in diesem Falle sind diese Curven invariante 
Curven der gesuchten Art. Aber es kann fernerhin sogar vorkommen, 


dass die Gleichungen (3) von allen Punkten einer oder einiger Flächen 
Lie, Differentialgleichuugen. 16 


2 
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erfüllt werden und in diesem Fall ist jede beliebige auf einer dieser 
Flächen gelegene Curve eine invariante Curve. 

Theorem 18: Dreierlei Curven können bei einer eingliedrigen 
Gruppe des Raumes, welche von der infinitesimalen Transfor- 
mation 


U= tn ten 


erzeugt wird, in Ruhe bleiben. Die einen (stets vorkommenden) 
sind die ©: Bahncurven, d.h. die Charakteristiken der linearen 
partiellen Differentialgleichung Uf—=0. Zweitens kann es vor- 
kommen, dass die Gleichungen 
&(z, Y, 2) = n(s, Y, 2) Zr E(x, Y, 2) = 

von allen Punkten einer oder einiger Curven erfüllt werden. 
Alsdann sind diese Curven ebenfalls invariant. Drittens ist 
es möglich, dass diese drei Gleichungen von allen Punkten 
einer oder einiger Flächen erfüllt werden. In diesem Falle 
ist jede Curve auf einer dieser Flächen eine invariante. 

Die in den beiden letzten Fällen auftretenden invarianten 
Curven bestehen aus lauter einzeln invarianten Punkten. 


1. Beispiel: Fragen wir uns, ob bei der von der infinitesimalen 
Transformation 


0 
Uf=—y itet m a 
erzeugten eingliedrigen Gruppe von Schraubungen längs der z-Axe, 
deren Bahneurven wir in $ 2 als Schraubenlinien bestimmten, in- 
variante Curven der zweiten oder dritten Art existieren. Wir müssten 
zu dem Zweck 
Bee — (N 
setzen. Es existieren also einzeln invariante Punkte (im Endlichen) 
nur dann, wenn m = Q ist. In diesem Falle sind es die Punkte der 
2-Axe. Dies ist selbstverständlich, denn für m = 0 reduciert sich die 
infinitesimale Schraubung Uf auf die infinitesimale Rotation 
af 
{77 
um die 2-Axe, die natürlich bei ihr invariant bleibt. Die Schrauben- 
linien, welche früher die Bahncurven waren, sind zu Kreisen dege- 
neriert. 
2. Beispiel: Die von der ee PB 


un! e+y vote 


eT 
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erzeugte Gruppe ist die der Ähnlichkeitstransformationen (ähnlicher 
Vergrösserungen und Verkleinerungen) vom Anfangspunkt aus, bei 
welchen der Anfangspunkt in Ruhe bleibt. Denn ihre endlichen 
Gleichungen bestimmen sich durch Integration des simultanen Systems 
ds, _ dy, _ dz 
X Yı 2 


mit den Anfangswerten z, y, 2, O in der Form: 


= (lt 


z t = t am, t 
zı = te", Y =y", z= ze 

oder, wenn ¢ë =a gesetzt wird: 
z, = 4%, Y = 4Y, Z = a. 


Die Bahneurven sind die Geraden vom Anfangspunkt aus. Soll ein 
Punkt (x, y, 2) invariant sein, so müssen $=#, n = y, E= z für ihn 
verschwinden. Also bleibt nur der Anfangspunkt einzeln invariant. 
Es giebt demnach keine invariante Curve der zweiten oder dritten Art. 

3. Beispiel: Die Bahneurven der von der infinitesimalen Trans- 
formation 


erzeugten eingliedrigen Gruppe: 
tı, = 2h, Yy =Y, =Z 


sind offenbar die Geraden y = Const., 2 = Const. parallel der x-Axe. 


Setzen wir € = q = ¢ = 0, so erhalten wir für die einzeln invarianten 
Punkte hier die Ebene 
z= 0. 
Es giebt also invariante Curven der dritten Art: Jede Curve in dieser 
Ebene ist invariant. 
4. Beispiel: Es stellt, wie z A 


=Y < T sé 
ejne infinitesimale Rotation um die a und 


ne en p 


eine infinitesimale Ähnlichkeitstransformation vom Anfangspunkt aus 
dar. Von Interesse ist nun diejenige infinitesimale Transformation, 
die wir aus beiden zusammensetzen, indem wir die erste mit — 1, 
die zweite mit einer Constanten x multiplicieren und darauf beide 
addieren. Die dadurch a ee Transformation 


Uf = (y + xe) $ EEE? EEE 


„ 10>? 
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bewirkt gleichzeitig eine unendlich kleine Rotation und eine ähnliche 
Vergrösserung oder Verkleinerung vom Anfangspunkt aus. Wir nennen 
sie eine infinitesimale Ähnlichkeitsformation im weiteren Sinne des Wortes 
oder auch eine infinitesimale Spiraltransformation. 

Die Bahneurven der zugehörigen eingliedrigen Gruppe sind näm- 
lich doppelt gekrümmte Spiralen. Sie ergeben sich ja als Charakte- 
ristiken der linearen partiellen Differentialgleichung Uf=0, d. h. 
durch Integration des simultanen Systems: 

dx . dy -s dg ; 
y + zs — x+ sy nz 
Einmal folgt hieraus: 


xdy — ydæx _ da 
ie ee e 
und dies lässt sich sofort integrieren. Es kommt so die Invariante: 
= y 1 
R = arctg 4 + 7 lg 2 


Andererseits ist: 
xdæ + ydy dz 
ae) pi 


und dies liefert integriert die Invariante: 


Q = lg V2 F y — lg z. 


Setzen wir die beiden Integrale 2, und &, Constanten gleich, so 
haben wir die Gleichungen der 
Bahncurven. Wir können sie offen- 
bar so schreiben: 


lg Vz? +y? + x arctg x = Const., 


et, A z? + y? = #*- Const. 
\ / Die erste Gleichung stellt die Pro- 


— 
4 
~ 


£. jectionen der Bahncurven auf die 
rn u 3 / (zy)-Ebene dar. Es sind dies oo! 
Rt: je einander congruente logarithmische 
1A N Spiralen. Die zweite Gleichung ist 


REN =~ die eines geraden Kreiskegels, 
/ dessen Spitze der Anfangspunkt, 
dessen Axe die z-Axe ist. Man 
erhält demnach die Bahncurven 
als die Curven auf diesen oo! Kegeln, deren Projectionen auf die 
(zy)-Ebene jene logarithmischen Spiralen sind. (Fig. 22.) 


Fig. 22 
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Einzeln invariante Punkte müssen in dem jetzigen Beispiel die 
Gleichungen 
ytraı=0, — x4 xy=0, z=0 

erfüllen. Ist «== — 1, so liefern sie z = y = z = 0, also nur den 
Anfangspunkt. Wenn aber x = į ist, wodurch allerdings die Trans- 
formationen imaginär werden, so giebt es eine Gerade, die aus lauter 
einzeln invarianten Punkten besteht, nämlich in der (xy)-Ebene z = 0 
die Gerade: 

y + ix =0. 
Ist x = i, so bleibt auch die dieser Geraden imaginär conjugierte: 

y — ix = 0 
invariant, aber als Bahncurve (eine zur Geraden degenerierte Spirale), 
indem nicht alle ihre Punkte einzeln invariant sind. 


Fragen wir nun nach den Flächen, welche alle Transformationen 
der vorgelegten eingliedrigen Gruppe gestatten. Wir betrachten also 
eine Fläche, deren Punkte bei allen Transformationen der Gruppe 
immer wieder in Punkte auf ihr selbst übergeführt werden. 

Es sind zwei Fälle denkbar. Zunächst ist es möglich, dass alle 
Punkte der Fläche einzeln invariant bleiben. Dies kann nur dann 
eintreten, wenn die drei Gleichungen 

Ela, 9,2) = nle, y, 2) = bl, y, 2) = 0 
von allen œ? Punkten einer oder einiger Flächen erfüllt werden. 

Liegt dieser Fall nicht vor, so wird ein allgemein gewählter 
Punkt p der invarianten Fläche von allen Transformationen der Gruppe 
in die Punkte seiner Bahncurve übergeführt und diese muss, da der 
Punkt die Fläche nicht verlassen soll, ganz auf der Fläche liegen. 
Zieht man also durch jeden Punkt der Fläche die hindurchgehende 
Bahncurve, so liegen alle diese Curven auf der Fläche, d. h. die 
Fläche enthält oo! Bahncurven. 

Wenn umgekehrt eine Fläche von oo! Bahneurven der Gruppe 
erzeugt wird, so leuchtet ein, dass sie bei der Gruppe invariant sein 
muss, denn alsdann liegt ja die Bahncurve jedes Punktes p der Fläche 
auf ihr und der Punkt p, der bei den Transformationen der Gruppe 
immer nur in Punkte seiner Bahncurve übergeführt wird, bleibt be- 
ständig auf der Fläche. 

Theorem 19: Es giebt zweierlei Flächen, welche bei allen 
Transformationen einer eingliedrigen Gruppe des Raumes in- 
variant bleiben. Eine solche Fläche kann entweder aus lauter 
einzeln invarianten Punkten bestehen — wenn soviele vorhanden 


www.rcin.org.pl 


Invariante 
Fläche, 


Beispiele. 


246 Kapitel 12, 8 3. 


sind — oder aber sie ist erzeugt von ©! Bahncurven der Gruppe. 
Umgekehrt ist jede von œœ Bahncurven der Gruppe erzeugte 
Fläche invariant. 
1. Beispiel: Bei unserer oft schon benutzten Gruppe von oo! 

Schraubungen längs der z-Axe: 

z, = x cos t — y sin t, 

y, = z sin t + y cos t, 

a =2H4mt 
existiert (wenn m == 0) kein Punkt im Endlichen, der invariant wäre. 
Es giebt also keine invariante Fläche der ersten Art. Da die Bahn- 
curven Schraubenlinien sind (vgl. § 2), so sind die von solchen 
Schraubenlinien mit gleicher Steigung erzeugten Flächen die einzigen 
bei der Gruppe invarianten Flächen. Offenbar kann man eine solche 
Fläche dadurch herstellen, dass man von einer beliebigen Curve aus 
alle dieselben schneidenden oo! Schraubenlinien, welche Bahncurven 
sind, zieht, oder also dadurch, dass man diese beliebige Curve in 
Schraubenbewegung mit der richtigen Steigung längs der z-Axe 
hinführt. 

2. Beispiel: Anders verhält es sich bei der von sE 

eingliedrigen Gruppe: 


erzeugten 


„ea, yy AS? 
Die Bahneurven sind hier die Parallelen zur x-Axe. Demnach ist 
jede Fläche, welche von oo! dieser Geraden erzeugt wird, also jede 
Cylinderfläche parallel der x-Axe invariant, Es giebt aber noch oo? 
einzeln invariante Punkte, nämlich die der Ebene x = 0, die also 
auch eine invariante Fläche ist. 


Da man aus der Schar der œœ” Bahncurven der eingliedrigen 
Gruppe auf unendlich vielfache Weise je oo! herausgreifen und zur 
Erzeugung einer invarianten Fläche zusammenfassen kann, so giebt 
es bei jeder eingliedrigen Gruppe des Raumes œo” invariante Flächen. 

Wenn nun insbesondere die durch 


R(x, y, 2) = Const. 


dargestellten oo! Flächen sämtlich invariante Flächen sind, so muss, 
wenn (x,y, 2) ein Punkt einer dieser Flächen, etwa der Fläche 


Q(z, y, 2) =c 
ist, dieser Punkt durch die allgemeine Transformation 
= ya yz t), y = PEY t), 1m y 38) 
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der Gruppe in einen Punkt (x,, Yı, 2) derselben Fläche übergeführt 
werden. Es muss also 

LIE TRETEN Et 
sein, sobald 

Ur, Y, 2) Fe 
ist. Da dies für jede einzelne Fläche & = Const., also für jedes c 
gelten muss, so folgt, dass für alle z, y, z: 
Q(2,, Yis 2) = Q(T, Y, 2) 

sein muss. & ist daher eine Invariante der Gruppe. 

Umgekehrt erhellt ohne weiteres, dass jede Invariante & der 
Gruppe, gleich Const. gesetzt, oo! einzeln invariante Flächen darstellt. 
Hiermit haben wir die Invarianten geometrisch gedeutet: 

Satz 7: Setzt man eine Invariante einer eingliedrigen Gruppe des 
Raumes gleich Const., so stellt sie oo! einzeln invariante Flächen dar, 
und umgekehrt ist die linke Seite der Gleichung 

Q(x, y, 2) = Const. 
einer Schar von œ einzeln invarianten Flächen stets eine Invariante der 
Gruppe. Sind u und v irgend zwei von einander unabhängige Invarianten 
der Gruppe, so ist W(u,v) = 0 die allgemeine Form einer invarianten 
Fläche, deren Punkte nicht sämtlich einzeln invariant sind. 
Selbstverständlieh ist im allgemeinen die Fläche 
Qla, y, z) =c 

nicht von einzeln invarianten Punkten gebildet, denn sonst würden 
ja, da jeder Punkt (x, y, Z) im allgemeinen auf einer der Flächen 
Q = Const, liegt, alle Punkte des Raumes einzeln invariant sein. Die 
Fläche & = c enthält also bei allgemein gewähltem c oo! Bahneurven 
der Gruppe. 

Der obige Satz stimmt sonach mit der geometrischen Deutung der 
linearen partiellen Differentialgleichung 


ra Eds zu 


überein, welcher die Invarianten & genügen. Denn wir erkannten in 
$ 1 des 10. Kapitels, dass eine Lösung f= & dieser Differential- 
gleichung, gleich Const. gesetzt, oo! Flächen darstellt, deren jede von 
oo! Charakteristiken dieser Gleichung erzeugt wird, und diese Charakte- 
ristiken sind nach Satz 5 des $ 2 die Bahneurven der Gruppe. 
Bekanntlich stellen zwei Lösungen 2, und 8, der obigen linearen 
partiellen Differentialgleichung gleich Const. gesetzt eine Charakteristik, 
also eine Bahneurve der Gruppe dar. Es ist aber auch geometrisch 
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klar, dass die Schnittlinie der beiden invarianten von je oo! Bahn- 
curven erzeugten Flächen 
Yu, =, 
eine Bahncurve ist, denn die Bahncurve eines Punktes dieser Schnitt- 
linie muss sowohl der einen als auch der anderen Fläche angehören. 
Ausnahmsweise kann es natürlich allerdings auch vorkommen, dass 
alle Punkte der Schnittlinie einzeln invariant sind. Dann ist sie 
natürlich eine bei der Gruppe invariante Curve der zweiten oder 
dritten Art des Theorems 18. 
Beispiel: Bei der Gruppe von oo! Rotationen um die 2-Axe: 

& = x% cos t — ysint, 

y = x siu t + y cos t, 

a, = f, 


deren infinitesimale Sen w 


vv = — Y 7z 5 g i en 
sind die Invarianten a der Der 
=y z on PA 


Zwei unabhängige Lösungen EN sind: 

=H, w=, 
und jede andere Lösung ist, wie bekannt, eine Function dieser beiden. 
Mithin wird eine von Bahncurven der Gruppe erzeugte invariante 
Fläche in allgemeinster Weise dargestellt durch 


D(a? ihe = 0 
z = g2 + y’). 


Es ist dies die allgemeine Gleichung einer Rotationsfläche um die 
2-Axe, Zwei solche Rotationsflächen schneiden sich, wenn sie sich 
überhaupt treffen, in einem Kreise, dessen Ebene zur z-Axe senkrecht 
ist und dessen Mittelpunkt auf der z-Axe liegt. In der That ist jeder 
derartige Kreis Bahncurve. Eine aus lauter einzeln invarianten Punkten 
bestehende Fläche giebt es hier nicht, denn nur die Punkte z = y = 0 
der z-Axe sind invariant. 


oder: 


$ 4. Analytische Kriterien für die Invarianz einer Curve oder 
Fläche bei einer eingliedrigen Gruppe des Raumes. 


In dem vorangehenden Paragraphen bestimmten wir alle Flächen 
und Öurven, die bei allen Transformationen einer eingliedrigen Gruppe 
invariant bleiben. Wir fanden zwei Arten invarianter Curven, nämlich 
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die Bahncurven und die aus lauter invarianten Punkten bestehenden 
Curven. Andererseits fanden wir zwei verschiedene Arten invarianter 
Flächen, nämlich die von Bahneurven erzeugten Flächen zusammen 
mit denjenigen Flächen, die aus lauter invarianten Punkten bestehen. 

Es ist nun bemerkenswert, dass alle invarianten Curven sich 
durch ein einziges analytisches Kriterium definieren lassen; dieses gilt 
für die beiden Arten invarianter Curven und für keine andere Curve 
des Raumes. Noch wichtiger ist es, dass sich für die Invarianz einer 
Fläche ein einziges Kriterium aufstellen lässt, welches von allen in- 
varianten Flächen-und von keiner andern Fläche erfüllt wird. Dies 
wollen wir jetzt zeigen. 

Vorher haben wir jedoch einige Bemerkungen über gewisse zuUnstatthafte 


Damstellun- 

vermeidende analytische Darstellungsformen von Flächen und Curven Te 
(9 $ 

zu machen. Curven, 


Man kann voraussetzen, dass die Gleichung einer beliebigen 
Fläche 
o (z, y, 2) = 0 
Jp? te sämtlich für alle Punkte 
der Fläche verschwinden. Denn man braucht sich z. B. die Gleichung 
nur nach einer der darin vorkommenden Veränderlichen, etwa nach 2, 
aufgelöst zu denken: 


; & D eo 
so geschrieben ist, dass nicht Ja? 
x 


z — F(x,y) =0, 
um zu erreichen, dass der Differentialquotient der gleich Null gesetzten 
Function nach 2 verschieden von Null, nämlich gleich 1, wird. Für 
die berührte Ausnahmeform ist dies ein Beispiel: Die Gleichung einer 
Kugel mit dem Radius 1 um den Anfangspunkt kann offenbar so 
geschrieben werden: 


o = (£ + +? — 1} = 0. 
Hier ist: 


0 
„et H y H e l), 
also gleich Null für alle Punkte der Kugel, analog 7 und Eine 


solche Darstellungsform soll also, da sie stets vermieden werden kann, 
als ausgeschlossen gelten. 
Eine ganz ähniche Bemerkung gilt für die Darstellung einer 
Raumecurve durch zwei Gleichungen 
o (z, y, z) =0, ol, y, z2) = 0. 
Wir dürfen voraussetzen, dass die Gleichungen derselben so gewählt 
sind, dass nicht alle zweireihigen Determinanten der Matrix 
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do, do, ve | 


ox y 02 
|52 Im, ge | 
0x2 ôy 02 


oder also der Ausdruck 


und die beiden durch cyklische Vertauschung von x, y, 2 daraus 
hervorgehenden Ausdrücke sämtlich für alle Punkte der Curve ver- 
schwinden. In der That kann man dies stets vermeiden, wenn man 
z. B. die Gleichungen nach zweien der in ihnen vorkommenden Ver- 
änderlichen, etwa nach y und z, auflöst: 

y-—EW)-0, z— F(z) = 0, 
denn dann ist 

o, =y — F, (2), o =z — F;(a) 
und also 


do, co, do, Jos _, ; 0 
ðy 02 eye 


Unzulässig ist z. B. das Gleichungenpaar 
NR 0, ye = 0 
zur Darstellung der x-Axe. 


Nach diesen notwendigen Vorbemerkungen kommen wir nunmehr 


zur Sache. 
Invarianz- : A 
Kriterium Eine Fläche 
fur eine o(s, Y, 2) =) 
Flache. 


bleibt bei allen Transformationen der von Uf erzeugten eingliedrigen 
Gruppe, welche x, y, 2 in %,, Yı, 2, überführen, invariant dann und 
nur dann, wenn die Gleichung 


(Ti Y %) = 0 
stets nur eine Folge von 

ol y,2) — 0 
ist. Nach Theorem 16 des $ 3, 11. Kap. kann die erste Gleichung 
auch so geschrieben werden: 

t t? 

(4) v(x, y, 2) + 1 Do are CUa a =E 
Da sie für alle Werte des Parameters ? eine Folge von w(x, y, 2) = 0 
sein soll, so folgt als eine erste, notwendige Bedingung, dass: 

Uv(zx, y, z) = 0 


sein muss vermöge w(x, y, z) = 0. 
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Diese Bedingung ist nun aber auch hinreichend. Zum Nachweis 
dieser Behauptung deuten wir sie geometrisch. Es soll 


— p00 da , „do _ 
Uo = a u 


sein für alle Punkte der Fläche. Da wir nach den vorangeschickten 
Bemerkungen voraussetzen dürfen, dass nicht für alle Punkte der 


Fläche die Differentialquotienten 2, 22, °® 
öx’ dy’ åz 


so sagt diese Gleichung aus, dass entweder § = q = & = 0 ist für alle 
Punkte der Fläche, d. h. alle Punkte der Fläche einzeln invariant 
sind (nach § 3) — und dann ist auch die ganze Fläche invariant —, 
oder aber dass für einen allgemein gewählten Punkt der Fläche 
E, n, & proportional den Richtungscosinus einer Tangente der Fläche 


gleichzeitig verschwinden, 


in diesem Punkte sind, denn “£, ©”, ©® sind proportional den Rich- 
dx’ 0y’ z 

tungscosinus der Flächennormale des Punktes. In diesem Falle ent- 

hält also die Fläche die Richtungen, welche die infinitesimale Trans- 

formation Uf der Gruppe ihren Punkten zuordnet, und folglich auch 

die Bahncurven dieser Punkte (vgl. Satz 4 des § 2). Die Fläche ist 

daher von oo! Bahncurven erzeugt und invariant. 


Also können wir sagen: 

Satz 8: Eine Fläche oder Gleichung œ(zx, y, z) =O gestattet alle 
Transformationen der von Uf erzeugten eingliedrigen Gruppe des Raumes 
dann und nur dann, wenn Uo =Q ist für alle Punkte der Fläche, 
resp. Wertsysteme der Gleichung, vorausgesetzt, dass die Gleichung so ge- 


A . . co Ca co T . . 
wählt ist, dass nicht etwa 77, EET sämtlich vermöge w = 0 ver- 
schwinden. 


An dieses Kriterium knüpfen wir noch einige Bemerkungen an. 
Da hiernach das Verschwinden von Uœ vermöge © = 0 eine rein 
begriff liche Deutung hat, nämlich die, dass œ = O eine bei der Gruppe 
invariante Fläche ist, und da diese Deutung von der Wahl der Ver- 
änderlichen und der speciellen analytischen Darstellungsform der Fläche 
unabhängig ist, so folgt: 

Satz 9: Ist bei einer infinitesimalen Transformation Uf in drei 
Veränderlichen x, y, 2 der Ausdruck Uo (x, y, z) = 0 vermöge w(x, y, 2) = 0, 
so gilt das Entsprechende auch bei Einführung anderer Veränderlicher 
und unabhängig von der Darstellungsform der Gleichung œw = Q, voraus- 
geselzt nur, dass nicht mit & auch die partiellen Differentialquotienten 
von @ nach den drei Veränderlichen sämtlich verschwinden. Natürlich 
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wird auch angenommen, dass die Transformation für die in Betracht 
kommenden Wertsysteme regulär ist. 

Das Kriterium Uo = 0 vermöge w = ergab sich zunächst als 
notwendig, indem wir die Reihenentwickelung (4) nur in ihren ersten 
Gliedern betrachteten. Es liegt danach nahe, die Redeweise: eine 
Fläche w = 0 gestattet die infinitesimale Transformation Uf, zu ge- 
brauchen, sobald Uw = 0 vermöge @ = Q, ist. Alsdann können wir 
Satz 8 so aussprechen: À 

Satz 10: Eine Fläche gestattet alle Transformationen einer ein- 
gliedrigen Gruppe des Raumes, sobald sie ihre infinitesimale Transfor- 
mation gestattet. 


Soll die durch die beiden Gleichungen 

&; (z, y, 2) =0, © (2, Y, 2) =0 
dargestellte Curve alle Transformationen der eingliedrigen Gruppe Uf 
gestatten, so müssen auch die durch eine beliebige dieser Transfor- 
mationen nach den Stellen (z,, y,, 2,) übergeführten Punkte der Curve 
auf derselben liegen, d. h. es muss 

O (L I li) = 0 

sein, sobald 

o(s, y, z) =0, oz, y, 2) = 0 
ist. Wegen der N arniegerng 


ge Y, 2) u Uw (z, natz U(U o, (x, y, 2)) + T 0 
le ya) ++ Uoan) t 25 UUl yo) + 


der beiden ersten Gleichungen, und da dies für alle Werte des 
Parameters ? gelten muss, ergiebt sich zunächst als notwendige Be- 
dingung, dass 
Uo (x, y, 2) = 0, Uw,(x,y,2) = 0 
sein müssen, sobald gleichzeitig œ, = ©, = 0 ist. 
Dass dieses Kriterium auch hinreicht, wird durch seine geometrische 
Deutung klar: Die beiden Gleichungen 


mat +0, 
=: 440, 


die für alle Punkte der Curve bestehen sollen, sagen aus, dass ent- 
weder für alle Punkte der Cuve&$=n=$=0 ist, d. h. dass alle 
Punkte derselben einzeln invariant sind, oder nicht. Da wir nach der 


(6) 
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zweiten der vorangeschickten Bemerkungen annehmen dürfen, dass 
die zweireihigen Unterdeterminanten der Matrix 


do, ðm, a, 
ðs öy öz 
0m, Bo, da | 
ox 0y z| 


nicht sämtlich für alle Punkte der Curve verschwinden, so sind die 
Grössen 

ðo, da, dm, 

Ta’ EONA I 
und 

00, 0%, 0%, 

Ga’ Jy’? ds 
proportional den Richtungcosinus zweier verschiedener Normalen der 
Curve. Die Gleichungen (6) sagen demnach in dem zweiten Falle, 
dass £, n und & nicht für alle Punkte der Curve verschwinden, das 
aus, dass &, n, & den Richtungscosinus der zu diesen beiden Normalen 
senkrechten Geraden, d. h. der Curventangente, proportional sind. Die 
Curve hat also in jedem ihrer Punkte die demselben von der infini- 
tesimalen Transformation Uf der Gruppe zugeordnete Richtung, mit 
anderen Worten: sie ist Bahncurve (vgl. Satz 4 des § 2) und als 
solche invariant. 

Satz 11: Eine Curve 
o(s y, 2) = 0, WR y, 2) = 0 

gestattet dann und nur dann alle Transformationen der von Uf erzeugten 
eingliedrigen Gruppe des Raumes, wenn Uo, und Uw, für alle Punkte 
der Curve verschwinden, vorausgesetzt, dass die Gleichungen der Curve 


so gewählt sind, dass nicht etwa alle zweireihigen Unterdeterminanten 
der Matrix 


Do Ta Aen 
ox y 02 
| 2o, dm ĝos 
Moxi oy 7 


für alle Punkte der Curve verschwinden. 

Wie oben beim Satze über die Invarianz einer Fläche bemerken 
wir auch hier, dass, da nach dem eben gefundenen Satze das Ver- 
schwinden von Uw, und Uw, vermöge w, = ©, = eine rein begriff- 
liche Bedeutung hat, dies Verschwinden unabhängig ist von der 
Wahl der Veränderlichen und der speciellen Darstellungsform der 
Curve. Also: 

Satz 12: Ist bei einer infinitesimalen Transformation Uf in x, y, z 
sowohl Uw, (x, y, z) als auch Uw,(x, y, 2) gleich Null vermöge 
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©, (8, y,2) = @,(, y)—d, 
so gilt das Entsprechende, wenn neue Veränderliche eingeführt werden, 
und bei jeder Darstellungsform des Gleichungssystems w, = @ = 0, 
vorausgesetet, dass diese Darstellungsform nicht etwa so gewählt ist, dass 
die Differentialguotienten von w, nach den drei Veränderlichen denen von 
©, nach denselben proportional werden vermöge w, = w, = 0. 

Die Redeweise: eine Curve &, = œ, = 0 gestattet die infinitesi- 
male Transformation Uf, sobald Uw, = Uw, = O0 ist für alle Punkte 
der Curve, liegt auch hier ausserordentlich nahe, da wir ja das Kri- 
terium zunächst als notwendiges ableiteten, indem wir in den Reihen- 
entwickelungen (5) nur die ersten Glieder berücksichtigten. Deshalb 
sprechen wir Satz 11 auch so aus: 

Satz 13: Eine Curve gestattet die von der infinitesimalen Transfor- 
mation Uf erzeugte eingliedrige Gruppe des Raumes, sobald sie diese 
infinitesimale Transformation Uf zulässt. 


§ 5. Einige geometrische Beispiele. 


Im Anschluss an die auseinandergesetzten Theorien wollen wir 
beispielsweise alle Curven und Flächen bestimmen, welche die von 
einer infinitesimalen projectiven Transformation erzeugte eingliedrige 
Gruppe gestatten. Unter einer projectiven Transformation des Raumes 
versteht man eine solche, welche jeden Punkt des Raumes in einen 
Punkt und alle Punkte einer beliebigen Ebene des Raumes wieder in 
die Punkte einer Ebene, also auch alle Punkte einer Geraden — als 
der Schnittlinie zweier Ebenen — wieder in die Punkte einer Geraden 
überführt. Man kann zeigen — worauf wir jedoch hier nicht ein- 
gehen — dass es unter diesen projectiven Transformationen auch 
solche giebt, welche vier ein Tetraeder bildende Punkte in Ruhe lassen. 
Wir wählen einen dieser Punkte zum Anfang und die drei anderen 
als die unendlich fernen Punkte der drei Axen. Man findet dann, 
dass das Symbol einer derartigen infinitesimalen projectiven Trans- 
formation die Form annimmt: 

Uf= az fÉ + By lt rel, 


eu gs 
wie wir ohne nähere Begründung bemerken. (Vgl. die verwandte 
Betrachtung in § 4 des 4. Kap.) 

Wir wollen also die bei dieser infinitesimalen Transformation Uf 
oder, was nach Satz 10 und 13 des vorigen Paragraphen dasselbe ist, 
die bei der eingliedrigen Gruppe Uf invarianten Curven und Flächen 
aufsuchen. 
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Die endlichen Gleichungen unserer Gruppe ergeben sich durch 
Integration des simultanen Systems 
d xı _ dy, _ dz, 


= = — æ di 
“x, By Y?ı 


in der Form 
ee, ME, ai, 


Daher ergeben sich die Bahneurven durch Elimination von £ aus: Bu 
Trf. des 
; L= L, Y= PE, g= ge! Raumes. 
in der Form: 
1 1 4 
Dee, 
To Yo Zo 
oder in der Form: 
1 1 1 


und sind im allgemeinen transcendente Curven. Bei besonderer Wahl 
der im Symbol Uf auftretenden Constanten «, ß, y sind sie jedoch 
algebraisch, so für æ = 1, ß=2, y=3 die Raumcurven dritter 


Ordnung: 
= Const. x°, z = Const. x°. 


Um sich eine Vorstellung vom Verlauf der Bahncurven unserer ein- 
gliedrigen Gruppe Uf zu machen, erweist sich folgende Bemerkung 
als nützlich. Die Gleichung 


«x? + By? + ye = Const. 


stellt oo! einander ähnliche und ähnlich gelegene Flächen zweiten 
Grades mit gemeinsamem Mittelpunkt dar, deren Axen die Coordi- 
natenaxen sind. Die Grössen «x, y, yz sind proportional den Rich- 
tungscosinus der Normalen der durch den Punkt (x, y, 2) gehenden 
Fläche aus dieser Schar. Mithin sind die oo? Curven, welche alle 
jene oo! Flächen senkrecht treffen, die Integralcurven des simultanen 


Systemes 
dx L dy _ dz 
ax By yz? 


also die Bahncurven unserer Gruppe *). 


*) Allgemeine Untersuchungen über gewundene Curven und Flächen, welche 
unendlich viele vertauschbare projective Transformationen gestatten, wurden zu- 
erst angestellt von Klein und Lie in den Comptes rendus 1870 sowie im dritten 
Bande der Mathematischen Annalen. Sodann gab Lie die Bestimmung aller 
Flächen, welche eine continuierliche projective Gruppe gestatten. — Die im 
Text gegebene einfache geometrische Definition aller gewundenen Curven, die 
eine allgemeine infinitesimale projeetive Transformation gestatten, rührt von 
Scheffers her. 
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Ausser den Bahncurven könnte es noch invariante Curven geben, 
die aus lauter invarianten Punkten bestehen. Aber da wegen 


o 0 ĝ 
Uf= an E + py £ H yet 


für diese Punkte die Bedingungen 
«gz = by = yz = 0 


bestehen, so ist klar, dass es im Endlichen nur einen invarianten 
Punkt, nämlich den Anfang, giebt, sobald œ, ß, y alle drei verschieden 
von Null sind. Ist nur eine dieser Constanten gleich Null, etwa y, 
so bleiben alle Punkte der z-Axe einzeln in Ruhe. Die z-Axe ist 
dann die einzige invariante Curve der gesuchten Art. Sind zwei Con- 
stanten gleich Null, etwa 8 und y, so bleiben alle Punkte der (yz)- 
Ebene in Ruhe. Jede in dieser Ebene gezogene Curve ist dann in- 
variant. 

Wir fragen nun nach den bei unserer eingliedrigen projectiven 
Gruppe Uf invarianten Flächen. 

Zunächst giebt es eine aus lauter invarianten Punkten bestehende 
Fläche nach unseren letzten Bemerkungen nur dann, wenn zwei der 
Constanten «, ß, y, etwa ß und y, verschwinden. Es ist dann die 
Ebene z = Q. 

Um sonstige invariante Flächen zu construieren, haben wir oo! 
Bahncurven zu einer Fläche zusammenzufassen. Nun lassen sich die 
Gleichungen einer Bahncurve so schreiben: 

A i 
y = az", z= bx", 


sobald, wie wir annehmen dürfen, œ + 0 ist. Hier sind £ = durch 


die infinitesimale Transformation Uf gegebene bestimmte Zahlen, a 
und b dagegen können beliebig angenommen werden. Man erhält ins- 
besondere oo! Bahncurven, wenn man zwischen a und b eine Relation 


festsetzt: 
b = g(a). 
Alsdann erfüllen diese oo! Curven die Fläche: 
iR = 
gor ®=oplyr * 
oder: 


y 
AE TEGE er E 


Dies ist also die allgemeine Gleichung einer bei allen Transformationen 
der vorgelegten eingliedrigen projectiven Gruppe invarianten Fläche. 
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Wir wollen einige flächentheoretische Bemerkungen in betreff der 
Hauptiangentencurven dieser Flächengattung anknüpfen. Leser, welche 
mit der Flächentheorie noch keine nähere Bekanntschaft gemacht 
haben, können ohne Beeinträchtigung des Späteren den Rest dieses 
Kapitels überschlagen. Bekanntlich hat eine Haupttangentenrichtung 
in einem Flächenpunkt die Eigenschaft, dass, wenn der Punkt sich 
längs derselben bewegt, seine Tangentialebene um diese Richtung sich 
dreht. Jede Transformation unserer Gruppe Uf hat nun die Eigen- 
tümlichkeit, Geraden in Geraden, Ebenen in Ebenen überzuführen. 
Da sie die Fläche 


A 
g = z" ply a h) 


in sich überführt, so ergiebt sich, dass sie jede Tangentialebene der 
Fläche wieder in eiue Tangentialebene verwandelt. Wegen der obigen 
(rein projectiven) Definition der Haupttangentenrichtungen muss die 
Transformation auch jede Haupttangentencurve der Fläche wieder in 
eine Haupttangentencurve derselben überführen. Es giebt somit eine 
bekannte infinitesimale Transformation Uf, welche die oo! Haupt- 
tangenteneurven der Fläche unter sich vertauscht. 
Wir können z und y als Parameter auf der Fläche 


y 
g = 2° plyt a.) 
betrachten und also die Differentialgleichung der Haupttangentencurven 
in x, y allein schreiben. Sie ist in dx und dy quadratisch und es sei 
` Xdy — Ydz = 0 


einer ihrer beiden linearen Factoren. X, Y sind hierin bekannte Func- 
tionen von x und y. Da die zu Xdy— Ydx=0 gehörige Schar 
von Haupttangenteneurven unsere projective Transformation Uf ge-" 
stattet, so folgt, dass die Differentialgleichung: 

Xdy — Ydlaı=0, 
die ja auch die der Projection jener Haupttangentencurven auf die 
Ebene z = Q ist, die infinitesimale Transformation: 


F ð ? 
vr=as sl + By öl 
zulässt und daher den Integrabilitätsfactor: 


1 
BXy— «Ys 


besitzt (vgl. Theorem 8, § 1 des 6. Kap.). 


Lie, Differentialgleichungen. 17 
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Man kann also die Haupttangentencurven der Flächen von der Form 


z 
2 = 2° y(y* aP) 
durch Quadratur bestimmen. 
Bei der praktischen Ausrechnung wird es bequemer sein, so zu 
verfahren: 
7 


Zunächst wollen wir „ mit ò bezeichnen, also die Haupttangen- 


tencurven der Fläche 

z = a y (aty) 
bestimmen. Bekanntlich lautet die Differentialgleichung der Haupt- 
tangentencurven: 


rd? + 2sdady + td? = 0, 


wo 

= ‚ = ô (ò — 1229 — p (28 — B— 1)ad Pa ya y 4 p? hya v, 
s= ld Arge y — ap ami y, 

t = = — o(a — 1)2°- yo? y m w?x — 2e ypa—ı y” 


ist. Jeder der beiden linearen Factoren, in welche die Differential- 
gleichung zerfällt, stellt gleich Null gesetzt eine der beiden Scharen 
von Haupttangentencurven oder ihre Projectionen auf die (xy)-Ebene 
dar und gestattet die infinitesimale Transformation: 


ð ð 
Vf= an gE + by E 


Es ist nun bequem, die Integration durch Einführung canonischer 
Veränderlicher nach $ 5 des 6. Kapitels zu leisten. Es lassen sich 
nämlich sehr leicht canonische Veränderliche angeben, z. B. diese: 


lg æ 
a bd 


p= aiy, Y 
denn es ist dann: 

Zur Iran TR 

Vf = Vg J Vy HM 
In den neuen Veränderlichen x, h) wird: 
1 

ATE a 

und also: 


r = {(0(8 — 19 — p (28 — p — Diw + PPY) et, 


1 


s = (old Bd — apr y") -g ea «mn, 
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4 
z 


t= (o(e — rw F ERU) te, 
dæ = ae dy, 
I 


1 
dy = re e) dg + Bir e dy, 


sodass die Differentialgleichung der Haupttangentencurven die Form 
annimmt: 


Ad + 2Bardy+ Cd = 0, 


wo: 
1 ; er 
A=7 ((a = l)y + ary Nr 
B= (ad — pW, 
C=aLadld — 1)y + Pla — Bew) 
ist. Man bemerke, dass A, B, C frei von y sind, denn auch 
v(z=° y") = y(r) 
enthält nur y. Die beiden linearen Factoren: 
E EC 
dy + @ + ae -) div=0, 
in welche die Differentialgleichung zerfällt, ist also frei von 4. Dies 
hätten wir nach Satz 9 des $ 5, 6. Kapitel voraussehen können. Die 


Haupttangentencurven oder ihre Projectionen auf die Ebene z = 0 
haben also, geschrieben in x, y, die Gleichungen: 
Yy + a I dg = Const. 
Setzen wir hierin nach ausgeführter Quadratur wieder 
lga 

=r y, =E 
ein, so erhalten wir die Gleichungen geschrieben in den rechtwinkligen 
Coordinaten z, y. 


Wir haben im Vorstehenden eine eingliedrige Gruppe betrachtet, 
welche von einer infinitesimalen projectiven Transformation erzeugt 
war. Dabei hatten wir vorausgesetzt, dass diese infinitesimale Trans- 
formation vier ein Tetraeder bildende Punkte invariant lasse. Es giebt 
aber auch projective Transformationen (Transformationen also, welche 
Ebenen in Ebenen überführen), bei denen es keine vier invarianten 
Punkte giebt, die ein Tetraeder bilden. Hierher gehört z. B. die in- 
finitesimale Schraubung längs der z- Axe: 

Hay! 4a ôf a aa 


nE 0x 
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Offenbar führt dieselbe jede Ebene wieder in eine Ebene über. Wir 
fanden im 1. Beispiel zu Theorem 19 (in § 3), dass bei der von Uf 
erzeugten eingliedrigen Gruppe alle Schraubenflächen von gewisser con- 
stanter Steigung invariant bleiben, alle Flächen also, welche durch 
Verschraubung einer beliebigen starr gedachten Curve längs der z- Axe 
entstehen. Da die Schraubungen projectiv sind, so gilt für die Haupt- 
tangentenceurven dieser Flächen dasselbe Raisonnement, wie früher für 
die Flächen g = x’y(z7f- y”), d. h.: 

Die Haupttangentencurven einer Schraubenfläche lassen sich durch 
Quadraturen bestimmen. 

Dies lässt sich auch so einsehen: Die Schraubungen längs der 
2-Axe sind sogenannte Bewegungen des Raumes, d. h. bei ihnen be- 
wegen sich alle Punkte so, als ob sie starr mit einander verbunden 
wären. (Vgl. § 4 des 1. Kapitels.) Wenn eine Fläche bei diesen 
Schraubungen invariant bleibt, so gestattet sie eine Bewegung in sich 
und bei einer solchen müssen natürlich die Haupttangentencurven unter 
einander vertauscht werden. Dasselbe gilt aber offenbar auch von den 
Krümmungslinien und den Minimaleurven der Schraubenfläche. Also 
gestatten die Differentialgleichungen dieser drei Curvenscharen, wenn 
sie in & und y allein geschrieben werden, die infinitesimale Trans- 
formation 


J E 
vr=— y F ai. 


Ihre Integration verlangt demnach nur Quadraturen. 

Die Haupttangentencurven, Krümmungslinien umd Minimalcurven 
einer Schraubenfläche lassen sich durch Quadraturen bestimmen. 

Wir erinnern, um eine ähnliche geometrische Anwendung zu geben, 
an die im 4. Beispiel zu Theorem 18 (in $ 3) betrachtete infinitesimale 
Ähnlichkeitstransformation in weiterem Sinne oder Spiraltransformation: 


o Ì © o 
Uf = (y + xx) i + (— z + xy) 7 + xé ur 
Man kann sie in der Weise herstellen, dass man eine unendlich kleine 
Rotation um die z-Axe und gleichzeitig (oder darauf, was bei unend- 
lich kleinen Änderungen gleichgültig ist) eine unendlich kleine Ähn- 
lichkeitstransformation (ähnliche Vergrösserung oder Verkleinerung) 


vom Anfangspunkte aus ausführt. Die Flächen, welche bei der Spiral- 
transformation Uf invariant bleiben, nennen wir Spiralflächen,*) insofern 


*) In den Math. Ann. Bd. 5 bemerkt Lie gelegentlich, dass auf Flächen, 
die eine infinitesimale projective Transformation gestatten, welche den imaginären 
Kugelkreis in Ruhe lässt, sich die Krümmungslinien sowie die Hanpttangenten- 
curven bestimmen lassen. Gleichzeitig führte er die Bestimmung ihrer geodätischen 
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als sie von oo! Bahncurven der eingliedrigen Gruppe Uf, die doppelt- 
gekrümmte Spiralen sind (vgl. das citierte Beispiel), erzeugt werden. 
Natürlich führt die infinitesimale Transformation Uf, als Verbindung 
einer infinitesimalen Rotation und infinitesimalen Ähnlichkeitstrans- 
formation, jede Haupttangentencurve, Krümmungslinie und Minimal- 
curve der Fläche wieder in eine Curve derselben Art über. Wenn 
also die Differentialgleichungen dieser Curvenscharen nur in v, y ge- 
schrieben werden, so gestatten sie die infinitesimale Transformation, 


die aus Uf durch Fortlassung der Glieder in a hervorgeht: 


V= (y+ xa) tat) 


öy’ 
und sind also nach Theorem 8 des $ 1, 6. Kapitel, durch Quadraturen 
integrierbar: 
Die Hauptiangentencurven, Krümmungslinien und Minimalcurven 
einer Spiralfläche lassen sich durch Quadraturen bestimmen. 


Kapitel 13. 


Erweiterte Gruppe von Punkttransformationen der Ebene. Endgültige 
Erledigung der Probleme, betreffend die Differentialgleichungen 
erster Ordnung, welche eine infinitesimale Punkttransformation 
zulassen. 


Wir erinnern an die zu Beginn des 11. Kapitels gemachte Be- 
merkung: Damals hoben wir hervor, dass die in der zweiten Ab- 
teilung entwickelte Theorie der Differentialgleichungen erster Ordnung 
in zwei Variabeln x, y, welche eine infinitesimale Transformation ge- 
statten, noch nicht zu einem völlig befriedigenden Abschluss gebracht 
wurde, dieser vielmehr zunächst noch die Betrachtung von eingliedrigen 
Gruppen in drei Veränderlichen erfordere. Nunmehr werden wir bald 
erkennen, inwiefern solche Gruppen in drei Veränderlichen mit der 
Theorie der Differentialgleichungen erster Ordnung in zwei Veränder- 
lichen zusammenhängen. Wir werden nämlich die drei Variabeln 


Curven auf die Integration einer gew. Differentialgleichung erster Ordnung zurück. 
Die Bezeichnung Spiralfläche führte er gelegentlich im norwegischen Archiv 
1878 ein. Die auf Spiralflächen abwickelbaren Flächen betrachtete zuerst Levy; 
Darboux zeigte, dass diejenige Differentialgleichung erster Ordnung, welche 
nach Lie’e Untersuchungen die geodätischen Curven einer auf eine Spiralfläche 
abwickelbaren Fläche liefert, Riccati’sche Form erhalten kann. 
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nicht wie bisher als Punkteoordinaten im Raume deuten, sondern von 
einer eigentümlichen und sehr fruchtbaren Interpretation derselben als 
Coordinaten eines sogenannten Linienelementes in der Ebene Gebrauch 
machen. Unser Nächstes ist daher, diese Deutung auseinander zu setzen. 


$ 1. Erweiterung einer Punkttransformation der Ebene. 

Sei 
(1) play) y = yh, y) 
eine vorgelegte Transformation der Punkte (x, y) der Ebene in die 
Punkte (x,, y,) derselben, indem wir unter x, y rechtwinklige Punkt- 
coordinaten in der Ebene verstehen. 

Führen wir diese Transformation (1) auf irgend eine vorgelegte 
Curve c: 


(2) y — F&) = 0 
aus, so geht diese Curve c in eine in z., y, geschriebene Curve &;: 
(3) Y— F(&)=0 


über. Durch die Gleichung (2) aber wird jedem Punkte (x, y) der 
ersten Curve c eine tangentiale Fortschreitungsrichtung zugeordnet, 
deren Neigung 


ist. Auch dem Punkte (x,,4,), in welchen dieser Punkt (x, y) der 
ersten Curve c bei der Tranformation (1) übergeht, gehört als Punkt 
der transformierten Curve c, eine gewisse tangentiale Fortschreitungs- 
richtung zu: 


r dy , 
u = FEN = Fy (m). 


Es ist nun zu bemerken, dass sich diese durch x, y und die Neigung 
y im ursprünglichen Punkte (x, y) allein ausdrücken lässt. 
Es ist nämlich nach (1): 


ya dx- g% dy A KA Laa 
»__ dy, _ dy(z, y) 0x a Te ðs by” 
gr Dan G ee 
0x 0y ” fæ y 


Man kann hiernach y, berechnen, sobald die Transformation (1) vor- 
gelegt ist und die Werte von x, y, y gegeben sind, ohne dabei die 
Gleichung (2) der ursprünglichen Curve c zu benutzen. 

Denken wir uns also eine zweite Curve c’ gegeben, welche die 
erste c in dem betrachteten Punkte (x, y) berührt, so hat sie in diesem 
Punkte dasselbe y. Durch (4) ergiebt sich daher für die Curve c’, 
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in welche ¢ durch die Transformation übergeführt wird, in dem Punkte 
(£i Yı), der den beiden Curven c, und c, angehört, genau dieselbe 
tangentiale Fortschreitungsrichtung y, wie für die erste transformierte 
Curve c, d. h. auch die transformierten Curven c, und c, berühren 
sich daselbst (Fig. 23). 

Eine Punkttransformation (1) führt also Curven, die sich berühren, 
in ebensolche über. 

Diese Thatsache wird dem Leser schon bekannt sein, wenn wir 
auch früher nicht ausdrücklich darauf hingewiesen haben (— wohl 
aber haben wir sie in einigen geo- 
metrischen Beispielen bereits stillschwei- 3 2 De: 
gend als bekannt vorausgesetzt —). Sie 5 > SE ra 
erscheint ja auch ziemlich selbstver- i s 
ständlich. Ihre analytische Erklärung w (tl) 
liegt in der Formel (4), welche die 
nicht sofort als ganz selbstverständlich 
erscheinende Thatsache ausdrückt, das 
die transformierte Richtung y, nur von 
z, y und y und natürlich der Trans- 
formation (1) selbst, nicht aber von der angenommenen Curve abhängt. 

Wir werden dies Ergebnis deshalb ganz von der Annahme einer 
Curve ablösen und bedürfen dazu eines naheliegenden geometrischen 
Bildes: Wir wollen den Inbegriff eines Punktes (x, y) und einer hin- 
durchgehenden Richtung, deren Winkel mit der x- Axe die trigonometrische 
Tangente y' habe, ein Linienelement nennen und x, y, y' als die Bestim- 
mungsstücke oder Coordinaten desselben bezeichnen. 

Unter y haben wir uns also nicht notwendig einen Differential- 


i d g A 
quotienten T vorzustellsn, sondern nur eine Zahl zar Bestimmung 


einer Richtung. Z. B. x = y = y = 0 stellt den Inbegriff des An- 
fangspunktes und der durch ihn gehenden Richtung längs der x-Axe 
da, x = 0, y = 1, y = 1 den Inbegriff des Punktes y = 1 der y-Axe 
und der hindurchgehenden zur x-Axe um einen halben rechten Winkel 
geneigten Richtung u. s. w. 

Das Linienelement (x, y, y’) ist, so können wir auch sagen, der 
Inbegriff des Punktes (x, y) und der hindurchgehenden Richtung längs 
der Geraden, welehe die Gleichung hat: 


yey- ME D—O, 


wo £, 4 die laufenden Coordinaten bedeuten sollen. 
Nunmehr können wir unsere frühere Betrachtung so zusammen- 
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fassen: Bei einer vorgelegten Punkttransformation (1) der Ebene werden 
auch die 00° Linienelemente (x, y, y) derselben in einer ganz bestimmien 
Weise transformiert, nämlich durch die drei Gleichungen: 


ev ev y 

2 3 7 v1 J 
(5) & = e, y), Yi = ve, Yy), Yı ne 
+ sy 

6x ` ôy 


prweiterte Wir nennen diese Transformation der Linienelemente die erweiterte 
formation. Punktiransformation (1). 
Will man bei vorgelegter Transformation (1) den Wert von y, 


bilden, so hat man also zu berechnen: 


(6) y = 


a 
8 
= 
~ 


indem man hierbei während der Differentiationen von x, und y, nach 


x die Veränderliche y als Function von g auffasst, also Sz = y setzt. 


Fassen wir nun alle oo! Linienelemente einer Curve y = F(x) 
ins Auge. Sie werden dargestellt durch die beiden Gleichungen 


y = F(s), y = F' (x). 


Die vermöge (5) transformierten Linienelemente (%,, Yı; Yı) werden 


gegeben durch: 
eo) 
ar Tl 


z, = g(x, F(&)), Yı = y(x, F(x)), Y = TE Pr 
a oa 


y= F (r) 

Die beiden ersten Gleichungen, welche x, und y, durch eine Variabele æ 
ausdrücken, stellen die Curve dar, in welche die vorgelegte Curve bei 
der Transformation übergeht. Der Punktort der transformierten Linien- 
elemente ist also der transformierte Punktort der ursprünglichen Linien- 
elemente. Die Richtungen y, der neuen Linienelemente werden ge- 


geben durch r 
Cy) La, 
, 0x öy 
— | Zp y) , pæ, y) 
Jo ty 


Aber diese Gleichung giebt die Tangentialrichtung der Curve 


2, = Q(T, 2»; NT yz, T): 
Somit folgt: 
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Satz 1: Die Linienelemente einer Curve y = F(x) verwandeln sich 
bei einer erweiterten Punkttransformation 
cw ou , 
ET 
r € y 
v = pls, y), h= ply), y = Aa oa 
det’ 
in die Linienelemente der Curve, in welche y = F(x) vermöge der Punkt- 
transformation 


. z = p(s, y) Yı = va, y) 
übergeführt wird. 


1. Beispiel: Bei der Translation längs der x-Axe Beispiele- 
i z=ıra y =y 
wird: 
din 
r dx r 
= de, = 
da 


Die erweiterte Transformation lautet also: 


Ä i 
z =zr+a, h =Y n =Y. 


Das Linienelement (x, y, y) wird dem- y 
nach durch diese Transformation pa- 
rallel mit sich verschoben, was geo- uf‘ rl 
metrisch einleuchtet (Fig. 24). RAR 7. 
2. Beispiel: Bei der Rotation: v > % 
Zi = % COS œ — y sin a, e —— x 
Yı = x% sin œ + y cos « s no 
wird X 
Ap 
PNS dæ _ sing + y’ cosa 
n dæ, cosa — y sina? 
dx 


sodass die erweiterte Transformation lautet: 
%=%cosa — ysine, 


Y, = x sina + ycose, 


Man bemerkt, dass hier y, ganz frei von æ und y ist, d. h. dass alle 
Linienelemente, welche dasselbe y haben, also einander parallel sind, 
durch die Rotation in ebensolche übergeführt werden, was auch geo- 
metrisch einzusehen ist. 
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3. Beispiel: Bei der affınen Transformation 


A : 0 O 
ergiebt sich 


ay, 
,_ da y 
HT m 
dx 


Die erweiterte Transformation ist also: 
' y 
AE ln I 


4. Beispiel: Bei der Ähnlichkeitstransformation 


Li = ME, Yı = My 


ist 
dy, 
r dx my , 
Yı da, rein 
dx 


also die erweiterte Transformation: 
a =m, „my h =y. 
5. Beispiel: Die Transformation: 
ta n ya 


De y IT 


verschiebt alle Punkte um die constante Strecke a auf ihren Radien- 
vectoren. Hier ist 


dy , 
y de _ YV +y ++ aey — ya 
aj a Vaz? + yt’ — ylay — ya 
at 


Hier hängt also y, von y' und auch von & und y ab. 


$ 2. Erweiterung einer eingliedrigen Gruppe von Punkttrans- 
formationen der Ebene. 


Nehmen wir jetzt an, es sei eine eingliedrige Gruppe von Punkt- 
transformationen in der Ebene vorgelegt: 
(7) 4, = g(x, Ya) Y= p(z, Y, a) 
mit dem Parameter a. Die Schar dieser oo! Transformationen soll 
also die Eigentümlichkeit haben, dass zwei Transformationen derselben 
nacheinander ausgeführt, also etwa (7) mit bestimmtem Parameter- 
wert a und darauf die Transformation 


(8) Ea = (21, hr 0), % = bla, Yı,4ı) 
mit dem Parameterwert a,, äquivalent sind einer gewissen einzigen 
von a und a, abhängigen Transformation der Schar: 
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(9) T = p(z, Y, b), Y = Ur, Y, b), 
wo also b eine gewisse Function von a und a, bedeutet: 
b=Ala, a,). 


Wir können alsdann jede dieser oo! Punkttransformationen in 
der im vorigen Paragraphen auseinandergesetzten Weise erweitern. 
Jede liefert dann eine Transformation der Linienelemente (x, y, y^) 
der Ebene. Es liegt die Vermutung sehr nahe, dass diese oo! erwei- 
terten Transformationen ebenfalls eine eingliedrige Gruppe, und zwar in 
den drei Veränderlichen x, y, y, bilden. 
Zum Beweise dieser Vermutung erweitern wir die beiden nach- „Srwre 


eigenschaft 


einander auszuführenden Punkttransformationen (7) und (8). Dies giebt: Hr ru 
M E ; 24 den > dY, E dy (æ, Y a) Gruppe 
O) ray), n =p ya), n = Te — dyay a 


und 


(8°) z, = p(z, Ya), Ya = bla, Y t), Y = 


dy mt dy lEs Yıs a), 
da, dolt, , Yı, %) 
Die Differentiationen sind hier natürlich so zu verstehen, dass nach 
der Bildung der Differentiale Yay und FH = y; zu setzen ist. 
Die Gleichungen (7), (8) und (9) geben nun: 

dy _ Ayla, h, ®) _ dylm y, b) 

dx, Ap(&, , Yı, %) dg (2, y, b)’ 


d. h. eliminiert man aus (7^) und (8) die Zwischenwerte %,, y, und 
dy 
(9) T = P (2, Y, b), Y = YTY, b), W = 
Also ist die Aufeinanderfolge der erweiterten Transformationen (7) und 
(8%) äquivalent der Erweiterung (9) von (9), mit anderen Worten: 


Die erweiterten Transformationen der vorgelegten Gruppe bilden 
wiederum eine Gruppe. 


= y,, so kommt: 


dy(z, y, b) 
FEFA S 


Bezeichnen wir die Transformation unserer vorgelegten Gruppe, 
welche dem Parameterwert a zugehört, mit 7,, die erweiterte Trans- 
formation mit 7%, so haben wir also bewiesen, dass aus 

Ta Ta, —— Tiea) 
folgt: 

Ia IRE _ Iaa 
in Worten: Ist die Aufeinanderfolge zweier Transformationen 7, und Ta, 
der ursprünglichen Gruppe äquivalent der Transformation Tiea) der- 
selben, so ist die Aufeinanderfolge der beiden aus 7, und Ta, erweiterten 
Transformationen 7, und 7, äquivalent der aus 7.) erweiterten 
Transformation Tia a). 
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Es möge insbesondere @ der Parameter der zu T, inversen Trans- 
formation 7; der gegebenen Gruppe sein. Ihre Reihenfolge T Ta 
liefert die identische Transformation 

Ten Yy 5y. 
Erweitert man diese, so kommt: 


A a a a 
ie 7 


d. h. die identische Transformation in x, y, y: 
„2%, Y=Yy y =y. 

Demnach ergiebt sich, dass die Aufeinanderfolge 7, T7 der aus T, und 
der dazu inversen T; erweiterten Transformationen der identischen 
Transformation in x, y, y' äquivalent, d. h. dass Tz" zu 7, invers ist, 

Theorem 20: Erweitert man eine eingliedrige Gruppe der 
Ebene mit paarweis inversen Transformationen: 

Di g(x, Y, a), AT y(z, Y, 4) 

durch Berücksichtigung der Transformationen des Differential- 


d 


quotienten y = z, so bilden die erweiterten Transfor mationen 


d 
cv GW , 
A + nY 
r og oy 
z= gls, y, a), y = pleya) y = T 
TaT oy! 


wieder eine eingliedrige Gruppe mit paarweis inversen Trans- 
formationen im Gebiet der drei Veränderlichen x, y, y. Giebt 
die Reihenfolge zweier Transformationen der ursprünglichen 
Gruppe, welche den Parameterwerten a, a, entsprechen, eine 
Transformation mit dem Parameterwert b=Ala,a,), so gilt 
dasselbe von den entsprechenden Transformationen der erwei- 
terten Gruppe. 

Unser Theorem kann in mehr geometrischer Einkleidung auch so 
ausgesprochen werden: 

Satz 2: Werden die Punkte (x, y) der Ebene durch eine eingliedrige 
Gruppe transformiert, so werden gleichzeitig die Linienelemente (x, Y, y) 
der Ebene durch eine eingliedrige Gruppe, die sogenannte erweiterte 
Gruppe, transformiert. 


Wir wollen die obige Beweisführung noch anschaulich geometrisch, 
wenn auch in nicht ganz scharf formulierter Weise wiedergeben: 

Eine Punkttransformation T, der gegebenen Gruppe von oo! Punkt- 
transformationen der Ebene führt die Punkte p derselben in Punkte 
p, über. Man kann die zugehörige Transformation der Linienelemente 
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geometrisch so herstellen: Ein Linienelement, bestehend aus p und 
einer ‘beliebig gewählten hindurchgehenden Richtung g, wird durch 
die erweiterte Transformation 7, in ein Linienelement, bestehend aus 
pı und einer gewissen durch p, gehenden Richtung g,, transformiert. 
Um diese Richtung g, zu construieren, nehmen wir auf g einen dem 
Punkte p unendlich benachbarten Punkt q an. Er wird durch T, in 
einen dem Punkte p, unendlich benachbarten Punkt q, auf der ge- 
suchten Richtung g, übergeführt, und 

9, kann hiernach bestimmt werden. Sei 19 

nun 7,, eine zweite Transformation der l 
gegebenen Gruppe, welche wir nach T, J 


ausführen. Sie bringt p, und q, in AN 

neue einander unendlich benachbarte AP Ta 

Lagen p,, qa und die zu 7, gehörige 9) Pa NN AL 
erweiterte Transformation T, führt dem- DE 9 a, u 
nach das Linienelement (p,, 9,) in das A Tio > oe 


Linienelement (p,, gz) über, dessen Rich- F Pa 
tung g, die von p, nach q; ist. (Fig. 25.) 
Da nun Ta Ta, = Ta, a), d. h. Äquivalent einer anderen Transformation 
der vorgelegten Gruppe ist, so wird Tiea) die Punkte p, q direct 
nach p,, qa führen. Die aus Tiea) erweiterte Transformation To, a) 
muss deshalb notwendig das Linienelement (p, g) in das Linien- 
element (p,, 9) überführen. Dies gilt für alle Linienelemente (p, g) 
der Ebene, und so folgt, dass mit 


T, Ta, = Taa) 


Fig. 25 


auch 
etm?’ mr 
Ta To, = Tiaa 
ist, was zu beweisen war. 


1. Beispiel: Vorgelegt sei die eingliedrige Gruppe von Ähnlich- 
keitstransformationen: 
m om nu: 
Die erweiterten Transformationen 
zı =at, y=ay =Y 
bilden offenbar ebenfalls eine eingliedrige Gruppe. 


2. Beispiel: Vorgelegt sei die eingliedrige Gruppe von Rotationen 
um den Anfangspunkt: 


zı = Z cos « — y sin «, Yy, = % sin « + y cos «. 


Die erweiterten Transformationen sind hier (vgl. 2. Beispiel des § 1): 
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zı = 7 C05 Q sin & = g% sin & + y cos « a une A 
1 y A Y > h ~ cose — yein« 
Wir verificieren, dass sie eine Gruppe bilden und führen zu dem 


Zwecke diese und die Transformation: 
% = X4 0080, — Y, SIN &, Y = Z sine, F Y, COSE, % = ne 
nach einander aus. Eliminieren wir &,, %,, Yy, hieraus vermöge der 
drei ersten Gleichungen, so kommt zunächst bekanntlich: 
Za = 1 cos (« + a) — y sin (« + a), 
Y = 1 sin (« + &,) + y cos (« + œ) 
und überdies: 
» sing (cos æ — ysin œ) + cos «(sin œ + y cos a) 
Ys = cos œ, (cos æ — ysin a) — sin œ (sin œ + y cos a) 
= - sin(æ + a) + y cos(x +o). 
cos(x + ©) — y'sin(« + «,) 


§ 3. Die infinitesimale Transformation der erweiterten Gruppe. 


Hat man aus einer eingliedrigen Gruppe von Transformationen 
der Punkte (x, y) die erweiterte eingliedrige Gruppe der Linien- 
elemente (x, y, y) der Ebene construiert, so ist die letztere eine 
Gruppe in den drei Veränderlichen x, y, y. Wir stellen uns die 
Aufgabe, alle Gleichungen 2(x,y,y') = 0 zu finden, welche die er- 
weiterte Gruppe gestatten. Um diese Aufgabe anschaulich zu erledigen, 
werden wir bis auf weiteres x, y, y nicht gerade als Coordinaten 
eines Linienelementes, sondern als Cartesische Coordinaten eines Punktes 
im gewöhnlichen Raume auffassen. Natürlich bleibt die erweiterte 
Gruppe auch dann noch eine Gruppe, und zwar wird sie zu einer 
eingliedrigen Gruppe von Punkttransformationen des Raumes (x, y, y'). 
Diese Deutung liefert zu jedem Linienelemente (x, y, y) der (xy)-Ebene 
einen bestimmten Punkt (x, y, y) des Raumes und umgekehrt. Die 
Linienelemente der Ebene sind also dadurch eindeutig auf die Punkte des 
Raumes bezogen, auf sie abgebildet”). Im Raume besitzt nun die erweiterte 
Gruppe — diese also aufgefasst als eine Gruppe von Transformationen der 
Punkte (x,y, y ) des Raumes — gewisse invariante Curven und Flächen, die 
wir nach den früher gegebenen Regeln zu bestimmen vermögen. Diesen 


*) Diese Abbildung der Linienelemente der Ebene auf den Punktraum be- 
nutzte Lie in grosser Ausdebnung in seinen Untersuchungen im norwegischen 
Archiv, 1878 u. 1879, über Gruppen von Berührungstransformationen. Dass man 
es hierbei erreichen kann, dass die Linienelemente jeder ebenen Curve sich als 
die Punkte einer Raumcurve abbilden, deren Tangenten einem linearen Linien- 
complexe angehören, hatte er schon 1874 in den Göttinger Nachrichten angedeutet. 
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Curven und Flächen entsprechen vermöge unserer Abbildung gewisse 
aus Linienelementen (x, y, y) bestehende Gebilde in der Ebene, die 
bei der erweiterten Gruppe — diese jetzt als eine Gruppe von Trans- 
formationen der Linienelemente aufgefasst — invariant sind. 

Es eröffnet sich hiermit also ein Weg, die bei einer erweiterten 
Gruppe vorhandenen invarıanten Gebilde von Linienelementen vermöge 
uns schon bekannter Regeln zu bestimmen. Dazu aber bedürfen wir, 
wie bekannt, der infinitesimalen Transformation der erweiterten Gruppe; 
zunächst werden wir daher diese aufsuchen. 


Es sei Berechnung 
d. inf. Trf. 


WE tle) E CHEN an 
die infinitesimale Transformation der vorgelegten eingliedrigen Gruppe 
von Punkttransformationen der Ebene. Bekanntlich können wir dann 
die endlichen Gleichungen der Gruppe in Form von Reihenentwicke- 
lungen schreiben (vgl. Theorem 4 des $ 3, 3. Kap.): 


n =x + ti + h UUs). 
n=y +t t ia UUH 
Demnach kommt: 


, En 
l? on 
' dy, dy + tdn 4»: y t pa rhi 


uade aop aE e 3E A 
pem Pp 


Nun lässt sich der reciproke Wert der Potenzreihe nach t: 
ð 08» e 
et HRO: 


bekanntlich ebenfalls in eine Potenzreihe nach £ entwickeln und zwar 
beginnt sie mit den Gliedern: 


Also en sich: 
sa A T A 
E +y- Eyri) 


Gehen wir nun zur ee, Transformation der erweiterten 
Gruppe über, so haben wir den Parameter t unendlich klein, gleich 
ôt, anzunehmen und die Glieder zweiter und höherer Ordnung in dt 
zu vernachlässigen. Daher folgt dann: 
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, , on on DE r og ro 
Yı =y + öt (7s IF er ur AE =. MT 
Bei der infinitesimalen Transformation der erweiterten Gruppe erfahren 
also x, y und y die Incremente: 


0g = g0) E nôt, 


A 22 (on oË =. 


Mithin hat diese infinitesimale Transformation das Symbol: 


W E žr öf on en R BE. ef 
f= E ! i iea -= Pe. 2 x 
erg my" (62 (y = ae y! Jay? 


das wir gelegentlich abkürzend auch so schreiben: 


et tn Hd 


sodass also ņ den Ausdruck bezeichnen soll: 


sga GK on DER RED 
ah: r -is = jy 

Satz 3: Wird eine eingliedrige Gruppe von Punkttransformationen 
der Ebene (x, y) von der infinitesimalen Transformation 


U= itn 


erzeugt, so wird die erweiterte Gruppe der Linienelemente (x, y, y) von 
der infinitesimalen a 
‚ö 

Up= Etn E Hg 
erzeugt, wo 

O. ð é n aS 

=a t m Ja y= ay? 
ist. 

Man sieht, dass zur Berechnung dieser infinitesimalen Transfor- 
mation U’f der erweiterten Gruppe nur die Kenntnis von £, n, also 
die Kenntnis der infinitesimalen Transformation Uf der ursprünglichen 
Gruppe erforderlich ist. Wir können demnach auch sagen, dass die 
infinitesimale Transformation U’f der erweiterten Gruppe direct als die 
Erweiterung der infinitesimalen Transformation Uf aufzufassen ist. 

Um sich die Form von U’f, insbesondere also um sich den Aus- 
druck 7° zu merken und für Berechnungen bequem zur Hand zu 
haben, ist die Bemerkung von Nutzen, dass 7’ in der Form geschrieben 


werden kann: 
‚—4n , d$ 


" de Y ax? 
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wenn man nur bei der Differentiation nach x die Veränderliche y als 


Function von x auffasst, also * = y setzt. 


Es erscheint zweckmässig, zur Ableitung der erweiterten infini- Andia 
eitung 
tesimalen Transformation eine zweite Methode zu entwickeln, da sie aleren an. 
rang 
sich durch Kürze auszeichnet, wenn sie auch nicht so elementar wie 


die obige ist. Sind 
z = p(z, y, t), „va y t) 

die endlichen Gleichungen der Gruppe Uf, so sind bekanntlich & und 
n als die Ableitungen von x, und y, nach ¿ für den Wert von t, 
welcher der identischen Transformation entspricht, also etwa für 
t = 0, aufzufassen. (Vgl. $ 5 des 2., § 2 des 3. Kapitels.) In den 
Incrementen: 

= ôx = ôt, y = yôt 
oder in 

n ir 
kann also das Zeichen ô als Differentiationszeichen nach ¢ für £= 0 


aufgefasst werden. Nun ist: 
‚ _.dy 
de’ 
also 
dy ð ö 
òy Er dz: 5; dy = dy dx 
ôt an dx? 
Die Operationen d und ð dürfen nach einem Satze der Variations- 
rechnung vertauscht werden und es kommt also: 


òy òt 


y TN 
=u en 
òt ~ de’ 


à 
oder wegen Š A 2. Y= 
dy ea dé 
di da dx dx dx Y da’ 
und dies ist in der That der oben für n’ erhaltene Wert. 


1. Beispiel: Erweitert man die infinitesimale Translation: Beispiele. 
of 
oy?’ 
so erhält man offenbar genau dieselbe infinitesimale Transformation, 
da 5 g= 0, n= 1, also ņ = 0 ist. Andererseits wissen wir, es 
ist 55 £ die infinitesimale Transformation der eingliedrigen Gruppe 


Lie ie, ei a 18 
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t=, y=y +t, 
deren erweiterte Gruppe lautet: 
1, yayttı =Y 
und auch a zur infinitesimalen Transformation hat. 
2. Beispiel: Die Erweiterung der ara Rotation: 
ar 
Uf — y a x“ 5 
liefert die infinitesimale Transformation der A T 
Uf=— y3 te Harn, 


denn hier ist ë = — y, ņn = x, also Pear P y : 


Man kann sie auch so erhalten: Uf ist infinitesimale Transformation 
der Gruppe von Rotationen: 
xı = v cos é— y sin t, y, = g sin t -+ y cos t, 
bei der, wie früher berechnet, 
,_ Bint + y cost 

“1 cost — y sint 
ist. Für == ðt giebt dies bis auf unendlich kleine Grössen höherer 
Ordnung: 


y = EY (ty) H yat) =y HC H y’, 


1—ydt 
sodass in der That 
òy = (1 + y ’)òt 
wird. 


§ 4. Neues Kriterium dafür, dass eine Differentialgleichung erster 
Ordnung in %, y eine eingliedrige Gruppe gestattet. 


Jetzt sind wir soweit, dass wir tiefer auf die Theorie derjenigen 
gew. Differentialgleichungen erster Ordnung in x, y eingehen können, 
welche eine gegebene eingliedrige Gruppe von Punkttransformationen 
gestatten. Wir nehmen also gewisse Probleme der zweiten Abteilung 
hier wieder auf. 

Eine Differentialgleichung erster Ordnung in x, y hat die Form 


(10) Q(T, Y, Yy y) =M, 

(Früher nahmen wir sie immer in aufgelöster Form Xy — Y = 0 an.) 
Wählt man z, y ganz beliebig, so bestimmt sie y. Diese Gleichung 
wird daher von oo? der œo? Linienelemente der Ebene erfüllt. Diese 
hängen mit den Integralcurven eng zusammen, denn die Tangente der 
durch den Punkt (x, y) gehenden Integralcurve hat eine Neigung y', 
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welche mit x und y zusammen die Differentialgleichung erfüllt, d. h. 
jene œo? Linienelemente, welche der Gleichung & = O genügen, stellen 
sich dar als die œo” Linienelemente, deren Richtungen die Integral- 
curven in ihren Punkten berühren. (Fig. 26.) Die Integralcurven 
sind also die oo! Curven, welche von jenen œœ? Linienelementen ein- 
gehüllt werden. 

Wenn insbesondere die Gleichung (10) y selbst gar nicht enthält, 
stellt sie allerdings keine Differentialgleichung mehr vor, aber sie 
definiert dann immer noch oo? Linienelemente.e Wählt man nämlich 
in diesem Falle x beliebig, so wird durch die Gleichung y bestimmt, 
während y' ganz willkürlich bleibt. Eine Gleichung zwischen x und y 


> 
= e 
Pei 2 ai 
i g” m A 
se x Z — > 
Fig. 26 Fig. $7 


allein, die in gewöhnlicher Auffassung eine Curve darstellt, wird also 
als Gleichung zwischen den Coordinaten der Linienelemente die oo? 
Linienelemente darstellen, deren Punkte auf jener Curve liegen, deren 
Richtungen aber beliebig sind. (Fig. 27.) 

Wir werden voraussetzen, dass die Gleichung (10) die Variabele 
y wirklich enthält. 

Verlangen wir nun, dass die vorliegende Differentialgleichung (10) 
die Punkttransformation 


a = pha y), h = Vhs y) 
gestatte, so soll das heissen, dass die Differentialgleichung, geschrieben 
in den durch diese Transformation eingeführten Variabeln dieselbe 
Form wie die ursprüngliche hat. Führen wir aber die neuen Veränder- 
lichen z,, y, ein, so haben wir für x und y die Auflösungen der 


a z d en 
Transformation zu setzen; ferner ist y = = vermöge: 


öp dv 


durch x,, y, und y, auszudrücken. Die Gleichung (10) in den drei 
Veränderlichen z, y, y muss also invariant sein gegenüber der Trans- 
formation: 

18* 


www.rcin.org.pl 


276 Kapitel 13, § 4. 


öp 0% , 

P 0% oy" 

z, = p(z, y), y = (z, Y), n = er 
ga Pg 


aaao die aber nichts anderes ist als die Erweiterung der Punkttransfor- 


ter Punkit Mation. 
Dies Ergebnis ist ganz unabhängig davon, ob die betreffende 
Differentialgleichung in aufgelöster Form 


Xy — Y=0 
vorliegt, wie in der 2. Abteilung, oder nicht. Es gilt daher all- 


gemein der 
Satz 4: Eine Differentialgleichung erster Ordnung 


Q(x, Y, y) =0 
zwischen x, y gestattet die Punkttransformation 
Di p(z, Y), Vni EA y) 
dann und nur dann, wenn die Gleichung 
Qay, y) =0 
in den drei Veränderlichen x, y, y' die erweiterte Transformation 


ôy õp, 

p oz öy” 

2 = p(z, y), Yi = MEA Y), Un —— fy n 09 , 
3s T Iyl 


zulässt. 

Dieser Satz hat einen einfachen geometrischen Sinn: Dass nämlich 
die Punkttransformation x, = pọ, y, = y die Differentialgleichung 
Q = Q in sich überführt, bedeutet ja, dass sie ihre Integraleurven 
unter einander vertauscht. Dass andererseits die erweiterte Trans- 
formation die Gleichung & = O invariant lässt, heisst, dass sie ihre 
oo? Linienelemente unter einander vertauscht. Der aufgestellte Satz 
beruht nun darauf, dass die erweiterte Transformation nach Satz 1 
($ 1) die oo! Linienelemente einer Integralcurve in die oo! Linien- 
elemente derjenigen Integraleurve überführt, in welche die erstere Curve 
vermöge der Punkttransformation x, = 9, y, = y übergeht. 


Wenn wir nunmehr verlangen, dass die vorgelegte Differential- 
gleichung 
(10) Q(z, y, y) = 0 
alle Transformationen der von der infinitesimalen Transformation 


a E S RE: 
U= tjs t" ey 
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erzeugten eingliedrigen Gruppe gestatte, so kommt dies nach dem 
eben Bemerkten darauf hinaus, dass die Gleichung (10), aufgefasst yo 
als eine Gleichung zwischen drei Veränderlichen x, y, y, bei allen cpwoiter- 
Transformationen der erweiterten Gruppe, die von der infinitesimalen 


Transformation 2 h 
, ô , 
U= +t 
erzeugt wird, invariant bleiben soll. 

Ein solches Problem aber haben wir schon in der dritten Ab- 
teilung behandelt. Fassen wir nämlich x, y, y als rechtwinklige 
Punkteoordinaten im Raume auf, so stellt die Gleichung (10) eine 
gewisse Fläche dar und wir verlangen, dass sie bei allen Transforma- 
tionen der eingliedrigen von U’f erzeugten Gruppe des Raumes in- 
variant bleibe. Nach Satz 8 des $ 4 im 12. Kapitel ist dazu notwendig 
und hinreichend, dass U’Q vermöge Q = 0 verschwinde. Erinnern 
wir uns nun noch an die im vorigen Paragraphen entwickelte Form 
von U’f, so können wir also den Satz aussprechen: 

Theorem 21:. Die Differentialgleichung erster Ordnung awi- parnm 


Kriterium © 
schen æ und y: Diffgl. 1. O 


R(x, y, y) =0 
gestattet die eingliedrige Gruppe von Punkttransformationen 
A A l a öf 
Uf =Æ 3 +n dy 
dann und nur dann, wenn der Ausdruck 
N = on 08 fon on 0$ , 0$ (2) VES 
U= Egr T py er A ) ay 
vermöge Q = 0 verschwindet, vorausgesetzt dabei, dass die 


Differentialgleichung &=0 nicht in einer solchen Form ge- 
z ôR 2828 


schrieben ist, in der ==, 5—, > sämtlich vermöge Q = Q0 
x’ öy’ y 


verschwinden. 


Vergleichen wir dies Kriterium mit dem früher gefundenen 
(Theorem 9, § 2 des 6. Kap.), so erhellt unmittelbar ein bedeutender 
Vorzug des jetzigen: Damals nahmen wir die Differentialgleichung in 
aufgelöster Form 

Xy — Y=0 
an, jetzt kann das Kriterium aufgestellt werden, ohne dass diese Auf- 
lösung nach y' nötig wäre. Hiermit findet also auch eine Bemerkung 
ihre Bestätigung, die wir früher gelegentlich eines Beispiels machten 
(siehe 2. Beispiel des § 3, 6. Kap.) Wir wollen jenes damals durch- 
gerechnete Beispiel nach der jetzigen Methode behandeln. 
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1. Beispiel: Es handelt sich darum, zu beweisen, dass die Diffe- 
rentialgleichung der Schar der oo! Kreise 
(z — a} +y —r—=0 
mit gleichem Radius r die infinitesimale Translation 


gestattet. Zunächst ist die Differentialgleichung zu bilden. Zu dem 
Zweck differenzieren wir die Gleichung der Kreisschar: 


xs—a+yyý=0 
und eliminieren also vermöge æ — a = — yy den Parameter @ aus 
ihr, wodurch die Differentialgleichung in der Form hervorgeht: 
a= Fyr. 
Die aus Uf aa infinitesimale Transformation U’f ist, wie be- 


kannt, gleich Uf = 2 und somit kommt sofort: 


denn & enthält x gar nicht. Hiermit ist der Nachweis geliefert und 
zwar viel kürzer als früher. 

Recht deutlich tritt der Vorzug der jetzigen Methode auch bei 
den beiden folgenden Beispielen zu Tage. 

2. Beispiel: Die Schar der oo! Kreise, welche die beiden Coordi- 
natenaxen berühren: 

@-+W- =. 
bleibt offenbar bei der infinitesimalen nn 
-a Fa 

IT. 

Uf on H 
invariant. Wir wollen MEER dass ihre Differentialgleichung diese 
infinitesimale Transformation gestattet. Um diese Gleichung zu bilden, 
haben wir 


wo HyS o =e 
2 +H y — eat y) tHe = 


oder 


zu differenzieren: 
a+wy—el+y)=0 
und c zu eliminieren. Dies giebt die Diiferentialgleichung: 
Q= (+y A Hy AeH EHA HH ayy 
Uf giebt erweitert wie bekannt: 


Uf=Uf=z k ty 
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Also ist: 
02 
Va=r? pra pa E ĝy = 
=s (22 Hy — 2e) A Hy) eH) A) 
T 
+y BAHN — 2y tH Uyen A y 
+2y (s +yy)) 
= 2R. 
Also verschwindet in der That U'Q vermöge Q = 0. 
3. Beispiel: Die Schar der oo! Tangenten des Kreises z? + y? = 1 


gestattet offenbar die eingliedrige Gruppe von Rotationen um den 
Anfangspunkt: 


n ET t4 aE. 


Zur Verification dessen an der Differentialgleichung der Geradenschar 
haben wir erst diese zu bilden. Die Gleichung der Tangenten ist: 
ax + by — 1 =0, 

wo 

e+= 
ist. Wir differenzieren: 

a+by=0O 
und eliminieren aus diesen drei Gleichungen æ und b. Dadurch geht 
als Differentialgleichung der Geraden hervor: 


2B=l+y’—- (y — ty? = 0. 
Es ist hier 


U a T 
sodass sich ergiebt: 
U'Q=—y:2(y— sy )y — a: 2(y—sy) HOH y NY + 2 — ey) 
=2y 1 +y? — (y — ry Y) =2y' 2 


und dieser Ausdruck verschwindet vermöge 2 = Q. 


Selbstverständlich muss das in unserem Theorem 21 aufgestellte, ee 


Kriterium sich mit dem früheren decken. Wir werden es auf dasneuen Eri, 
frühere zurückführen, indem wir die Differentialgleichung Q = O in de* frühere. 
der aufgelösten Form 

2=Xy--Y=0 


annehmen. Dann kommt: 
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N 


TER: oT Re. OX 
vl) F 


/on fon DO CE 
tl) NT v’) x 


Dies soll vermöge Q = 0, d. h. vermöge y=% verschwinden. Es 
soll also die Identität bestehen: 


er rer 


On č Ök 0 
+02- XY- r=0 
oder, da j 
TON oX ON oY 
Ux=tg Hig USt 


und, wenn wie früher 
h o 2 
e 
gesetzt wird, auch 
—_ „0b ô ‚yon en 
ist: 
Y-UX— X -UY+X:-An— Y-A=0, 
d. h. 
UX— AL UY-— An 
X Zei ur: 


Dies aber ist das Kriterium in der zuerst aufgestellten Form*) (siehe 
Formel (7) des $ 2 im 6. Kapitel). 


§ 5. Bestimmung aller Differentialgleichungen erster Ordnung in 
x, Y, welche eine eingliedrige Gruppe gestatten. 


Wie wir es schon zu Beginn des $ 3 ausgesprochen und auch 

im vorigen Paragraphen gestreift haben, können wir jedes Linien- 

element (x, y, y) der Ebene als einen Punkt (x, y, y) des Raumes 
deuten. Die Differentialgleichung 

Ay, y) —0 

stellt in dieser Auffassung eine gewisse Fläche dar. Die Aufgabe, 

alle Differentialgleichungen erster Ordnung & = 0 zu finden, welche 

eine vorgelegte eingliedrige Gruppe Uf gestatten, kommt also auf 

Redastioo das Problem des Raumes (x, y, y) zurück, alle Flächen oder Glei- 

chungen & = 0 zu finden, welche die von der erweiterten infinitesi- 


früheres 
Problem 
‘malen Transformation U’f erzeugte Gruppe des Raumes gestatten. 


*) Die im Texte ausgeführte Rechnung ist, wie der Leser leicht übersieht, 
nicht wesentlich verschieden von der auf Seite 103, 104 durchgeführten. 
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Erinnern wir uns daher an das Problem, alle Flächen oder Glei- 
chungen & = O zu finden, welche eine eingliedrige Gruppe des Raumes 
(x, y, y) gestatten. Wir fanden früher (vgl. Theorem 19 des $ 3, 
12. Kap.), dass es zweierlei invariante Flächen giebt, einmal die von 
oo! Bahncurven der Gruppe erzeugten und dann die aus lauter in- 
varianten Punkten bestehenden. Von letzteren kann hier nicht die 
Rede sein. Da nämlich den Punkten einer solchen Fläche oc? Linien- 
elemente der Ebene entsprechen, so würden die œo? durch die be- 
treffende Gleichung Q(x, y, y) = 0 definierten Linienelemente bei der 
infinitesimalen Transformation U’f in Ruhe bleiben. Diese können 
aber nicht über die ganze Ebene verteilt sein, denn sonst müssten 
die œœ? Punkte dieser Linienelemente, d. h. alle Punkte der Ebene bei 
der infinitesimalen Transformation Uf invariant sein. Die oo? in- 
varianten Linienelemente müssten vielmehr so liegen, dass ihre Punkte 
nur eine Curve bilden. Dies aber käme, wie wir zu Beginn des $ 4 
sahen, darauf hinaus, dass die Gleichung Q(x, y,y)=0 ganz frei 
von y, also gar keine Differentialgleichung wäre (vgl. Fig. 27). 

Wir haben also nur solche invariante Flächen Q(x, y, y) = 0 zu 
suchen, die von oo! Bahncurven der Gruppe U’f des Raumes (x, y, y) 
erzeugt werden. 

Nach dem Früheren (vgl. Satz 7, $ 3 und Theorem 17, $ 1 des 
12. Kap.) ergeben sie sich in allgemeinster Weise, indem wir zwei 
Invarianten der Gruppe U’f, d. h. zwei von einander unabhängige 
Lösungen u, v der linearen partiellen Differentialgleichung U’f = 0 
bestimmen und irgend eine Function derselben gleich Null setzen. 
Die entstehende Gleichung können wir immer so schreiben: 

v — fh) = 0. 
Natürlich kann man eine der beiden Lösungen, etwa u, frei von y 
wählen, denn nimmt man « frei von y' an, so reduciert sich die Be- 
dingung U'u = 0 auf: 


h,=tirnt Jy 0 


und diese lineare partielle Differentialgleichung ist auch frei von y. 
Sie bestimmt « als Invariante der eingliedrigen Gruppe Uf von 
Punkttransformationen, und u = Const. stellt also die Bahncurven der 
Gruppe Uf in der Ebene dar. Nehmen wir an, diese Bahncurven seien 
uns bekannt, so können wir eine zweite y wirklich enthaltende Lösung v 
der Gleichung U’f=0 immer durch Quadraturen finden. Wir werden 
dies auf zwei Wegen beweisen und heben hervor, dass die Beweis- 
methode, die sich zunächst darbietet, theoretisch nicht so einfach ist, 
wie die zweite, nachher angegebene (S. 284). 
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Um den ersten Beweis zu liefern, stellen wir das der linearen par- 
tiellen Differentialgleichung U’f=0 äquivalente simultane System auf: 


de _ dy _ dy 
(11) E a ( Hay 28 we 
EB 0Y 02) öy? 
von dem wir nach Voraussetzung schon ein von y' freies Integral 
u(x, y) kennen. Vermöge 
ut, y) = 


können wir etwa y entfernen und erhalten eine Differentialgleichung 
erster Ordnung von der Form: 


(12) dy 1 ën Fe 1 ôn OÈ) . 1 oë ‚9 


È 
= = Sopi - 
dæ ë ox ! £ \ey 0x) I E 0y d 


zwischen den beiden Veränderlichen y und z, indem y überall ent- 
fernt ist. Diese Gleichung wird aber im allgemeinen die die Rolle 
einer Constanten spielende Grösse c enthalten. 

ag Diese Differentialgleichung hat die Gestalt: 


d nv 
durch eine 


"Bing. (13) a Kt ay A, 


wo X, X, und X, Functionen von æ (und c) sind. Wir bezeichnen 
sie wie üblich als eine Riccati’sche Gleichung. 
Im allgemeinen würde ihre Integration nicht durch Quadraturen 
allein möglich sein, aber in unserem Falle geht dies doch, weil uns 
nämlich eine particulare Lösung derselben bekannt ist. Wir wissen 
len papi Ja, dass die Bahncurven der Gruppe Uf der Ebene bei dieser Gruppe 
invariant bleiben, dass also die Linienelemente längs einer solchen 
bei der erweiterten Gruppe U’f unter sich vertauscht werden. Mithin 
erfüllt die Schar aller oo? Linienelemente der oo! Bahncurven der 
Gruppe Uf eine Gleichung, die bei U’f invariant ist, also eine Integral- 
gleichung des simultanen Systems (11) ist. Diese Integralgleichung 
lässt sich sofort aufstellen, denn die Linienelemente (x, y, y’) der 
Bahncurven von Uf haben in ihren Punkten (x, y) eben die Fort- 
schreitungsrichtungen y, welche die infinitesimale Transformation Uf 
den betreffenden Punkten zuordnet. Sie erfüllen also die Gleichung: 
j-] 
- 3 
oder 
Ey — qn = 0. 
F eine Particularlösung der Differentialgleichung (12) 
oder (13), sobald nur aus ihr y vermöge u(x, y) = c entfernt wird. 


Also ist y = 
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Wir können diese geometrischen Schlüsse auch analytisch dar- 
thun. Die Gleichung 
=) 


giebt nämlich nach x, y, y total differentiiert: 
, 0E , on JE , on =: 
tay + (È y- Zar Ay 


und diese Gleichung wird vermöge des simultanen Systems (11) 
und ëy — n = O identisch erfüllt. 

Von unserer Riccati’schen Gleichung (12) oder, kürzer geschrieben, a Mesi 
(13) kennen wir also eine Particularlösung y = i , geschrieben in chung durch 


Quadratur 


und c. Daraus folgt (nach einem allgemeinen Satze über Riccati’sche 
Differentialgleichungen), dass sich das Integral durch Quadraturen 
finden lässt. Bezeichnen wir nämlich zur Abkürzung die bekannte 


Partieularlösung y = 7 der Gleichung (13) mit y = 4(x), so ist: 


& 
(14) TSX atë. 
Wenn wir nun in (13) als neue Veränderliche statt y diese: 
1 
0 = er 


einführen, so vereinfacht sich die Differentialgleichung sehr. Es ist 
ja dann 
r 1 
MN ie fi) 
also 
dy _ dì 1 do 


do dë œ da 
oder nach (13) und (14): 


12 a — (X, + 2X,2)o — X, 

œ bestimmt sich mithin durch eine lineare Differentialgleichung und 
kann, wie aus den Elementen der Theorie der Differentialgleichungen 
bekannt ist oder wie wir früher gelegentlich zeigten (vgl. 5. Beispiel 
des $ 3, 8. Kap.), durch zwei Quadraturen integriert werden. Damit 
ist dann auch 


bekannt. 


Hat man somit y als Function von x, c und einer Integrations- 
constante y bestimmt: 


y= P(x, 6 lp 
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so ergiebt sich, wenn man wieder c == u(x, y) setzt und dann nach y 
auflöst, das gesuchte zweite, y enthaltende Integral v(x, y, y) des 
simultanen Systems (11) und also auch die allgemeine Gleichung 


v — fu) = 0. 


Theorem 22: Ist die infinitesimale Transformation Uf einer 
cingliedrigen Gruppe der Ebene (x, y) gegeben und kennt man 
die Bahncurven u(x, y) = Const. dieser Gruppe, so kann man 
durch Quadraturen alle Differentialgleichungen erster Ord- 
nung zwischen x,y aufstellen, welche die eingliedrige Gruppe 
Uf gestatten. Jede derartige Differentialgleichung lässt sich 
durch Quadratur integrieren. 

Der letzte Zusatz ist nach Theorem 8 (§ 1 des 6. Kap.) selbst- 
verständlich. 


Pe emgoe Dass die Kenntnis der Bahncurven u = Const. zur Bestimmung 
I AeA » . . . . . 
anderem aller bei Uf invarianten Differentialgleichungen erster Ordnung ver- 
ee © . . . 
mittelst Quadraturen hinreicht, kann man noch einfacher so erkennen. 
Wir wissen, dass, wenn die Bahneurven u = Const. der Gruppe 


Uf bekannt sind, durch Quadratur neue Veränderliche x, y eingeführt 


nd 
. a . & of A 
werden können, welche Uf auf die canonische Form EPI bringen (Satz 4 


des $ 2, 3. Kapitel). Alle Differentialgleichungen 


w (z, y, 2) =0 


ad 
. . Š . £ I» 
aber, welche die eingliedrige Gruppe Pr 


früher bemerkten (vgl. 1. Beispiel des F3 3, 8. Kap.), dargestellt durch 
die Gleichung: 


gestatten, werden, wie wir 


d 
qe fQ)-0. 


Nun sind y und y bekannte Functionen von x, y; diese Gleichung lässt 
sich daher so schreiben: 


dx" fy y PA 
dr | ör 0, 
ðr cy 


und dies wäre die allgemeine Form v — f(u) = 0 einer Differential- 
gleichung erster Ordnung, welche die Gruppe Uf gestattet. 

Offenbar ist Y identisch mit dem früheren « und dementsprechend 
ist die Grösse - 
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nichts anderes als die früher mit v bezeichnete. Man sieht, dass die 
jetzige Bestimmung von v etwas einfacher als die obige ist. 


Wir bemerkten schon früher, dass jede bei der eingliedrigen 
Gruppe Uf invariante Differentialgleichung erster Ordnung erhalten 
wird, indem man eine Invariante Q(x, y, y) der erweiterten Gruppe 
U’f gleich Null setzt. Bezeichnen wir nun jede Invariante der er- 
weiterten Gruppe U’f als eine Differentialinvariante der ursprünglichen 
Gruppe Uf, so können wir sagen: 

Theorem 23: Ist eine eingliedrige Gruppe Uf in den Verän- 
derlichen x, y vorgelegt, so gehören zu derselben unendlich viele 
Differentialinvarianten, die sich als beliebige Functionen irgend 
zweier unabhängiger Invarianten der erweiterten Gruppe U’f 
darstellen lassen. Jede Differentialgleichung Q(x, y, y) = Q, 
welche Uf gestattet, kann durch Nullsetzen einer Differential- 
invariante erhalten werden. 


Wir ersuchen den Leser, die vorangehenden Methoden zur Auf- 
stellung aller Differentialgleichungen erster Ordnung in x, y, welche 
eine eingliedrige Gruppe Uf gestatten, mit der früher (in § 2 des 
8. Kap.) entwickelten Methode zu vergleichen. Das jetzige Verfahren 
setzt nur die Kenntnis der Bahncurven, das frühere aber die Kenntnis 
der endlichen Gleichungen der Gruppe Uf voraus. Wie schon damals 
hervorgehoben wurde, liefert die frühere Methode überdies die be- 
treffenden Differentialgleichungen in wenig übersichtlichen Formen. 
Auch hierin ist das jetzige Verfahren dem früheren weit überlegen. 

Zum Vergleich behandeln wir einige der damaligen (in $ 3 des 
8. Kap. angegebenen) Beispiele nach der jetzigen Methode. Man wird 
sehen, wie viel schneller die jetzige Methode dabei zum Ziele führt. 

1. Beispiel: Sei Uf die infinitesimale Ähnlichkeitstransformation: 

ER G 
Uf=z ity 
Hier ist die erweiterte infinitesimale Transformation U'f = Uf; es 
müssen also zwei Integrale des simultanen Systems 
de _ dy _dy 
T y 0 


bestimmt werden. Solche sind u = Ž, v = y, sodass 
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u 


die allgemeine Form der Differentialgleichungen ist, welche Uf ge- 
statten. 
2. Beispiel: Sei Uf die Fu Paya 


uf=-y +e 
so ist: } 5 
Uf=—y ite l taty: 


also lautet das simultane o 


nämlich arc tg z — arc tg y oder, wenn man die Tangente hiervon 


nimmt: 
E 
ıi+ryy! 
sodass die gesuchte allgemeine Form der Differentialgleichungen, welche 
Uf gestatten, diese ist: 


zy —y 2 De 
i-+yy ne 0. 


Abteilung IV. 


Eingliedrige Gruppen und infinitesimale Transformationen in 
n Veränderlichen. Verwertung dieser Begriffe für 
Differentialgleichungen. 


Da wir von jetzt ab die allgemeine Theorie der eingliedrigen Gruppen 
in beliebig vielen Veränderlichen und ihre Anwendungen auf Differential- 
gleichungen entwickeln wollen, heben wir sogleich hervor, dass die 
Theorie für n Veränderliche mit der für zwei und für drei Veränder- 
liche entwickelten so viele und umfangreiche Analogien darbietet, dass 
es unnötig erscheint, die Beweise so vollständig, wie es früher ge- 
schah, auszuführen. Der Leser wird hoffentlich selbst imstande sein, die 
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Beweise zu reconstruieren, und ihre Unterdrückung an manchen Stellen 
wird uns vieler ermüdender Wiederholungen überheben. 

Noch ist zu erwähnen, dass wir uns genötigt sehen, künftig die 
geometrischen Deutungen aus dem Text in die Noten zu verweisen, da 
das Operieren in einem Raume von n Dimensionen aus dem Gebiet des 
Elementaren hinausgeht. Doch wird der Leser gut thun, diese Noten, 
soweit er dazu fähig ist, ebenfalls zu durchlaufen, da er in denselben 
manche neuen Gesichtspunkte finden wird. Wohlbemerkt wird jedoch 
der Text selbst niemals die Kenntnis der vorhergehenden Noten vor- 
aussetzen, sondern für sich ein geschlossenes Ganzes bilden. 


Kapitel 14. 


Eingliedrige Gruppe in n Veränderlichen, simnltanes System gewöhn- 
licher Differentialgleichnngen und lineare partielle Differentialgleichung 
in n Veränderlichen. 


Wie schon bemerkt, werden wir uns möglichst kurz fassen. Die 
folgenden Überlegungen sind in der Hauptsache (mit Ausnahme des 
$ 4) bloss Verallgemeinerungen der in den Kapiteln 2, 3, 4 für zwei 
und in den Kapiteln 11, 12 für drei Veränderliche angestellten Be- 
trachtungen. 


$ 1. Eingliedrige Gruppe in n Veränderlichen. 


Liegen n Gleichungen vor von der Form: 


L = Pi (Tiy Za t Ea), 


Lg = Pali, gz *** Ln), 


Tu = Pa(T1, To, >: Ln), 
von denen vorausgesetzt wird, dass sie auch nach z7, Za ' - - z„ auflös- 
bar seien, so bestimmen sie eine allgemeine Transformation der n „Tun 
Veränderlichen &,, 25-2. in n andere Veränderliche z’, £y- Lu. 
Enthalten die Gleichungen noch eine beliebig gross annehmbare 
Constante a, haben sie also die Form: 


- 
& = Q, (Ti; La m, A), 


2%, = Paltar a -* * Las O), 


(1) 


Ln = Pal, En), 
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so stellen sie eine Schar von oo! Transformationen dar, indem der 
Parameter a auf oo! Weisen gewählt werden kann. Insbesondere 
nennen wir diese Schar von oo! Transformationen eine Gruppe und 

Bietoineezwar eine eingliedrige Gruppe von Transformationen, wenn sie die 
Gruppeneigenschaft besitzt, d. h. wenn die Aufeinanderfolge zweier 
Transformationen dieser Schar mit einer einzigen Transformation der- 
selben Schar äquivalent ist. 

en Um das analytische Kriterium hierfür aufzustellen, führen wir 
nach der Transformation (1) mit bestimmt gewähltem Parameter a 
eine zweite Transformation der Schar aus, deren Parameterwert gleich a’ 


sei. Sie führt die Variabeln z; --- 2, in neue g,” -:-£na über und 
zwar durch die Gleichungen: 
= p (2, 23 +- End) 
” ’ , ’ G 
(2) Ta = pa(2;', Lo ET CAN 
Ea 


PE E ac) 

Die erste Transformation (1) werden wir wie früher mit Ta, die 
zweite (2) mit Ty bezeichnen. Die Transformation nun, welche der 
Aufeinanderfolge von 7, und Ty äquivalent ist, also 7,7,, ergiebt 
sich durch Elimination der Zwischenwerte z,’, &,---%, aus (2) ver- 
möge (1) in der Form: 

A Pı (p: (x, a), pa (2, a)" pala, a), a), 
2 = p: no (z, 2; Ps = pa ` Pn (2, a), a), 


(3) 


= Pn @ A 2) PalT, pr ` Prlz, a), @). 

Hierin ist zur A allgemein statt pı(£1, *** Zn, @) einfach 
p(x, a) geschrieben. Diese Transformation (3) der Variabeln &,,---%, 
in &,.--%, muss nun, wenn unsere oo! Transformationen eine ein- 
gliedrige Gruppe bilden sollen, auch eine Transformation der Schar 
sein, d. h. sich decken mit 

a = plan, À), 

Ty = P: (£i; LI, A), 


” 
En = Poll," Zn, A), 
wo A eine gewisse nur von den Constanten a und a’ abhängige Con- 


stante ist: 
2 = Ala, d). 


Es müssen also identisch für alle Werte von &,, Z,'-' Sa, @ und d, 
die n Gleichungen bestehen: 
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ACCAC Va," Lay a), PR, Lo ` * t En, a) i 9%, 2 Ln, a), a) 


E Pr(z,, Lo tt Ln; A(a, a')) 
(F=, 2-an). 


Wir werden also voraussetzen, dass die Gleichungen (1) von oo! 
Transformationen eine eingliedrige Gruppe bilden. Gleichzeitig setzen 
wir wie früher voraus, dass die Gruppe zu jeder Transformation T, 
auch die inverse Tg enthält, sodass die Aufeinanderfolge von 7, und „nyere 


Tı der identischen Transformation: matten; 


r „ 


tr 
% = L, Ty = Ya, > n = Tn 


äquivalent ist, in symbolischer Ausdrucksweise: 
Idla = Il 


Die inverse Transformation 7; werden wir auch, wie früher, mit Ty! 

bezeichnen können. Führen wir T, und Tẹ nach einander aus, so 

muss sich wegen der Gruppeneigenschaft wieder eine Transformation 

der Gruppe ergeben, d. b. unsere Gruppe enthält die identische Trans- Alapklache 

formation. formation. 
Demnach giebt es einen Wert a, des Parameters a, für den sich 

die Gleichungen der Transformation (1) auf die der identischen Trans- 

formation reducieren, sodass also: 


er ae Ta, 00) == Ti; 
(4) I PolEi, To'ti Ln, Ay) = Te, 


Pali, La u, A0) = Fa 
ist. 
Geben wir dem Parameter a einen von a, nur unendlich wenig 
verschiedenen Wert a, + da, so ergiebt sich eine von der identischen 
nur unendlich wenig verschiedene, also eine infinitesimale Transfor- Tuünim- 
mation der Gruppe zunächst in der Form: 


ĉo) 


ay = Pı (41, Ty HIER) + Si mai da-+:.-, 


ù EE © Taa) > 
La = 9, Ro F da) = p(z, a) eat ..-, 


D . . . . . . . . D . D . . . . . . . . 


Pn (T, ao) 


; m. 0 
Un = Pa (11, Tg -+t Ea, Ao + da) = Prl, a) + roda oa aa 
oder wegen (4) in der Form: 

09, Lo Ensa) \ 
msta a N. 
da, 
ee san) 
Lie, Differentialgleichungen, 19 
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Angenommen, von den Coefficienten von da, da? --- verschwinden in 
diesen n Reihenentwickelungen alle bis zu denen von da’-!, so kann 
man da” als unendlich kleine Grüsse ðt benutzen und erhält dadurch 
eine infinitesimale Transformation der Gruppe in der Form: 
(5) Be = Lr F El, La) Òt H- 

k=1,2--.n), 
wo die nicht hingeschriebenen Glieder unendlich klein von höherer 
Ordnung sind und im übrigen unterdrückt werden dürfen. Dass diese 
Reihenentwickelungen nach ganzen Potenzen von ôt fortschreiten, ist 
hier nicht unmittelbar evident. Man erkennt es vielmehr, wie früher 
in § 3 des 2. Kap. und in § 1 des 11. Kap., indem man nach einer 
Transformation (£) der”Gruppe eine von der inversen Transformation 
(E) unendlich wenig verschiedene Transformation (ë + de) der Gruppe 
ausführt, wodurch sich in allgemeinerer Weise als oben die infinitesi- 
male Transformation ergiebt. 

Satz 1: Eine eingliedrige Gruppe in n Veränderlichen mit paar- 
weise inversen Transformationen enthält die identische und sicher auch 
eine infinitesimale Transformation. 

Wir werden wie früher zwei infinitesimale Transformationen: 


z = Ti = fi òt P 2 t = Lo aF be Ji aP 2 ii La = Ln F En dt = 2220 
und 
zen tHE stt Ty = t H Edt H, ee Ln = La FH Ën At H 


als identisch bezeichnen, sobald die Incremente £ òt, &,Öt,--- nôt 
der Veränderlichen %4, Sa **-&£a bei der zweiten sich nur um einen 
constanten Factor von den Incrementen ë, ôt, &,Öt,..-8,0t bei der 
ersten unterscheiden. Die Berechtigung hierzu liegt darin, dass die 
Grösse dt nur eine gegen Null convergierende Zahl sein soll, also 
mit einer Constanten multipliciert wieder eine solche gegen Null con- 
vergierende, Grösse sein wird. 

Der Leser wird sich erinnern, dass wir früher immer für den 
Nachweis, dass eine Gruppe nur eine infinitesimale Transformation 
besitzt, eine längere Betrachtung anstellten ($ 5 des 2. Kap., $ 2 des 
11. Kap.). Was den Beweis für n Veränderliche anbetrifft, so wollen 
wir uns damit begnügen, zu sagen, dass er im allgemeinen Falle ganz 
ebenso geführt wird, wie in den Fällen n = 2,3. Demnach geben 
wir den Satz als bewiesen an: 

Satz 2: Jede eingliedrige Gruppe in n Veränderlichen mit paarweis 
inversen Transformationen enthält eine und nur eine infinitesimale Trans- 
formation. 
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Nunmehr gehen wir einen entgegengesetzten Weg: Wir nehmen 


Constr. e. 
eingl. Gr. 


an, nicht eine Gruppe, sondern eine infinitesimale Transformation sei aus e, inf 
BT. 


gegeben: 
(6) n =x, Hist H e, 2a = r H Edt H e en H Endt H l 
Wir werden eine eingliedrige Gruppe construieren, welche eben diese 

infinitesimale Transformation besitzt. 
Zu dem Zweck integrieren wir das simultane System: 
da, da, de, 


g &, CHT 556 =.) E En n En) A Èn (e E ... 2.) —dt 


in den n + 1 Veränderlichen x,', £y ---2%„ und £. Ein solches System 
integrieren heisst, etwa £, Zg ++ &n als Functionen von ¢ be- 
stimmen, sodass sie diese n Gleichungen (7) identisch erfüllen. Wie 
bekannt, lassen sich über die Anfangswerte, welche x,',2, ---&, für 
t = O haben, noch Voraussetzungen treffen. Wir wollen die Anfangs- 
bedingung vorschreiben, dass sich æ, £y -+ £a für = 0 auf die als 
Integrationsconstanten zu betrachtenden Grössen Tı, Ly * - - La redu- 
cieren. Alsdann ergeben sich gewisse m Integralgleichungen von 
der Form: 
(8) N = ih (z, To ` `` En; t), Ty = D, (21, Tz -`` Ln, t) i 

Tn D (La La u). 
Diese Gleichungen stellen nun auch eine Transformation der Ver- 
änderlichen &,, 2, '*' Sn in die neuen Veränderlichen zy, 2, >+ Er 
dar. Da sie noch ¢ enthalten, so haben wir, weil wir £ beliebig als 
Constante annehmen können, hiermit oo! Transformationen erhalten. 
t = 0 giebt insbesondere die identische xy = X. 

Wir behaupten, dass diese oo! Transformationen (8) eine Gruppe 
bilden. In der That erkennt man dies durch näheres Eingehen auf 
die Integration des simultanen Systems (7): Zunächst besitzt (7) n — 1 
von einander unabhängige und von ? freie Integrale: 

Hain) nl, Un) 

Um ein letztes, t enthaltendes Integral zu finden, wird man vermöge: 

8, CH FATS 6) =e 0. Re ce Tap) = Ci 
etwa 2, Zg ***' &n als Functionen von g; und den Constanten c,, 
C3 *** Ca—ı darstellen und sie danach aus 

da, 
TEE 

eliminieren. Dann wird die linke Seite eine Function von x, und 
den Constanten c,, 6, *--€.n—ı und eine Quadratur giebt ein Integral 
von der Form F(&', 6,6% '**&n-ı) — té Wenn man hierin wieder 

ap 
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Cis Ca > + Cna durch Q, Re Qui ersetzt, so erhält man das gesuchte 
Integral in der Form: 
Wane an) 
Da sich für ¿== 0 die Variabeln z, £g 2, auf £, Zg*** En redu- 
cieren sollen, so sind die gesuchten Functionen (8) die Auflösungen 
der n Gleichungen: 
Se ee), 
| R(E, L3 - -En ) = RR, L En), 


rl, an) Qai (Li, T En) 
We, e an) m t = Wia Ba i En) 


(9) | 


nach £, £y An. 

Dass diese Auflösungen nun eine Gruppe von oo! Transformationen 
darstellen, erkennt man wie in dem Falle n = 2 (vgl. § 4 des 2. Kap.): 
Die Aufeinanderfolge der Transformationen mit den Parameterwerten 
t und ř ist äquivalent der Transformation mit dem Parameterwert 
t+ ť. Insbesondere ist also die Aufeinanderfolge der Transformationen 
($) und (— t) äquivalent der sich für = O ergebenden identischen, 
sie sind also zu einander invers. 

Dass die Gruppe, die sich durch Integration des simultanen Systems 
(7) ergiebt, auch die vorgelegte infinitesimale Transformation (6) ent- 
hält, ist ohne weiteres klar, denn die Entwickelungen von gy’, £y + En 
nach Potenzen von £ fangen nach dem Maclaurin’schen Satze und, da 


nach (7): EA, 
x f # L [4 
7 — Ele +) 


ist, mit den Gliedern an: 
ak = wr F Ela, a nit, 
geben also für {= dt eine infinitesimale Transformation, welche mit 
der vorgelegten in den Gliedern erster Ordnung, auf die allein es hier 
ankommt, übereinstimmt. 
Theorem 24: Jede infinitesimale Transformation 

sen +5(0:)dt en ln ACAO + --- 
gehört, wenn von unendlich kleinen Grössen zweiter und höherer 
Ordnung abgesehen wird, mindestens einer eingliedrigen Gruppe 
mit paarweis inversen Transformationen an. Die endlichen 
Gleichungen dieser Gruppe ergeben sich durch Integration des 
simultanen Systems: 
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ha HTa Auer. 
AAE x.) Allan © > © =) Ela, JE x.) 

mit der Anfangsbedingung, dass sich £i, £y -"&n für t =Q auf 
Zis Lo *** En reducieren sollen, in der Form: 

u) (eza), 

la i- En) = Alan), 


=— dit 


N ri 2) a le, 23 Kn); 
Mia, eaa) — t = W(x ean) 
oder, nach & ---&a aufgelöst und nach t entwickelt: 
x em tl). 
k=1,2...n) 
Hiernach und nach Satz 2 ergiebt sich wie in den Fällen 
n = 2, 3 das 
Theorem 25: Jede eingliedrige Gruppe in n Veränderlichen 
mit paarweis inversen Transformationen enthält eine und nur 
eine infinitesimale Transformation. Jede infinitesimale Trans- 
formation gehört umgekehrt einer und nur einer eingliedrigen 
Gruppe an. Dieselbe besitzt paarweis inverse Transfor- 
mationen. 
1. Beispiel: Die n Gleichungen Beispiele. 
Kan, Ban, '* En = Ain 
stellen offenbar eine eingliedrige Gruppe dar. Ihre identische Trans- 
formation ergiebt sich für «= 1, ihre infinitesimale für æ = 1 + dt 
in der Form: 
yan tat, Ben A rO ent ul, 
sodass 8 =, t- Ëa = Zna ist und das simultane System hier lautet: 
DE a ed 
ER To Ta 
Es giebt integriert unter der Bedingung, dass sich ©,',2, x. für 
t = 0 auf £i, o **' £a reducieren: 
E a Se dene 
als die endlichen Gleichungen der Gruppe. In der That sind dies die 
obigen Gleichungen mit dem einzigen Unterschiede, dass statt des 
Parameters a der Parameter £ = lg a benutzt ist. 
2. Beispiel: Die n Gleichungen , 


zi =x, (Ex — r)ðt, --- mem + (Ex — z,)dt 
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stellen eine infinitesimale Transformation dar. Wir suchen die end- 
lichen Gleichungen der von ihr erzeugten eingliedrigen Gruppe. 2x 
soll die Summe aller 2,,2%,*-:%„ bedeuten. Wir haben das simultane 
System zu integrieren: 
dx, 
Zn = dt k=12--:n) 
oder 
dæk = (Ex — xk )dt @=1,2.-:n). 


Hiernach ist, wenn alle diese n Gleichungen summiert werden: 


dEx = (n — 1) x. dt 
oder: 
dx 


Ex 


= (n — 1)dt. 


Dies giebt integriert: 
Zu ct lt, 


Setzen wir diesen Wert in: 
dar = (Zr — x )di 
ein, so kommt: 
day = (cr Mt — xg )dt. 
Es ist dies eine lineare Differentialgleichung für xx. Sie giebt nach 
bekannter Regel integriert: 


< FEN? la 
k = e Sr pre = 
Nun haben wir die Constanten c, Y,, Yz ''* Yn, von denen übrigens eine 
überzählig ist, so zu wählen, dass allgemein xx sich für t == 0 auf 
æ, reducier. Wir haben also die Relationen: 
Zr = e Er =c, 
M E a O L 


E He, a= E F y. 


” 


x = 


Mithin liefert die Blimination der Constanten: 


¿9i 


‚ SIE 
u I a Ne 
` 


N = 
w) 
oder auch: 
e= an (e! — 1) Ex + nz) 
@=12-:-- n). 

Man überzeuge sich davon, dass diese n Gleichungen wirklich eine 
Gruppe darstellen. 

3. Beispiel: Gesucht werden die endlichen Gleichungen der von 
der infinitesimalen Transformation 
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z = t H (2, a), Ty = t, F (2, — 2.) Òt, 
zy = Ty +), a, =x, + òt 
erzeugten eingliedrigen Gruppe in vier Veränderlichen. Hier lautet 
das zu integrierende simultane System: 
da’ = (xi — z, )dt, 
da, = (2 — z, )dt, 
dæ; = (a, — z, )dt, 
da, = dt. 
Die letzte Gleichung giebt integriert: 
y =n tt 
Eingesetzt in die drei ersten Gleichungen giebt sie: 
da’ = (xi — z — ddt, 
dx, = (x; — x, — t)dt, 
dz; = (0, — £, — t)dt. 
Hierin spielt der Anfangswert x, die Rolle einer Constanten, Es sind 
dies drei lineare Differentialgleichungen von der Form: 
da 
dt 
die nach bekannter Methode das Integral liefert: 
x = z, + t+ 1+ Const. e. 
Die Constante ist so zu bestimmen, dass sich « für £= 0 auf y re- 
duciert, also gleich x — x, — 1 zu setzen. Sonach kommt: 


zen, H tH iHe , — De 


u; erh 


und also einzeln: 

g=n+t+i +a -, — De, 

Bey Hit 1 ta 2-08 

xy =n, t+t+l+, a o l)e, 

m=z tE 
Diese Gleichungen stellen, wie es sein muss, eine eingliedrige Gruppe 
dar. Denn setzt man noch an: 


z = 2 S 2 + 1 + (ar Ez T = Ne’, 
y = u + ++ u — Ne, 
went tt de, 
T — EN +- a 

und eliminiert hieraus x)’, £3, £3, £4, so kommt: 


u Zu de er el Fo 
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§ 2. Symbol einer infinitesimalen Transformation und Reihen- 
entwiekelung der endlichen Gleichungen einer eingliedrigen Gruppe. 


Wir verzichten auf die ausführliche Auseinandersetzung, welche 
wir früher bei Einführung des Symbols der infinitesimalen Transfor- 
mation gaben ($ 2 des 3. Kap., § 3 des 11. Kap.), an dieser Stelle, 


bel indem wir einfach auf das Frühere verweisen. Als Symbol Uf der 


Tr  infinitesimalen Transformation: 
Gen + Elan. dt: -- 
k@=1,2-.:n) 
benutzen wir das durch 62 dividierte Increment, welches eine beliebige 
Function f(&,,2;°°-x%.) bei ihr erfährt: 
ò f(e Re öf ôf i ôf 
T E L IR 
Ey ren, ta 
Wir setzen also: 
2 
Veh Ete Ho E 
In unseren in § 1 EN rei Beispielen haben wir demnach 
die infinitesimalen Transformationen untersucht: 
i ôf ôf 
ze Tg 
ferner: 
~ ` a ef 
(Zs— a) fE + (2e — a) fE EEE TE Zen 
und schliesslich: a 
êf ef jf cf 
u — 2%); x, + (2% — 2) öx, + (z 2) ii, Ir FE 
Indem wir auf die früheren Bemerkungen in den Fällen n = 2,3 
zurückdeuten, heben wir nur hervor, dass Uf als der Differential- 
quotient einer beliebigen Function f(x, 8z -'-%,) nach ¢ für t—=0 
aufgefasst werden kann, wo £, £, '--&, die durch die endlichen 
Gleichungen der Gruppe gegebenen Funetionen von ¢ bedeuten: 
Tr = Pr, Lynn t) 
@=12-..n), 
die sich für = 0 auf &,,2%,--- x, reducieren. 
Insbesondere ergiebt sich auch, da Uz, = &; ist: 
Uf= Us g£ + Un gL + + Um gl: 
OX 02, 
Einfahrung Die Thatsache, dass eine Gruppe durch Einführung neuer Variabeln 


neuer Varia- 


velu in die vermöge zweier cogredienter Gleichungensysteme wiederum in eine 
suppe 
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Gruppe übergeführt wird, haben wir in den Fällen n = 2,3 geo- 
metrisch anschaulich begründet. Wir wollen hier einen analytischen 
Beweis geben, der für jedes » gilt. Ist irgend eine eingliedrige 
Gruppe vorgelegt, so kann dieselbe, wie wir fanden, auf die Form 


2a A: 24) — VAEA Bina 2) (Va, 
Wera) W a) tt 
gebracht werden. Setzen wir nun 
u = Dr (Lee Ln), EE = D(L 0), RSR 
so erhalten wir offenbar Gleichungen von der Form 
Qilt ee Ln) = QE Ena), Gern 
Wen A Ta) = W(t AR En) T t 
welche ihrerseits eine Gruppe bilden. Also gilt der 
Satz 3: Führt man in eine eingliedrige Gruppe 
zi a a e e Bay t), see Aa = Pali t TE EN) 
vermöye zweier cogredienten Gleichungensysteme: 
Be D, (£1, Lgr Ea); -te En = Dn (Liy Bo 2), 
p= D, CHN k ER es En = ®, (a .. Eu), 
die neuen Veränderlichen X, to "in und Xi, Ka -+> En ein, so stellen 
die hervorgehenden Gleichungen: 
u = p(t En i), eet En = Pa (tis Enst) 
wiederum eing eingliedrige Gruppe dar. 


Genau so wie in dem Fall n = 2 lässt sich ferner der Satz Einführung 
n 


beweisen: 
Satz 4: Führt man in eine eingliedrige Gruppe 


s im aa Ca a e Dh ee En = Pn (2, Zn, È) 
anstatt &,,% -En und Ly, Lo *** En durch zwei cogrediente Gleichungen- 


systeme neue Veränderliche X, £o "En und £i, Ez En cin, so geht 
das Symbol 
en Oh He N ö 
Uf= fgit hgt toti l 


Ta 


der infinitesimalen Transformation der Gruppe dabei direct in das Symbol 
Uf der infinitesimalen Transformation der neuen Gruppe über. Es er- 
giebt sich also: 


0 ö 0 
U= Un gÉ + Un gé HoH Un g, 


wo natürlich Uy,, Uta- - Ugn in den neuen Veränderlichen £i, £z- En 
zu schreiben sind. 
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Hieran schliessen sich unmittelbar die Sätze: 

Satz 5: Durch Einführung neuer Veränderlicher kann man jede 
eingliedrige Gruppe in jede andere eingliedrige Gruppe verwandeln, 
und: 

Satz 6: Jede eingliedrige Gruppe in %,,%:':%, kann durch pas- 
sende Wahl neuer Veränderlicher £i, Kg ->> In in die Gruppe mit der 
infinitesimalen Transformation 


i 
U= om 
d.h. in die Gruppe: 
r r e ei ld 
u Shs ls =le ' Ena = tni En =i Ht 
verwandelt werden. 
en, ava- Die dazu nötigen neuen Veränderlichen g,, gz''' gn nennen wir 
can Pom canonische Veränderliche und die neue Form der Gruppe ihre cano- 
nische Form. 


Was nun schliesslich die Reihenentwickelung der endlichen Glei- 
chungen der von der infinitesimalen Transformation Uf erzeugten ein- 
gliedrigen Gruppe anbetrifft, so dürfen wir uns auch hierbei ganz 
kurz fassen, da die Begründung nur in nebensächlichen Dingen von 
der für die Fälle n = 2, 3 gegebenen abweicht (§ 3 des 3. Kap., $ 3 
des 11. Kap.). Wir erhalten das 

Theorem 26: Die endlichen Gleichungen der von der infini- 
tesimalen Transformation 


Veh E ta 


erzeugten eingliedrigen Gruppe können in Form von Reihen- 
entwichelungen nach dem Parameter t der Gruppe so ge- 
schrieben werden: 


s= + 7 Un + = Ula)+-, 
m= m + F Unt ya VUn), 


t e 
En = int T Uri ma UA 
und jede Function f von z£, 2a *'"%n kann dementsprechend so 


entwickelt werden: 
a P ; t 
fa, 0) = fE, La 2) ir OA %)+ 
+, Ude, m) + 


www.rcin.org.pl 


Die Bahncurven und Invarianten einer eingliedrigen Gruppe. 299 


Beispiel: Man soll durch Reihenentwickelung die endlichen Glei- Beispil. 
chungen der von der infinitesimalen Transformation 
Uf= (1, — a) fE + (m — r) gE H (a Wr 
erzeugten eingliedrigen Gruppe berechnen. Hier ist: 
Ux = ti — 24, Urn =l, 
U(Ux)=z,— a+ 1, U(Uz)=©0, 
U(U(Ux)) =z, - z +1, 


demnach : 
7 t e e 
n= r +r e — t) + e =at) tr Tao 
analog x, und x, und überdies: 


t, = xF t 
Summation liefert: 
=, Htt 1 A (a —- a H De. 
(Vgl. 3. Beispiel des § 1.) 


$ 3. Die Bahncurven und Invarianten einer eingliedrigen Gruppe. 
Lineare partielle Differentialgleichung. 


Einige Worte über die geometrische Deutung der 'Transformationen 
und der eingliedrigen Gruppen in n Veränderlichen mögen hier Platz finden. 
Wir setzen dabei voraus, dass dem Leser der Begriff eines Raumes von Saal 
n Dimensionen bekannt sei. Jedem Wertesystem &, &%, ***&n entspricht sionen. 
ein Punkt dieses Raumes mit den Coordinaten x,, £g **' £n und umgekehrt. 

Eine Transformation der Veränderlichen x,, £g’ La in neue £’, Lg e Lr 
vermöge 

L = p, (21, Tg t Ea), play) 

ist alsdann eine Überführung aller Punkte des Raumes in neue Lagen, 
also eine geometrische Operation. Insbesondere bildet eine Schar von oo! 
Transformationen: 


s = ACTES id), rt En = Pa (2i X * t Ea, t) 


eine eingliedrige Gruppe, wenn die Aufeinanderfolge zweier dieser Operationen 
durch eine einzige Operation aus der Schar ersetzt werden kann. Die in- Geometri- 


finitesimale Transformation der Gruppe: ae Tri 
= IF af ef 
Va tt tz, 
erteilt den Coordinaten der Punkte (z,,2, --&„) die Ineremente 


ôx = k òt, Ôx, = é dt, -> Òl = En Òt, 


d. h. sie ordnet jedem Punkte (x£, £3 '** £n) eine gewisse infinitesimale Fort- 
schreitungsstrecke: 
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Wat tee Vet t + 
mit den Projectionen E òt.» Endt auf die n Coordinatenaxen zu. 

Der geometrische Beweis für den im vorigen Paragraphen angegebenen 
Satz 3 über die Einführung neuer Variabeln in die Gruppe ist ganz analog 
den früher für die Fälle n = 2, 3 gegebenen Beweisen (vgl. $ 1 des 
3. Kap., $ 3 des 11. Kap.): Jede Transformation der Gruppe stellt im 
Raume von n Dimensionen eine Lagenänderung aller Punkte dar. Die 
Transformationen einer Schar bilden eine Gruppe, wenn die Aufeinander- 
folge zweier dieser Lagenänderungen wiederum eine Lagenänderung liefert, 
die durch irgend eine Transformation der Schar bewirkt werden kann. Die 
Einführung neuer Veränderlicher in die Gruppe kann nun als Einführung 
eines neuen Üoordinatensystems in den Raum von n Dimensionen aufgefasst 
werden, die jene Lagenänderungen durchaus unberührt lässt, also auch die 
Gruppeneigenschaft nicht vernichtet, 


Führt man auf einen Punkt (2,0: - - x,0) oder kurz (x°) nach einander 
alle Transformationen der Gruppe aus, so gelangt er dadurch in oo! neue 
Lagen (£1, 2g *'* Xn) oder (x), die sich aus den Gleichungen: 


ty = p (8P he a = Pal” ee Enh t) 


ergeben. Diese oo! Lagen bilden eine Curve, die Bahncurve des Punktes (a°). 

So gehört zu jedem Punkte (x°) des Raumes eine Bahncurve. Ins- 
besondere erkennt man leicht, dass der Satz gilt: 

Satz 7: Ist bei einer eingliedrigen Gruppe p, ein Punkt auf der Bahn- 
ceurve von Po, SO hat p, eben diese Curve auch zur Bahncurve. Eine ein- 
gliedrige Gruppe des n-dimensionalen Raumes besitzt also oo"! Bahncurven. 

Der Beweis ist genau so wie in den Fällen z = 2,3. (§ 2 des 
4. Kap. und $ 2 des 12. Kap.) 

Denken wir uns nun eine beliebige Transformation 7, der Gruppe auf 
einen Punkt p einer Bahncurve ausgeführt, so geht er in einen Punkt 
(p)T. auf derselben Bahneurve über. Dies gilt für alle Punkte der Babn- 
curve und für alle Transformationen der Gruppe, daher: 

Satz 8: Jede Bahncurve einer eingliedrigen Gruppe gestattet alle Trans- 
formationen der Gruppe. 

Insbesondere ist auch sofort zu beweisen: 

Satz 9: Kennt man die endlichen Gleichungen einer eingliedrigen Gruppe, 
so kennt man auch ihre Bahncurven. 

Handelt es sich dagegen darum, die Bahncurven zu bestimmen, wenn 
nur die infinitesimale Transformation 

a ON of of 
enaa ra 
der Gruppe gegeben ist, so hat man zu beachten, dass ein Punkt (x; , Xg +" £n) 
vermöge dieser infinitesimalen Transformation Uf in einen benachbarten 
Punkt seiner Bahneurve übergeführt wird, d. h. dass 2,,%,°- £n auf der 
Bahneurve um Ineremente dz, d£ **' d£n zunehmen, die proportional 
Sa" u sind. 
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Satz 10: Die Bahncurven einer eingliedrigen Gruppe ordnen ihren 
Punkten gerade die Richtungen zu, welche ihnen vermöge der infinitesimalen 
Transformation der Gruppe zugehören. 

Die Bahncurven sind also die 00°! Integraleurven des simultanen - 
Systems: 

da, T dx, “AN de, 
Èi (21 2.) Beea) (ea 


oder, was auf dasselbe hinauskommt, die 09”! Charakteristiken der 
linearen partiellen Differentialgleichung: 


G 0 8 
U= h E tegl Hot i g= 


Allerdings haben wir bisher über die Interpretation und Integration 
derartiger simultaner Systeme und linearer partieller Differentialgleichungen 
in beliebig vielen Veränderlichen noch nicht gesprochen. Wir werden dies 
hier kurz nachholen, indem wir die analytische Theorie dieser Gleichungen 
als bekannt voraussetzen. 
Ein simultanes System: Simultanen 


System. 
di v d %, da, 


(10) 17 (75 Be. La) E Ba e en) DALE b: Sa za) 


integrieren heisst bekanntlich, etwa x, '-x, als Functionen von x, be- 
stimmen, sodass sie identisch für alle Werte von x, die Gleichungen (10) 
befriedigen. Diese Functionen enthalten noch n — 1 willkürliche Con- 
stanten. Deuten wir 2), 2, °-%„ als Punktcoordinaten in einem Raume 

von n Dimensionen, so handelt es sich also darum, gewisse Curven in 
demselben zu finden, nämlich die, deren Richtungscosinus proportional 

éis 82° ° Ën sind. Geometrisch erhalten wir diese Integraleurven, indem Integral- 
wir von einem Punkte ausgehend der ihm jeweils durch das simultano °° 
System zugeordneten Richtung folgen. Durch jeden Punkt allgemeiner 
Lage im Raume geht also eine Integraleurve und es giebt im ganzen 
oo"—1 Integraleurven. Bekanntlich nennt man eine Function u(r; >+- £n) 
ein Integral des simultanen Systems (10), wenn jede Mannigfaltigkeit 
u = Const. von Integraleurven erzeugt wird, wenn also jede Integralcurve, 
die durch einen Punkt dieser Mannigfaltigkeit hindurchgeht, ganz in der- 
selben enthalten ist. Dies tritt ein, wenn die durch einen beliebigen 
Punkt (x; *'* £n) der Mannigfaltigkeit u = Const. gehende Integraleurve 
daselbst eine Tangentialrichtung (&,, & '-* Ën) besitzt, welche die Mannig- 
faltigkeit u = Const. berührt, wenn also identisch 


r i . dm 
ee a 9 


ist. n — 1 von einander unabhängige Integrale u, --- %._ı des Systems 
(10) genügen zur Bestimmung aller 00"! Integraleurven, die durch die 
Gleichungen 


Integral. 


u, = Const., u, = Const., Un—ı = Const. 


gegeben werden. Die Gleichung 
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á 


Ru ae un—ı) = 0 


stellt die allgemeinste Mannigfaltigkeit dar, welche von Integralcurven 
erzeugt wird. Demnach ist 2(u, '--%_—ı) die allgemeine Form eines 
Integrals von (10), sobald u, ---u,„_ı irgend welche n — 1 von einander 
unabhängige Integrale bedeuten. 


Betrachten wir nun die lineare partielle Differentialgleichung: 
IR. əf CE 
(11) USE a re 


Sie besitzt, wie man weiss, n — 1 von einander unabhängige Lösungen 
Uj, Uz *** Un—ı und jede Lösung f derselben ist eine Function von 
Uj, Ug *** Un—ı allein. Nach dem Obigen ist jede Lösung von (11) ein 
Integral von (10), und umgekehrt. Natürlich giebt die obige Betrachtung 
keinen strengen Beweis, sie soll nur diese bekannte Thatsache geometrisch 
erläutern. Die 00"! Integraleurven des simultanen Systems (10) nennen 
wir auch, eine Bezeichung von Monge im Fall n == 3 auf beliebiges n 
verallgemeinernd, die Charakteristiken der linearen partiellen Differential- 
gleichung (11). Jede (n — 1)-fach ausgedehnte Mannigfaltigkeit 
0,0), 


welche von 00"? Charakteristiken erzeugt wird, nennen wir eine Integral- 
mannigfaltigkeit des Systems (10). Für eine solche ist 


Vogt tag 


vermöge w = 0, 
Nach dieser Einschaltung kehren wir zurück zur Betrachtung einer 
eingliedrigen Gruppe in n Veränderlichen. 


Die Frage, wann eine Function Q(2£,, £ẹ*'* £a) bei allen Trans- 
formationen der von der infinitesimalen Transformation Uf erzeugten 
eingliedrigen Gruppe 

Vegan), <t Ln = Pulli" Enz É) 
invariant bleibt, also eine sogenannte Invariante ist, erledigt sich sofort. 


Soll 
2a, ee tn) == 2a, WOD Ln) 


sein bei allen Transformationen der Gruppe, so folgt aus Theorem 26 
des § 2, dass für jedes t: 

t y 
Ka En) H y Urea) tH UU2) +: = La, 2%) 


sein muss, woraus als notwendige, aber, wie man sofort sieht, auch 
hinreichende Bedingung folgt: 
URL). 
Theorem 27: Die Invarianten einer eingliedrigen Gruppe 
Uf sind die Lösungen der linearen partiellen Differential- 
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gleichung Uf=0. Jede Invariante ist also darstellbar als 
Function von irgend welchen n— 1 von einander unabhängigen 
Invarianten. 


Geometrisch gedeutet stellt die Gleichung & = Const. eine Schar von 
oo! (n — 1)-fach ausgedehnten Mannigfaltigkeiten dar. Ist 2 eine In- 
variante, so bleibt jede dieser Mannigfaltigkeiten für sich bei allen Trans- 
formationen der Gruppe Uf invariant. Jede dieser Mannigfaltigkeiten wird 
erzeugt von 00”? Charakteristiken der linearen partiellen Differential- 
gleichung Uf = 0, d. b. von 00”? Integraleurven des simultanen Systems 
(10) oder also von 00”? Bahncurven der eingliedrigen Gruppe Uf. 


Wir sagen wie früher, eine Gleichung 
Le, u) 0 


gestatte eine Transformation, welche die Wertsysteme (2, ++- £n) in 
die Wertsysteme (x,’-- - £a ) überführt, wenn die Transformation jedes 
Wertsystem (x, *** £a), für das & = 0 ist, in ein solches (x,'- - - 2’) 
transformiert, für welches ebenfalls 2(x,’--- x.) = 0 ist, mit anderen 
Worten: Die Gleichung 2x, --- £a) =0 ist bei der betreffenden 
Transformation invariant, wenn die Gleichung diese nach sich zieht: 


rt, 


Fragen wir uns, ob und welche Gleichungen Q(x; £n) = O es 
giebt, welche alle Transformationen der eingliedrigen Gruppe Uf ge- 
statten. Da bei einer beliebigen Transformation der Gruppe nach 
Theorem 26 des § 2 


Ka Ea) = Am) H E UR, 2) + 25 OR) +--- 


ist und dies also gleich Null sein soll, sobald (s, -- - x.) =0 ist, und 
zwar für jedes £, so ergiebt sich als eine notwendige Bedingung, dass 
Ua.) = 0 sein muss vermöge Q(z, '*- Lı) =0. Auch ist 
dies Kriterium hinreichend. 

Das Verschwinden von U& vermöge Q = 0 kann nämlich auf 
zweierlei Weisen eintreten. Es ist ja 


CEN 08 OR 
nz, tat tb da, 


Es ist zunächst denkbar, dass £, &,---&, sämtlich verschwinden 
vermöge Q = 0. Alsdann ist jedes Wertsystem (2, ---2„), welches 
die Gleichung & = O erfüllt, für sich invariant; gleichzeitig bleibt 
auch die Gleichung &= 0 invariant. Oder aber &, Ë.. Ë, ver- 
schwinden nicht sämtlich vermöge Q = 0. In diesem Falle bleibt 
nicht jedes Wertsystem (2, ---2,), welches &—=0 macht, für sich 
invariant, sondern wird durch die Transformationen der Gruppe im 
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allgemeinen in neue Wertsysteme (x, £a) übergeführt. Sind nun 
Qı -Qa ein System Lösungen der linearen partiellen Differential- 
gleichung - 
er 
oz, ER, ? 
so kann bekanntlich die Gleichung & == 0, die ja U& = 0 macht, die 
Form 
I(Q -° Qu) = 0 
erhalten. Sie bleibt daher invariant bei jeder endlichen Transformation 
unserer eingliedrigen Gruppe, die ja auf die Form 
Qi (z ze =) = ACA u Emly 
Wa an) = W(x ean) Ht 
reducibel ist. ` 
Wir erkennen hiermit, dass das Verschwinden des Ausdrucks 
UQ vermöge Q = Q nicht allein ein notwendiges, sondern zugleich 
ein hinreichendes Kriterium für die Invarianz einer Gleichung Q = 0 ist. 
Theorem 28: Es giebt zwei Arten von Gleichungen 


(T Lr) = 0, 


welche bei einer eingliedrigen Gruppe Uf in den n Veränder- 
lichen x, &n invariant bleiben. Entweder bleiben alle Wert- 
systeme (£, '** £u), welche Q = 0 machen, für sich invariant 
oder nicht. In beiden Fällen ergiebt sich als Invariangkrite- 
rium, dass UR =Q sein muss vermöge Q = Q. 

Geometrisch gedeutet haben diese beiden Möglichkeiten folgenden 
Sion: Q = O stellt eine (n — 1)-fach ausgedehnte Mannigfaltigkeit dar. 
Soll dieselbe bei der eingliedrigen Gruppe Uf invariant bleiben, so muss 
diese jeden Punkt (x, ---&,) derselben wieder in Punkte derselben tiber- 
führen. Da aber der Punkt bei allen Transformationen der Gruppe immer 
nur in Punkte seiner Bahneurve übergeht, so folgt, dass die invariante 
Mannigfaltigkeit & = 0 im allgemeinen von Bahncurven erzeugt sein 
muss. Nur, wenn kein Punkt der Mannigfaltigkeit eine Bahncurve hat, 
d. h. wenn alle Punkte der Mannigfaltigkeit für sich invariant bleiben, ist 
dem nicht so. Es ist dies der Fall, in welchem alle Punkte (x, +- 5) 
von & = 0 die Coefficienten é+- a einzeln gleich Null machen. 


Es ist naturgemäss, zu sagen, dass die Gleichung & = O bei der 
infinitesimalen Transformation Uf invariant bleibt, sobald die Anderung, 
welche Uf ihrer linken Seite erteilt, UßQöt, vermöge der Gleichung 
selbst auch Null ist, d. h. sobald UQ vermöge Q = 0 verschwindet. 
Unser Kriterium kann daher auch so ausgesprochen werden: 

Satz ll: Die Gleichung Q(x, -- 8a) = 0 gestattet alle Transforma- 
tionen der von der infinitesimalen Transformation Uf erzeugten eingliedrigen 
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Gruppe in den n Veränderlichen x, x, dann und nur dann, wenn sie 
die infinitesimale Transformation Uf der Gruppe gestattet. 

Wir sind nunmehr zu Ende mit der Aufzählung und dem Be- 
weise der wichtigeren mit einer eingliedrigen Gruppe in n Veränder- 
lichen verbundenen Sätze und können dazu übergehen, in ähnlicher 
Weise, wie dies in der 2. Abteilung für den Fall n = 2 geschah, die 
Beziehungen der eingliedrigen Gruppen zu Differentialgleichungen her- 
zustellen. 

Vorher aber wollen wir noch eine Bemerkung über eine gewisse 
Beziehung zwischen zwei infinitesimalen Transformationen einschalten, 
die wir schon früher an einer Stelle flüchtig berührt haben. 


$ 4. Deutung der Beziehung: (UV) = 0. 


Führt man zwei Transformationen, $ und T, nach einander aus, „Auryze 


so ist es im allgemeinen nicht gleichgültig, in welcher Reihenfolge „nn, 


dies geschieht; ST ist im allgemeinen verschieden von TS. Wenn Transter- 
man z. B. in der Ebene zuerst eine Rotation und dann eine Trans- 
lation ausführt, so ist das Ergebnis ein ganz anderes, als wenn man 
zuerst die Translation und darauf die Rotation ausgeübt hätte. 

Die Aufeinanderfolge zweier infinitesimaler Transformationen ist „Auen, 
allerdings gleichgültig, da wir bei diesen nur die unendlich kleinen zweier in- 


Grössen niedrigster Ordnung berücksichtigen: Die Function f wird von Traastar. 
Uf in f+ Uföt verwandelt, diese weiterhin von Vf in: 
f+ Ufot + Vf + Uföt)ör 

oder also in f+ Ufdt-+ Vfðr, denn das mit dtör behaftete Glied 
ist zu unterdrücken. Vertauschen wir Uf und Vf mit einander, so 
ergiebt sich ebenderselbe Wert. 

Dem ist nicht stets so, wenn zwei endliche Transformationen 
S und T der von Uf und Vf erzeugten eingliedrigen Gruppen nach 
einander ausgeführt werden. Die erste Transformation © verwandelt 
eine Function f allgemein in: 


re t 
Ea ea 
die zweite T dagegen in: 
pea a VAL Dr 
(vgl. Theorem 26 des § 2). Um also die Function f” zu erhalten, in 


welche f vermöge der Aufeinanderfolge ST übergeht, haben wir T 
auf f auszuführen, also zu bilden: 


=F +3 A VTN 


Lie, Differentialgleichungen. 20 
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Aber wegen des obigen Wertes von f’ ist hierin zu setzen: 
FStt U 4 UUN 
v= Vf + UN, 

HE 


TS 


sodass sich ergiebt: 
f=rf+ U+ a UUN 
+ Ur + VUN 

+ ION +. 


Hierin haben wir nur die Glieder geschrieben, welche in 2 und t 
vom 0., 1. und 2. Grade sind. Lassen wir die unbequemen Klammern 
weg und ordnen wir die Glieder anders, so kommt offenbar: 


F=f EUH VAH a PUUSA tV Uf eV Vf) 
+; p CUUUf HIPI VUUf +t VV Uf +V Y Vf) + 


und die Gesetzmässigkeit leuchtet ein. 

Wenn wir aber nun umgekehrt auf f zunächst T ausführen, so 
geht f über in . Wird dann erst S ausgeübt, so ergiebt sich eine 
Function f, die offenbar ganz analog wie f” gebaut ist, nur dass U 
und V und ¢ und z darin zu vertauschen sind. So kommt: 

1 


=f+ Uu T a reU + 
+ le VV Vf+ tU VVf+31PUUVf+ PUUUf) +. 


Wir fragen uns nun, wann f” und f für alle Parameterwerte t, 
t, d. h. für alle Transformationen ©, T der beiden Gruppen Uf, Vf 
einander gleich sind, wie auch die Function f gewählt sein mag. 
Zunächst stimmen die erhaltenen Werte in den Gliedern nullter und 
erster Ordnung in ¢, t überein. Die Differenz der Glieder zweiter 
Ordnung hat den Factor: 

VUF— UVf. 

Dies aber ist nichts anderes als der Klammerausdruck (VU), den wir 
in $ 3 des 10. Kapitels in n Veränderlichen entwickelt haben. 

Als erste notwendige Bedingung dafür, dass ST = TS ist, ergiebt 


sich also: 


Zt, 
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Wenn umgekehrt diese Bedingung erfüllt ist, so ist nun auch f"=f. 
Es stimmen dann nämlich die Glieder nullter, erster und zweiter Ord- 
nung in t, t überein. Die Differenz des Gliedes dritter Ordnung ist 


= (vuUr— UUVf)+ ae UVVvf). 


Sie ist Null, weil wegen (UV) = 0 überall VU durch UV ersetzt 
werden kann. Dasselbe gilt für die Differenzen der Glieder höherer 
Ordnung. 


Satz 12: Die endlichen Transformationen S, T zweier von Uf und 
Vf erzeugter eingliedriger Gruppen sind dann und nur dann mit eim- 
ander vertauschbar: ST= TS, wenn der Klammerausdruck 


ist. 

Wie schon bemerkt, ist die Reihenfolge zweier infinitesimaler 
Transformationen für das Ergebnis stets gleichgültig, solange man 
die unendlich kleinen Glieder höherer Ordnung nicht berücksichtigt. 
Wir wollen nun insbesondere aber Uf und Vf vertauschbar nennen, Vertaumh- 
wenn jede endliche Transformation der von Uf erzeugten Gruppe mit "": 
jeder der von Vf erzeugten in der Reihenfolge vertauschbar ist, d. h. 
wenn die Beziehung (UV) =O besteht. 

Wenn Vf= Uf wäre, so würden S, T endliche Transformationen 
derselben eingliedrigen Gruppe sein. Da (UU)==0 ist für jedes Uf, 
so folgt, dass zwei Transformationen ein und derselben eingliedrigen 
Gruppe stets mit einander vertauschbar sind. Dies Resultat hätten wir 
übrigens auch aus Theorem 24 des $ 1 ohne weiteres entnehmen 
können. 

1. Beispiel: Sei 


Beispiele. 
Uf=—y + st, vf=xr Ltt, 
so ist: 
p ON E 

Ur)=—y fE + e£ — A 
Uf ist eine infinitesimale Rotation, STETS 
Vf eine infinitesimale Ähnlichkeits- > 2 
transformation vom Anfangspunkt u A ê 
aus. Es ist demnach bei der Auf- y S A \ 
einanderfolge einer Rotation um den —_ Be a (7; 
Anfangspunkt und einer Ähnlich- z c e i 
keitstransformation vom Anfangs- yig. 3 


punkt aus die Reihenfolge beider gleichgültig. In der That erhellt 
dies auch sofort geometrisch. (Fig. 28.) 
202 
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2. Beispiel: Wir wollen alle eingliedrigen Gruppen in zwei Ver- 
änderlichen z, y aufsuchen, die mit den Translationen längs der y-Axe 
vertauschbar sind. Hier ist das bekannte 

2,9: 
U= Jy’ 
während 
= aa of 
r= tni 
gesucht wird. Es ist: 
— 3E Bf , En äf 
(UV) yo | Jy ðy 
Soll dies Null sein für jedes f, so müssen E und y frei von y sein: 
Mit der eingliedrigen Gruppe von Translationen = sind also alle 


eingliedrigen Gruppen 
U= tle) FE + ne) 5 
vertauschbar. Zu diesen Gruppen gehört unter anderen die Gruppe 


der Translationen a YA +b -i nach einer gewissen Richtung hin, 


ferner die Gruppe der affinen Transformationen 2. , die der pro- 
jeetiven Transformationen von der Form x ze +2 = u. a. 

Wir erinnern daran, dass die Relation (UV) = 0 in zwei Ver- 
änderlichen schon in § 3 des 6. Kapitels (Satz 6) aufgetreten ist, 
und bemerken, dass sie in analoger Weise in n Veränderlichen im 
nächsten Kapitel wieder vorkommen wird. Wir werden alsdann Ge- 
legenheit nehmen, den Zusammenhang mit der im gegenwärtigen 
Paragraphen gefundenen geometrischen Deutung der Relation in einer 


Anmerkung aufzudecken. 


Kapitel 15. 


Lineare partielle Differentialgleichungen Af = 0, welche eingliedrige 
Gruppen gestatten. 


Von jetzt ab entwickeln wir eine ähnliche Theorie, wie im 7. und 
8. Kapitel: Wir werden eine lineare partielle Differentialgleichung 
betrachten, welche alle Transformationen gewisser eingliedriger Gruppen 
gestattet, und die daraus sich entwickelnden Theorien gelegentlich 
auch in Zusammenhang mit den sogen. Jacobi’schen Multiplicatoren 
der Differentialgleichung bringen, — alles aber unter Voraussetzung 
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beliebig vieler Veränderlicher. Doch werden wir mehrere Male die 
Betrachtungen für den Fall dreier Variabeln specialisieren, um sie 
möglichst anschaulich zu machen. 


$ 1. Lineare partielle Differentialgleichungen, welche endliche 
Transformationen gestatten. 


Es sei eine lineare partielle Differentialgleichung 
ôf 
tt te, 
WO Qj, Œz '*' ana gegebene Functionen von &,, %,- "x, bedeuten und 
die linke Seite, da sie die Form eines Symbols einer infinitesimalen 
Transformation hat, auch durch das Zeichen einer solchen ausgedrückt 
werden kann. Wir wollen sie Af nennen, sodass die Gleichung lautet: 


r ô 
=a fitafita fimo 


Wie bekannt, besitzt sie n — 1 von einander unabhängige Lö- 
sungen f = ©,, © **'Onr—ı und jede andere ihrer Lösungen ist eine 
Function dieser. Hervorheben wollen wir noch, dass die Differential- 
gleichung Af = 0 durch Angabe n — 1 von eldanden unabhängiger 
Lösungen derselben völlig, nämlich bis auf einen unwesentlichen Heer, 
der sich fortheben lässt, bestimmt wird. Denn es ist ja jedes Aw, =0 
und also können wir aus den n — 1 Gleichungen: 


0 ð ; 
do eo +; + gt =V, 


—i Jona 090,1 
In Zn. taz Hepa DE =( 


den Schluss ziehen, dass sich &,, &,-- a, zu einander verhalten wie 
die (n — 1)-reihigen Unterdeterminanten der Matrix: 


Sg, Zi Een a 
dx 0m BE 
do, ĝo Oo | 

ôx, 0% j 0x, | 


Sie sind demnach durch @,, ®,-:-@,—ı bis auf einen gemeinsamen 
Factor völlig bestimmt. 

Die betreffende lineare partielle Differentialgleichung Af = 0 hat 
daher die Form 
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ee. A 
02, 0% Or, 
a ea: i, a 
0% t DER, 
ee ur.‘ 

| 00,_,0@,_ı doni s 
Ca dm, 0 
of of ef 
Dr ER Oben, 


Einführung 3 en = 4 4 $ 
Are T Wir wollen auf unsere lineare partielle Differentialgleichung 


m m 0 eine Transformation ausführen, indem wir neue Veränderliche 
X, Lo ` -Ln vermöge der n Gleichungen: 
% = Pr, Lg“ Ln) Wen) 
einführen. Dadurch geht Af über in: 
Vene , êr 7 öf m ef 
Af= Ar FIG 7 + Am ‚++ Au — 


CT OTa 
(vgl. § 2 des 14. Kap.). Die neue Differentialgleichung lautet also: 
Af= Ang + An + + a a 


0x 


worin natürlich An, = Agp,- AL, = Ag durch zi’, 2, -+ £a aus- 
zudrücken sind. Für jede Function f besteht demnach vermöge der 
n Gleichungen 2 = o, die Relation 
Af=4f 

identisch. Insbesondere ist also, wenn œ eine Lösung von Af == 0 
ist, mit Aw = 0 auch A'o = 0, sobald w in den neuen Veränder- 
lichen x’ geschrieben wird. Daher: 

Satz 1: Führt man in eine lineare partielle Differentialgleichung 
Af = 0 in den Veränderlichen x, - - - æn neue Veränderliche x,- - - x, ein, 
so geht jede Lösung der Differentialgleichung Af = 0 durch Einführung 
der neuen Variabeln in eine Lösung der neuen Differentialgleichung über. 
Erhalten dabei n— 1 von einander unabhängige Lösungen ©, (2) @2-ı(%) 
von Af = Q0 die Formen ©, (x) -> @n—ı(x), so erhält Af=0 in den 


x die Form 
Bm. 5 
CO, CO n—ı Of = 
at= DR: ac OT ETN IA d 
Wenn nun insbesondere die transformierte Differentialgleichung 


Af=0 bis auf einen unwesentlichen Factor ọ wieder die ursprüng- 
liche Form hat, wenn also 
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A= e (a0) Eht +) iL) 
ist, so hat A’f=0 offenbar die n — 1 von einander unabhängigen 
Lösungen ©, (x) -- - n(x), die aus œ, (z) --- @,-ı(x) einfach dadurch 
hervorgehen, dass man überall x’ statt x schreibt. Da nun auch 
9,(&).--@n_ı(X) n — 1 von einander unabhängige Lösungen von 
4’f=0 sind, so müssen diese Functionen von jenen sein, d. h. es 
bestehen n — 1 Identitäten von der Form: 
la ER: le) 
(=12-.-n—) 
oder also, es bestehen vermöge der Transformation x; = Yılx) gewisse 
n — 1 Relationen von der Form 
a) ale) Die) 
G=12..:.n—) 
oder, nach den œ(x) aufgelöst: 
(1) (8 2) = Wilo, (2) -+ On (2)) 
G=1,2-..n-1) 
Jede Lösung (x) von Af=0 wird dann durch die "Transformation 
£k = g(x) wieder in eine Lösung von Af = 0 übergeführt, nur ist 
überall z’ statt y geschrieben. 

Wenn andererseits n — 1 solche Relationen (1) bestehen, so hat 
A'f = 0 die Lösungen ©, (x) n(x), d. h. A’f muss bis auf einen 
unwesentlichen Factor ọ die Form von Af = 0 haben, nur dass überall 
x statt æ geschrieben ist. 

Wir können also sagen: 

Satz 2: Eine lineare partielle Differentialgleichung Af = 9 bewahrt 
dann und nur dann bei Einführung neuer Variabeln ihre Form bis auf 
einen unwesentlichen Factor, wenn diese Transformation jede Lösung von 
Af = 0 wieder in eine Lösung von Af == Q überführt. 

Hiernach ist es gerechtfertigt, zu sagen: die Differentialgleichung tion weiche 
Af=0 gestattet eine vorgelegte Transformation, sobald diese Trans- mr 
formation ihre Lösungen unter einander vertauscht. 

Geometrisch gedeutet kommt dies darauf hinaus, dass die Transfor- 
mation & = p(x; t&n) im Raume (7, ---x,„) die Punkte einer jeden 
Charakteristik œ, = Const., - - - ©On—ı = Const. von Af = 0 wieder in die 
Punkte einer ihrer Charakteristiken überführt, kürzer gesagt, die Charak- 
teristiken unter einander vertauscht. 


Beispiel: Sei Beispiel 
2 y 2 
URE E E 


Ta OR, en, 02, 


Führen wir die neuen Veränderlichen 
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fg r N; 
5 mm, md, A de 
ein, so kommt: 
ð ð m? Har? 2 
Af=—n, ee a O 
0% T; 0%, 
oder: 


Also bewahrt Af bei Einführung der neuen Veränderlichen seine 
Form. (Insbesondere ist hier ọ = 1.) Daher führt unsere Trans- 
formation jede Lösung in eine ebensolche über. Dies lässt sich veri- 
fieieren: Af = 0 ist äquivalent dem simultanen System: 


dx dx, a ln 
PER LEN 
uf Ta zb 


und dies giebt integriert zunächst: 


Ey 
1 — Const. 
Vi 


Ausserdem ist: 
xde + tdt; = — tyd tz. 
Integriert: 
x? F xr + x? = Const. 


Deuten wir x,, %2, x, als rechtwinklige Punktcoordinaten, so stellt: 


%1 — Const. 
% 


die Ebenen durch die x,-Axe, 
a + r? + x? = Const. 


die Kugeln um den Anfangspunkt dar. Ihre œœ? Schnittkreise sind 
die Charakteristiken von Af=0. Die angewandte Transformation: 


= — I £a == Ti; La = y 
aber ist eine Rotation um die x,-Axe mit der Amplitude -. Offenbar 


vertauscht sie die Charakteristiken unter einander. Die allgemeinste 
Lösung der Differentialgleichung Af = O lautet: 


2 2 Be 
Q (z, Hrtan, 2). 
Offenbar wird sie von der Transformation wieder in eine Lösung 
iå 2 
r3 2 r3 1 
arte, N, 


verwandelt. 
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8 2. Kriterium dafür, dass Af=0 eine eingliedrige Gruppe Uf 
gestattet. 


Es sei wieder die lineare partielle Differentialgleichung 
Af=0 
vorgelegt und es sei Uf die infinitesimale Transformation einer ein- 


gliedrigen Gruppe in 2%,,%, u. Die endlichen Gleichungen dieser 
Gruppe lauten (nach Theorem 26, $ 2 des 14. Kap.): 


(2) veu+, Un +4 U Unt: 
k=12---n). 

Wir werfen die Frage auf, wann die lineare partielle Differential- 
gleichung Af = O alle Transformationen der eingliedrign Gruppe Uf 
gestattet. 2 

Es mögen w, @'''@,-ı n — 1 von einander unabhängige Lö- 
sungen der Gleichung Af—=0 sein. Nach den Entwickelungen des 
vorigen Paragraphen gestattet Af = 0 die allgemeine Transformation 
(2) der Gruppe Uf daun und nur dann, wenn jedes @;, geschrieben 
in den neuen Veränderlichen x,’ -x,’, die Form hat: 

oilt u) Wila hE 2), mild 8) 
G=el2..n—) 
Es lässt sich aber die linke Seite nach Theorem 26 entwickeln nach ż, 
sodass kommt: 


Oil +e En) H $ Uolt + 8a) Hee = Wio,(&) --- ©&n-ı(8)). 


Da eine solche Relation identisch bestehen soll für jedes ż, so folgt 
zunächst als notwendige Bedingung, dass die Uœ; die Form haben: 
(3) Ua, = (0, @,-ı) 

(=12...n—1) 


Dies Kriterium ist aber auch hinreichend, denn nun ist auch 


w~l > -l a 
og, 68, 
UU; Æ UQ; = > de, U o; - > Fo, 2, 


d. h. ebenfalls eine Function von ©; '** @,—ı allein, u. 3. w. 

Satz 3: Die lineare partielle Differentialgleichung Af = 0 gestattet 
alle Transformationen der eingliedrigen Gruppe UF dann und nur dann, 
wenn n — 1 von einander unabhängige Lösungen ©, --- @.—ı der Differen- 
tialgleichungen Relationen erfüllen von der Form: 

Un; = &(o, -e Or) 


G=1,2---n— 1). 
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Wie im Falle zweier Veränderlicher ($ 2 des 6. Kap.) liegt offenbar 
auch hier in » Veränderlichen die Redeweise nahe: Die Differential- 
gleichung Af==0 gestattet die infinitesimale Transformation Uf, sobald 
Uo, Uo sämtlich wieder Lösungen, also Functionen von ©; +° @,—ı 
sind. Daher können wir Satz 3 auch so aussprechen: 

Satz 4: Die Differentialgleichung Af = 0 gestattet die eingliedrige 
Gruppe Uf, sobald sie ihre infinitesimale Transformation Uf selbst zulässt. 


1. Beispiel: Die lineare partielle Differentialgleichung 


gestattet die eingliedrige Gruppe: 
ei, or 
Uf= z, Jæ. +% fz, + 2 dx,’ 
denn Af besitzt das Lösungensystem: 


. O = — %, O, —% — V 
und es ist: 


Uo =x — t= 0, Uo, = 0,. 
Auch geometrisch ist dies einzusehen, denn die Charakteristiken von 
Af= 0 sind, wenn %,, £, % rechtwinklige Punktcoordinaten bedeuten, 
alle Geraden 
zı — x, = Const, xı — 2, = Const., 
d. h. alle Geraden parallel der Geraden 
L, = L; = Zz- 
Die von den Charakteristiken erzeugten Flächen sind also Cylinder- 
flächen. Offenbar werden dieselben von jeder Transformation der ein- 
gliedrigen Gruppe Uf, nämlich von den Ahnlichkeitstransformationen 
vom Anfangspunkt aus, in ebensolche übergeführt. 
2. Beispiel: Die lineare partielle Differentialgleichung 
Are, Ir =0 
gestattet dieselbe eingliedrige Gruppe: 
U= n g +0 HE 
Af=0 besitzt nämlich die Lösungen: 
o =E n? F t, 0, =E T 
und es kommt: 
Uon = 2x? + 2r = 20, Uo, = Tt; = 0. 
Interpretiert man die Differentialgleichung Af—=0 geometrisch, so 
findet man, dass ihre Charakteristiken die Kreise sind, deren Mittel- 
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punkte auf der z,-Axe liegen und deren Ebenen zu dieser Axe senk- 

recht sind. Jede ähnliche Vergrösserung vom Anfangspunkt aus führt 
jeden derartigen Kreis in einen ebensolchen über. 

3. Beispiel: Sei 

3 ə 

Ant; 

die Differentialgleichung. Sie gestattet alle Transformationen der Gruppe: 

o of 

U=z Eu GE 


denn das zu Af = 0 gehörige simultane System: 


f 2 
d te 


Ts 


dz, € dı, _ da, u de, 
&, Kr 1 
liefert die Lösungen: 


BT, 
(N EN 


4 —  — 
Tp? Og = Ly — Ly; 0; = lg zi — T; 


und es ist: 
Uo, =0, Uo =0, Uo, =1. 


Der Satz 3 kann praktisch nur dann angewendet werden, wenn Kun 
ein System Lösungen von Af=0 schon bekannt ist. Es ist nun St 
leicht, ein Kriterium von solcher Form zu geben, dass es anwendbar ist, gestattet 
auch wenn man keine Lösung der vorgelegten linearen partiellen Differen- 
tialgleichung kennt. Wir erinnern an das analoge Verfahren im Falle 
n=2 ($2 des 6. Kap.) Wir bilden wie damals den Klammeraus- 


druck (UA). Derselbe hat, da 
u- Nut, a= Du 
1 
ist, die Form (vgl. $ 3 des 10. Kap.): 
\ ö 
(UA) = UlAf) — A(Uf)= (Um — Ab) gr - 


1 
Gesetzt nun, Af = 0 gestatte die eingliedrige Gruppe Uf und es 
seien ©,- @,—ı ein System von (n — 1) von einander unabhängigen 
Lösungen von Af=0. Nach Satz 3 ist dann jedes Uw; wieder eine 
Lösung, also A(Uo,)=0. Wenn wir in unsere vorstehende Formel 
[= o; setzen, so kommt daher, indem auch Aw, = 0 ist: 
= N (U, — Ah 
PER 
Ü=12.-.:n—1), 
d.h. ©,» @,—ı sind auch n — 1 von einander unabhängige Lösungen f 
der linearen partiellen Differentialgleichung: 
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S ô 
> (Uar = A&,) a = 0, 
die sich kürzer auch so schreibt: 
Nach einer zu Anfang des $ 1 gemachten Bemerkung kann sich mithin 
(UA) nur um einen Factor von Af unterscheiden, es ist daher für 
jedes f: 
(£) (UA) = oa +- £n) Af. 

Wenn nun umgekehrt zwischen Uf und Af eine solche Beziehung 
(4) für jedes f identisch besteht, so gestattet auch Af = 0 die in- 
finitesimale Transformation Uf. Denn dann giebt (4), ausführlich 
geschrieben: ; 

U(Af) — A(Uf)= ẹAf, 
tür f=o, da Aw; = 0 ist: 
A(Uo:) =O, 
d, h. Uw; ist mit œ; eine Lösung von Af = 0. 

Theorem 29: Die lineare partielle Differentialgleichung 
Af=0 gestattet alle Transformationen der eingliedrigen Gruppe 
Uf dann und nur dann, wenn eine Relation von der Form: 

U(Af) — A(UF) = la: 2n) Af 
oder, kürzer geschrieben, von der Form: 
(UA) = (21>: an) AF 
identisch besteht für alle Werte von f. 


Veriticieren wir dies bei unseren drei obigen Beispielen. 
1. Beispiel: 


of 
af= HHO 9 


a 0 
U= n E H a l +a gE 


Hier ist, wie die Ausrechnung sofort zeigt: 
Uo - Ar, 
also ọ = — 1. 
2. Beispiel: 


Es kommt hier: 
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0) o o] 0 
UWN)= WAR) - AUN=- ne tn tn, 
also ọ = 0. 
3. Beispiel: 


öf ı ôf 
Af = ti Sr tata tin tin J 


Uf = Tı dx, i +r Xa jL. 
Augenscheinlich kommt hier ebenfalls: 


(UA) =Q. 


In den beiden letzten Beispielen ist (UA) = 0. Daraus folgt, Der Eai 
dass in diesen Beispielen auch umgekehrt die lineare partielle Differen- 
tialgleichung Uf= 0 die eingliedrige Gruppe Af gestattet. (Man 
vergleiche § 3, 6. Kapitel.) Prüfen wir dies: 

2. Beispiel: Hier lautet die neue Differentialgleichung: 


af 
Uran Ht EH Ts Ja, 


und die infinitesimale Transformation: 
„2 of 
af= ðr %ı PEME 


Uf = 0 hat die Lösungen: 


(A) z o.ä 
1 7,’ i= 
und es ist: 
1 z, 
2 
Ao = tna ta E 1+0, 
al @ 
Ao, == ds z- , 
2 0, 


d.h. Uf=0 gestattet in der That Af. Geometrisch gedeutet im 
Raume (%1, £a, 2) hat Uf= O die Geraden durch den Anfangspunkt 
zu Charakteristiken. Af ist eine infinitesimale Rotation um die z,-Axe. 
Sie führt natürlich jede dieser Geraden in eine ebensolche über. 

3. Beispiel: Die neue Differentialgleichung 


hat in £i, Z2, Zz, 2, die drei Lösungen: 
2m 1 — u 
0 = > Q =, Q; = Ti. 


Sie soll 
ð ə 
dnp +! + 
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gestatten. In der That ist hier: 
Av, =0, Aa =1, Av =l 

Der soeben an zwei Beispielen betrachtete Specialfall (UA) = 0 
kann, wenn der Symmetrie halber statt Af das Zeichen Vf benutzt 
wird, so in einem Satze ausgesprochen werden: 

Satz 5: Ist der Klammerausdruck (UV) identisch Null, so ge- 
stattet die lineare partielle Differentialgleichung Uf == O die eingliedrige 
Gruppe Vf ebensowohl, als die lineare partielle .Differentialgleichung 
Vf = 0 die eingliedrige Gruppe Uf. 


Geom. Deu- Die Relation (UV) = 0 bedeutet, wie wir wissen (Satz 12, § 4 des 

con kaii Kap.), dass jede endliche Transformation S der eingliedrigen Gruppe 

Uf mit jeder endlichen Transformation 7’ der eingliedrigen Gruppe Vf 

vertauschbar ist. Die Charakteristiken von Uf==0 sind die Bahnceurven 

der Gruppe Uf, die Charakteristiken von p= die Bahncurven der 

Gruppe Vf. Betrachten wir nun eine der ersteren 

/ Charakteristiken A, (Fig. 29). Es sei p ein 

ri s p Punkt derselben. Führen wir auf ihn eine 

= Transformation $ der Gruppe Uf aus, so geht 

er in einen anderen Punkt (2,) = (p)S auf k 

über. Wird alsdann eine Transformation T der 

Gruppe Vf ausgeführt, so geht p, in einen 

Punkt (p) = (pı) T der durch p, gehenden 

Charakteristik k, von Vf= 0 über. Wechseln 

wir die Reihenfolge ST in TS, so wird p zu- 

nächst in einen Punkt (p) = (p)T der durch p 

Fig. 29 gehenden Charakteristik k, von Uf = O und 

dann vermöge S, weil ST = TS ist, notwendig 

nach p, gelangen. Es muss also p, auch auf der durch p gehenden 
Charakteristik k; von Vf = 0 liegen. 

Hiernach ist klar, dass jede endliche Transformation 7 der Gruppe Vf 
die ganze Charakteristik A, in die Charakteristik k, von Uf=0 über- 
führt, d. h. dass Uf = 0 die Gruppe Vf gestattet und umgekehrt. 

Damit haben wir eine anschauliche Begründung unseres Satzes 5 ge- 
funden. 


$ 3. Af=0 gestatte mehrere infinitesimale Transformationen. 


Jetzt nehmen wir an, die lineare partielle Differentialgleichung 
Af = 0 gestatte zwei infinitesimale Transformationen Uf und Vf. 
Nach Theorem 29 des vorigen Paragraphen ist dann etwa: 
(UA)=ọ Af, (VA = o0 Af. 
Hieraus können wir nun einen merkwürdigen Schluss ziehen. Wir haben 
in § 4 des 10. Kapitels die sogenannte Jacobi’sche Identität kennen 
gelernt, und diese wollen wir jetzt anwenden. Danach ist nämlich: 
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KUNA HFKWAUD) FÜADNEO, 
also nach Obigem: 
(UPV)A) + (6A, U) + (A, V)= 0. 


Es ist aber, da ø und ọ von f frei sind: 


A,U)= s(AU)— Us-Af, 
a Ze, 

oder also: 
(6A, U)= — 00 Af— Us: Af, 
04, V)e 00Af-+Vol-Af, 


sodass die Identität entsteht: 
(UV)A)= Uc- Af— Vo: Af 
= (Uo — Vo)Af. 
Hierin ist Uo — Ve eine Function t von 2, :-:&., sodass kommt: 
(UV)A) = rAf. 


(UV) ist ebenso wie Uf und Vf eine infinitesimale Transformation. Sermo 
ausdruc. 


Unsere Relation sagt also nach Theorem 29 aus, dass die Differential- rt 

gleichung Af =Q auch die infinitesimale Transformation ( U F) gestattet. 1/=0. 
Theorem 30: Gestattet die lineare partielle Differential- 

gleichung Af = Q0 die beiden infinitesimalen Transformationen 

Uf und Vf, so gestattet sie auch die infinitesimale Transfor- . 


mation (UV). 


Wir haben also ein Mittel, um aus zwei infinitesimalen Trans- eins 
formationen Uf, Vf der Gleichung Af=0 eine neue (UV) derselben 7. Sus 
ohne Schwierigkeit abzuleiten. Es darf nicht überraschen, dass dies or be- 
überhaupt möglich ist, denn kennt man z. B. zwei endliche Trans- 
formationen S, T, welche Af = 0 gestattet, so lässt diese Gleichung 
auch ihre Aufeinanderfolge SZ, ferner S T?, TS, T—! ST u. a.m. zu, also 
eine ganze Anzahl neuer T'ransformationen. Jede infinitesimale Trans- 
formation Uf, Vf definiert aber oo! endliche Transformationen. Aus 
diesen endlichen lassen sich neue zusammensetzen, die nicht notwendig 
von Uf oder Vf erzeugt werden, unter anderen nach unserem Theorem 
auch alle, die der eingliedrigen Gruppe (UV) angehören. 

Doch liefert das in Theorem 30 gegebene Verfahren nicht not- 
wendig stets wirklich neue infinitesimale Transformationen der Gleichung 
Af=0. Man bedenke nämlich, dass nach Theorem 29 des § 2 die 
Gleichung Af = 0 mit Uf, Vf auch jede infinitesimale Transformation 
von der Form 


aUf+bVf +AAf 
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gestattet, wenn a, b Constanten, A eine beliebige Function von £+- En 
bedeuten; denn es ist 


(aUf + Vf + AAF, A)= (ae + bo — Ar) Af 
und ae + bo — AA eine Function von z; :::%. Wenn wir also den 
Klammerausdruck (U V) bilden und finden, dass er die Form 

aUf+bVf-+AAf (at= Const.) 
hat, so werden wir die infinitesimale Transformation (UV) gar nicht 
als eine neue betrachten. 

Wenn nun aber (UȚ) nicht diese Form hat, so benutzen wir 
(UV) als neue infinitesimale Transformation Wf der Gleichung Af = 0 
und können nach Theorem 30 durch Bildung der Klammerausdrücke 
(UW), (VW) eventuell zu neuen infinitesimalen Transformationen 
gelangen, welche nicht die Form 


aUf + b Vf + cWf + AAf (a, b, c = Const.) 


haben, u. s. w. 


Beispiel: Die lineare partielle a Fa 


zj ry 


gestattet die beiden ETT nirai 
of 
VER gr, +z a l tmpt ’ 


ven’ A +@'’—-%+ La) a A + (+ 9% — Lala) 5, 
denn es ist, wie die Ausrechnung lehrt: 
(UWA)=-Af, (VA) = — 2x, Af. 
Wir bilden nun 


ə af as 
WASU E T 4 AL w? fa, + (&% + 2% — Loz) JA : 


dg 
Diese infinitesimale EA ist neu. Dass Af == 0 dieselbe, 
wie es sein muss, gestattet, ergiebt sich aus: 


(WA)= A 


Wir können nun (U W) und (V W) bilden. (U W) giebt nichts neues, 
denn es ist: 


(UW) = 
Aber es kommt, da offenbar 
G 
V= Wf (m — m) pE 
und (WW) =0 ist: 
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y di r 
X= (VW) E (e - 2) 5, Wf 


êf of 
= (2, — 2) * — m) END (£, — 23) (2 — T3) Jx, 


Auch diese infinitesimale Transformation Xf lässt Af = 0 invariant, 
denn es ist:« 


(XA)= 
u. s. w. Es wird zweckmässig sein, statt der beiden umständlichen 
Transformationen Vf und Wf die einfache Wf — Vf und Wf zu be- 
nutzen. Unsere Gleichung gestattet also die folgenden infinitesimalen 
Trausformationen: 


Uf (= Uf) = z 2 + ngt +2 $L, 
Uf = WM VE a) a 
O E a L tatik F Ey + yty — tat) E 


Uf Œ= Xf) = (£, — 2) (2, — ZN da, — (2, — T4) (T, — 23) F u 


U. 8. W. 


Man kann also mit Hülfe des Theorems 30 aus bekannten infini- 
tesimalen Transformationen der Gleichung Af = O unter Umständen 
weitere ableiten. Wir wollen annehmen, wir hätten so r infinitesimale r inf en 
Transformationen 

U,f, Uf, ii U,f 
gefunden, sodass 
uas Gaia aC 
ist. 

Zwischen diesen infinitesimalen Transformationen werden nun 
möglicherweise Relationen bestehen. Zunächst nehmen wir als selbst- 
verständlich an, dass keine der Transformationen selbst die Forma 
ọAf hat, denn dann wäre sie eine triviale Transformation der Glen Te las 
chung Af = 0, da diese jede infinitesimale Transformation ọ Af ge- =! 
stattet. Es wird danach zwischen Af und U,f keine Relation 


Af + uU f= 0 
bestehen, in der A, u Functionen der z, --- x, bedeuten. Unter den 
infinitesimalen Transformationen U,f --- T,f wird vielleicht keine, 


eventuell aber auch wenigstens eine, sagen wir U,f, existieren, die 
keine Relation 


AA + m Uf + uU f= O0 


Lie, Differentialgleichungen. 21 
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erfüllt. Alsdann ist unter U,f--- U,f vielleicht auch eine, U,f, vor- 
handen, die keine Relation 


Aa + u Uif + u Uaf + us Usf = 0 


erfüllt, u. s. w., kurz wir werden annehmen dürfen: Unter U, f- - U,f 
seien oe infinitesimale Transformationen U,f--- U,f vorhanden, welche 
keme Relation von der Form 

„A+uUOft H eUf =O, 
in der A,,t&, `>- B, Functionen der &, -- x. oder Constanten bedeuten, 
erfüllen. Dagegen drücke sich jede der übrigen U,4ıf--- U,f durch 
Af und U,f--- U,f aus: 
(5) Uif = Ui,ı Uf + U,2 Uf + ... + Uig Uf + vAFf 

G=1,2. +. r — o), 

wo die %ı, Uiz- "Wo, vi gewisse Functionen von 2; --- x, eventuell 
auch nur Constanten, sind. Diese Relationen lassen sich natürlich 
immer aufstellen: Man entscheidet durch Determinantenbildung, wie 
viele der Transformationen U,f- + U,f keine derartige Relation er- 
füllen. Ist nämlich allgemein: 


0 öf af 
U= in pE + iape Ho tig 


und 


s a 3 ð 
Af = a, tagt +a ges 


so untersucht man die Unterdeterminanten der Matrix: 


| m ao 
En Ein ROSE Šin 
bai Eao TR T 
i Ša Er wely m 


Angenommen, es verschwinden alle mehr als (ọ + 1)-gliedrigen Unter- 
determinanten, dagegen nicht alle (ọ + 1)-gliedrigen, so besteht zwischen 
den zu ihr gehörigen oe + 1 Ausdrücken aus der Zahl der Af, U,f--- U,f 
keine Relation und die übrigen drücken sich durch diese aus. Würden 
jene o + 1 Ausdrücke nicht auch Af in sich enthalten, so drückte sich 
Af durch diese aus. Vermöge der betreffenden Relation liesse sich 
dann einer der ọ + 1 Ausdrücke durch die übrigen und Af und somit 
auch jeder Ausdruck Uf durch jene ọ übrigen und Af darstellen. 
Demnach können wir immer erreichen, dass zwischen Af und 
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etwa U,f:-. U,f keine Relation besteht, während die U,nf- - U,f 
die rein algebraisch zu berechnenden Formen (5) haben: 


(5) VDHfzsewlftwalef + H ți Uef + Af 


f=1,2...7—0). 


Wir werden nun zeigen, dass die tı- +- tio, wenn sie nicht nur, goetsie 


ten der Re 
Constanten sind, Lösungen unserer Gleichung Af = 0 sein müssen. “intionen 
Da nämlich U,f--- U,f sämtlich von Af = 0 gestattet werden Meer ein 
so ist jeder Ausdruck U;œ, sobald œ eine Ba von Af = Q ist, gestattet. 
ebenfalls eine Lösung (Satz 3, $ 2). Seien nun @, -- : @,_ı ein System 


Lösungen der Gleichung Af = 0, so ist jede ae von Af = 0 eine 
Function derselben, also auch jedes Ujœ, eine Function von @, +: @n—1- 
Wir setzen in (5) f gleich @,,@,---@,_ı. Dann kommt, da 


Ava, = A, =-..-=( 
ist; 
U,+4:0, = U U, 9, + tts U; (OA -t ... + ilig Uzo, 
(6) | Ugo SR; 10a Li tti2 Uz0 A a g Ug 2, 


. Dose -Uin a, On—ı a Uiz e "s a Uio Ugni. 
Es sind dies n — 1 lineare Gleichungen für die Grössen tiz, Wa2-- UE 
Alle Coefficienten, sowie die linken Seiten sind Functionen der Lö- 
sungen ©; ++ ©@n—ı. Sicherlich sind nicht alle ọ-reihigen Determinanten 
der Matrix dieser Gleichungen: 


Uo, Uo, ... Ugo 
(U W ano 2 
|a On—i U, Onl U, On—ı 


gleich Null, denn m gäbe es ọ een Ay,Agı++ åo, sodass: 
4,00 +400 +:.+4%0,0 = 0, 
uU, +0, +: k 40,0, = 0, 


A, N a a TAn 
wäre, d. h. sodass die lineare alle Differentialgleichung: 
AUf+ h2 Uaf + -F 4 Uef aU 
dieselben Lösungen ©; ---@,-ı wie Af= O0 hätte, ihre linke Seite 
sich also (vgl. § 1) von Af nur um einen Factor unterscheiden könnte, 
d. h. gegen die Voraussetzung eine Relation zwischen Af und U,f---U,f 
bestände. Da also sicherlich eine g-reihige Determinante der Matrix 
von (6) nicht identisch Null ist, so lassen sich die Gleichungen (6), 


ln 
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deren Zahl n — 1 hiernach sicher auch > ọ ist, nach %;1, Wa >> * Uig auf- 
lösen. Da alle Coefficienten und die linken Seiten aber Functionen 
von ©; ***@,—ı sind, so folgt: Auch %1, Wiz -+ - Uig sind Functionen der 
Lösungen ©; -* @,—ı, d. h. sie sind ebenfalls Lösungen der Gleichung 
Af=0. 

Theorem 31: Gestattet die lineare partielle Differential- 
gleichung Af =Q mehrere bekannte infinitesimale Transfor- 
mationen U,f, Uaf- U,f und bestehen zwischen diesen und Af 
einige lineare Relationen, so kann man immer diese Relationen 
aufstellen und danach durch Auflösung derselben gewisse Uf, 
etwa Uf- U,f, durch die übrigen U,f--- Usf und Af aus- 
drücken: 

VfewmOf+Wwlsft + Uf H AF 
(=12-...r—g) 
während zwischen U,f--- U,f und Af keine lineare Relation 
besteht. Alsdann sind die Ooefficienten tii, Wa" "Wi, wenn sie 
sich nicht auf Constanten reducieren, Lösungen der Gleichung 
A —Ü. 


Wir wollen noch einen etwas anderen Beweis hierfür erbringen. 
Aus den Relationen 


(5) IHfewmUft+utf+ H tig Uef H vi Af 
(i =1,2.--r— o) 
folgt, wenn wir den Klammerausdruck (U,+:4) bilden: 
(HA) = t(U, A) + mel A)+ + io Up A) E 
— Au:ı g Uf — Aus: U,f— Ze — Attig 5 Uf — Avi 2 Af. 
Af=0 gestattet nach Voraussetzung U,f--- U,f, d. h. es ist: 
(UA)=1Af, (A)=,Af, --- (UA) =å, Af. 
Demnach kommt: 
hopi Af E (und, F tisha + + Mg) Af — 
— Aun : Uf — Aui: Uf —- — Aug Uf — Av Af 
oder geordnet: 
(oH =- Uıdı == Uiz Aa a a —— Uig ho +- Avi) & Af + 
F Aui- Uf + Au- Uf H- F Aug Uf =E O. 
Es ist dies eine lineare Relation zwischen Af und U,f, Uaf- -- Uef, 
deren Coefficienten gewisse Functionen der Veränderlichen z,,2,:-- Ln 


sind. Nach Voraussetzung existiert aber keine lineare Relation zwischen 
Af und U,f, Uaf- - Uf. Die gefundene Gleichung kann also nur so 
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bestehen, dass ihre Coeffieienten einzeln Null sind. Demnach ist der 
Coefficient von Af, der uns übrigens nicht weiter interessiert, gleich 
Null und ausserdem: 

Auı=0, Aust, --- Au, 0. 
Diese Gleichungen aber sagen nichts anderes aus, als: %ı, Uiz- - Yin 
sind, wenn sie keine Constanten werden, Lösungen der Cache 
Af = 0, was bewiesen werden sollte, 


Beispiel: Wir fanden in dem Beispiel zu Theorem 30, dass die keispicı. 
Gleichung 


na ei 
tt 
die infinitesimalen 'Transformationen gestattet: 
N of of 
F O 3 
U, a E T 


Uf = (2, — 1) F) £ , 
U,f= er EL U IE u art + 223 — 2) g , 


W =a = e (z, — èk £ — (z, — 2%) (& ne =. 
Offenbar besteht zwischen Af, U,f und U,f keine lineare Relation, 
denn es ist ihre Determinante: 

1 1 il 
| &ı T Si 


10 un, 0 
Wohl aber lassen sich U,f und U,f durch Af, U,f und U,f aus- 
drücken. (Hier ist also n = 3, r = 4, ọ = 2.) Um dies methodisch 
zu machen, werden wir aus 


a + + E = Af, 


ôf ð 
Ti gtr 2 er =f, 


(£3 — T) En =Uf 
die Grössen 2E, en, LÍ berechnen. Es kommt: 
Da as or, 
et — Es Tl 1 
a aah a a mean 
ef __ 1 3 
oz, E E R Uf, 
a — x R Ta — T : 
C el Dis U e Sl 
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Setzen wir diese Werte in U,f und U,f ein, so kommt: 


De EN E U, 


Ta — T 


ee R 


3 — 8% 


Nach unserem Theorem 31 müssen also hierin die Coefficienten von 
U,f und U,f Lösungen von 


„of of ef 
ee ne ar re 
o SX 1x (æi — %4)? 
sein. In der That sind #, — x,, 2, — a, Lösungen und ee und 
2 3 
(2, — Ta) la, + 2, — 223) 
Ay — Ty 


als Functionen derselben ebenfalls Lösungen. 


Wie schon im Laufe des ersten Beweises unseres Theorems 31 
bemerkt wurde, ist die Zahl ọ < n — 1. Dies ist aber auch so klar: 
Zwischen Af und n beliebigen Ausdrücken U,f, Uf- -- Unf besteht stets 
eine Relation: 

(1) u, Uf + u Uaf Heee E un Unf =E Af, 


denn ist: 


x “> 
ef 
AFE Yi ar 5- 
- 08,’ 


S] £ êf 
U= Minge» 


1 
so liefert die Relation, indem sie in n Gleichungen zerfällt, weil sie 
für jedes f bestehen soll, zur Bestimmung von u, Wz --- un und u das 
Gleichungensystem: 
(7) mir F Hebr Heee + nn = pia 
(k= 1, 2+: n). 


Ist zunächst die Determinante 


| En Šal ARN N Sail | 


| 
re RE 
| .. .. .. | 
i Ein an es Ein I 
so lassen sich u, +--> un aus (7) berechnen in der Form 


la an) 
und zwar sind dann die g,(2, ---x,.) ganz bestimmte Functionen von 
Zi *** æn. Diese Werte erfüllen die Gleichung (7) identisch. Ist nun 
zweitens die Determinante Null, so nehmen wir u = 0 an und können 
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ui *'' n Solche Werte erteilen, dass (T°) erfüllt wird. In diesem Falle 
besteht schon zwischen U,f--- Unf allein eine Relation: 


t Uf F t Uf + -+ H tn Unf =E 80. 
Jedenfalls muss also zwischen n + 1 Symbolen in n Veränder- 
lichen stets eine lineare Relation bestehen, und daher ist in unseren 
obigen Entwickelungen sicher ọ < n — 1. 


$ 4. Geometrische Ableitung des Ergebnisses, seine Umkehrung 
und Verwertung. 


Unser Theorem 31 kann auch auf anschaulichem Wege gedeutet 
werden, wenn man von der geometrischen Interpretation der Veränder- 
lichen Gebrauch macht. Wir wollen dies für den Fall n = 3 durch- 
führen. Es bedarf dazu jedoch einiger Vorbemerkungen. 

Wir betrachten einen Punkt (x, y, 2) des Raumes (indem wir 
£, Za, %, jetzt grösserer Übersichtlichkeit der kommenden Formeln 
halber mit x, y, 2 bezeichnen). Wir wollen ihm drei infinitesimale 
Fortschreitungsstrecken d,s, 6,5, ôs zuordnen, deren Projectionen auf 
die x-Axe p£, 6,%, Ôp% seien u. s. W. 

Diese drei Strecken liegen nach einem bekannten Satze der ana- 
lytischen Geometrie dann und nur dann in einer Ebene, wenn 

e ôy 62 | 
ôx d,y ð| =0 
dso 04 02i 
ist. 
Drei infinitesimale Transformationen 


Na ĉj ci of 
áf BT +? t? ' 


Gy 02 
En of ef 
U, =u72r% y ı ag 


C f € 
m 7 
ordnen dem Punkte (x, y, z) drei infinitesimale Fortschreitungsstrecken 
ÒS, 6,5, 0,5 zu, und zwar sind die Projectionen der ersten ôs auf 
die x-Axe: 
«ðt, bòt, yòt 

u.s. w. Die drei Fortschreitungsstrecken liegen also dann und nur 
dann für jeden Punkt (x, y, z) in einer Ebene, wenn die Determinante 


«x ß y! 
| m 5 Ten 
9 MM k 


www.rcin.org.pl 


328 Kapitel 15, § 4. 


ist. Offenbar lassen sich auch dann und nur dann, wenn diese De- 
terminante identisch verschwindet, drei Functionen u, u,, u von z, 
y, 2 angeben, sodass 


uAf + u Uf + u Uf =0 
ist. Also: 


Geom. Den Satz 6: Drei infinitesimale Transformationen Af, U f, U,f im 


tung einer 
lin. Relation Naume (x, y, 2) ordnen einem Punkte allgemeiner Lage dann und nur 


zw, 8 inf. 


es dann Fortschreitungsstrecken in einer Ebene zu, wenn zwischen ihnen 
irgend eine lineare Relation 


uAf + uU, f + u Uf = 0 
besteht. u, u,, u, bedeuten hierbei drei nicht verschwindende Functionen 
der Veränderlichen. 


kei Es liege eine lineare partielle Differentialgleichung Af=0 in 


Theorems Sidrei Veränderlichen x, y, 2 vor. Sie besitzt oo? Ourven des Raumes 


für n=, 


¢=2 (x,y,z) als Charakteristiken. Dieselben werden durch zwei Gleichungen 
g(x, y, 2) = Const., (x, y, 2) = Const. 

definiert. Af kann als eine infinitesimale Transformation aufgefasst 
werden. Als solche ordnet sie dem Punkt p allgemeiner Lage (x, y, 2) 
eine infinitesimale Fortschreitungsstrecke ôs längs der durch p gehenden 
Charakteristik kọ zu Af=0 gestatte zwei infinitesimale Transfor- 
mationen U,f und U,f. Wir wollen zunächst annehmen, es bestehe 
keine Relation zwischen ihnen und Af, d. h, nach Satz 6 sollen U,f 
und U,f dem Punkte p infinitesimale Fortschreitungsstrecken d,s und 
s zuordnen, welche nicht zusammen mit d,s eine Ebene, sondern 
eine wirkliche räumliche Ecke bestimmen. 

Jede beliebige Fortschreitungsstrecke ðs lässt sich dann nach 
dem Parallelogramm der Bewegungen in Componenten längs ôS, Ô, s, 
ô S zerlegen, sich also darstellen in der Form: 

(8) Òs = vôs 4 uô, S -H uB,5, 
wo V, ù, 4, Functionen des Ortes (x, y, z) sein können. 

-Af erteilt p eine Fortschreitung d,s längs kọ mit den Componenten 
oL, Ò Y, 9,2 nach den drei Axen. Die Charakteristik A, wird etwa 
durch die Gleichungen 

p(x, Y, 2) =a, p(s, y, z) =b 
dargestellt. Es ist dann: 
[P(z)d,2 + pdy + peie = 9, 
\v(@)öe + Wy)dıy + v2) de = 0. 
U,f führt alle Punkte p von kọ in die Punkte einer benachbarten 


(9) 
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Charakteristik k, über. Sind d,x, ôx, d,x die Projectionen von 6,8 
auf die Axen, so muss also mit 


plz, yz) = a 


plx + 6,2, y F òy, z + 92) = Const. = a + da 
sein. Ähnliches gilt für p =b und wir haben also: 
{p (xz)ð z + g'(y)ðy + g(2)ðz = òa, 
lyla x + vy)öy + y (2)ð, z = ô, b. 
Da endlich U,f alle Punkte p von kọ in die Punkte einer anderen be- 
nachbarten Charakteristik k, überführt vermöge der Fortschreitung 
ðs mit den Projectionen d,x, ôy, Ô z, so ist analog: 
| y(a)d,2 + ply)dy + p (2)ðz = da, 
Iv(a)da + w (y)dy + Wle)dz = db. 
ôa, ôb und d,a, ôb müssen unveränderlich längs der ganzen Curve 
k, sein. Da nach dem ÖObigen die Determinante 


auch 


(10) 


(11) 


Oox Ooy Ôo? 


6,2 ðy 6,2 |=E0 
| òx öy de | 
ist, so folgt aus (9), (10) und (11), dass auch die Determinante 
dia 6,5 
_|#0 
ga ða ðb 


ist. 


Wir wollen annehmen, Af == 0 gestatte auch die infinitesimale 
Transformation Uf. Diese erteilt dann den Punkten p von k solche 
Fortschreitungen ðs mit den Projectionen dx, öy, z, dass kọ in 
eine andere benachbarte Charakteristik k 


p =a 4+ ĝa, p =b + ðb 
übergeht. Wie gesagt, ðs lässt sich zerlegen in 
(8) Òs = vô S F u ds + WO 


und es ist also: 
Ka = våt + ud L + uT, 
(13) 18y = voy F by + u02, 
ö2 = vô + u ðZ + t032. 
Es kommt also 
ôg = g'(x) (vð + u£ + udr) + 
+ou) wdy + uy + uzðay) + 
+ (2) (vd,2 + uz + 1402) = da, 
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d. h. nach (9), (10) und (11): 

u0 a + ud,a = da. 
ôy = ðb giebt analog: 

u,b + uzb = Òb. 
Wegen (12) sind diese beiden Gleichungen nach u, und t, auflösbar 
und es ergiebt sich, da da, ôa, ö,a und ôb, ô b, ö,b längs der ganzen 
Charakteristik kọ unveränderlich sind, dass auch u, und «, längs kọ 
constant sind. 

Die Fortschreitung ôs führt also dann und nur dann jede Cha- 
rakteristik A, in eine benachbarte über, wenn «, und u, längs A, 
unveränderlich, d. h. entweder überhaupt unveränderlich oder aber 
Functionen von 9, y allein sind. 

Ist nun 


so ist auch 
òx = ði, ôy = nst, z= țst. 
Ferner ist 
Òr =at, Ôx = 0t, ðr = Et 

u. s. w. Daher kommt nach (13): 

E = va tus + tibs 

y = vp F uM F 4%, 

E= vy + ub + webe i 8 
Also ergiebt sich, wenn diese drei Gleichungen resp. mit 5 A = 
multipliciert und danach addiert werden: 

Uf =vAf + 4 Uf + Uf, 
WO W, 4, Functionen der Lösungen p, y von Af = Q sind. 
Dies ist aber nichts anderes als unser Theorem 31 für den Fall 

n = 3, ọ = 2, 


Wir wollen noch kurz die andere Möglichkeit besprechen, dass 


Theorems 314 f = 0 zwei infinitesimale Transformationen U, f, U f gestattet, deren 


für n=% 


o=l. 
g 


Fortschreitungsstrecken ðs, d,s mit der Fortschreitungsstrecke d,s 
längs k, eine Ebene bestimmen. In diesem Falle ist ôs zerlegbar in 
zwei Componenten längs ðs und ô s, also etwa: 
(14) ôs = vò S + uðs 
oder: 

Ò £ =vd,r H ud r 
u. s. w. oder. auch: 


& =va+ E 
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u. s. w., d. h. endlich: 
U,f=vAf+ Ur. 
Ferner ist nach (9), (10) und (11) wegen (14): 
ôa = ua, Gb=uö,b, 

d. h. « ist constant längs Ä,, also eine Lösung von Af = Q0 oder 
überhaupt eine Constante. Damit wäre unser Theorem 31 auch für 
n = 3, ọ = 1 bewiesen. 

Die hier entwickelten mehr geometrischen Beweise lassen sich ohne 
Schwierigkeit auf den Fall eines beliebigen n übertragen. Wir haben sie 
ausführlich entwickelt, um ihre Übertragung auf den allgemeinen Fall 


eines n-dimensionalen Raumes dem Leser zu erleichtern und die Schlüsse 
in wünschenswerter Strenge zu ziehen. 


Wir wenden uns jetzt wieder den analytischen Entwickelungen Y™kehrung 
zu und zwar für beliebiges n. Es ist sehr leicht, die Umkehrung des"heorems 31. 
Theorems 31 des vorigen Paragraphen zu beweisen. Wir behaupten 
nämlich, dass, wenn Af = 0 die infinitesimalen Transformationen U, f, 


Uf- U,f gestattet, alsdann auch die infinitesimale Transformation: 
Hanf tadfr. T eU m Ay 
die Gleichung Af = 0 invariant lässt, sobald 2, ig ++", irgend 


welche Functionen der Lösungen von Af = Q sind, während v eine 
ganz beliebige Function der Veränderlichen x, ---x,„ bezeichnen darf. 
Nach Theorem 29 des § 2 ist ja: 


(o ze VDE 
und also kommt: 


(UA) = (ih, + ul, 4° + Wh) AF — 


— Au- Uf— :::— Au, Uf — Av. Af. 
Da aber t4, +++, Functionen der Lösungen, also selbst Lösungen 
oder Constanten sein sollen, so ist Au, = 0,- - Aw==0, und es 


bleibt: 
(UA) = (uå, F taks ++ Wil, — Av): A= 1. AF, 
d. h. nach Theorem 29 gestattet Af = O die infinitesimale Transfor- 
mation Uf. 
Satz 7: Gestattet die lineare partielle Differentialgleichung Af = 0 
die infinitesimalen Transformationen U,f--: Uf, so gestattet sie auch 
jede infinitesimale Transformation von der Form: 


Vaulbf+:- + wUFTt vAf, 


sobald nur u,» u, Lösungen von Af = 0 oder auch Constanten sind, 
während v eine beliebig gewählte Function der Veränderlichen bedeutet. 
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Nach den Entwickelungen des vorigen und dieses Paragraphen 
werden wir aus der Kenntnis einiger infinitesimaler Transformationen 
U,f der Differentialgleichung Af = 0 und einiger Lösungen w; der- 
selben folgenden Nutzen ziehen können: 

Erstens: Jedes (U;U,) ist wieder eine infinitesimale Transformation 
von Af=0. (Theorem 30.) 

Zweitens: Jedes U;o; ist eine Lösung von Af = 0. (Satz 3 
des § 2.) 

Drittens: Jede Relation zwischen den U;f und Af giebt, in 
passender Weise aufgelöst, als Coeffieienten Lösungen von Af=0. 
(Theorem 31.) 

Indem man in dieser Weise möglichst viele infinitesimale Trans- 
formationen und Lösungen von Af=0 zu bestimmen sucht, findet 
man schliesslich — da diese Processe ein Ende haben müssen — 
eine gewisse Anzahl von Lösungen @,, ©,- @, der Gleichung Af=0 
und eine gewisse Anzahl von infinitesimalen Transformationen U,f, 
U,f--- U,f der Gleichung von der Eigenschaft, dass jedes Ujo; eine 
Function von œ,- œ, allein ist, ferner jede Klammeroperation (U,U,) 
nur eine infinitesimale Transformation liefert, die nichts wesentlich 
neues giebt, d. h. eine infinitesimale Transformation von der Form: 

(UU) = u (0, * -+ 0) Uf -H two o og) Uf H AF, 
und drittens die Relationen, welche die Uf durch Af und solche Uf 
ausdrücken, zwischen denen keine lineare Relation mit Af besteht, 
als Coefficienten der letzteren Uf nur Functionen von œ-œ; be- 
sitzen. 

Sind U,f- -+ U,f diejenigen der Uf, welche mit Af keine lineare 
Relation erfüllen, so können wir die übrigen gefundenen Uf ganz 
bei Seite lassen, denn aus U,f--- U,f setzt sich nach Satz 7 ein be- 
kanntes Uf, welches Af= 0 gestattet, in viel allgemeinerer Weise 
zusammen in der Form: 

Q (o )Uf+ + la e o) Uf H ven an) Af: 
Wir werden also nur die infinitesimalen Transformationen U,f--- Uf 
und die Lösungen w, - -- @, berücksichtigen. 

Satz 8: Kennt man einige infinitesimale Transformationen und einige 
Lösungen der linearen partiellen Differentialgleichung Af = 0, so kann 
man immer durch ausführbare Operationen erreichen, dass man eine 
Anzahl infinitesimaler Transformationen 


Of Uef 
und eine Anzahl von einander unabhängiger Lösungen ©, -© der Glei- 
chung Af =Q kennt von der Art, dass erstens zwischen U,f-:- Uef 
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und Af keine lineare Relation besteht, zweitens jedes U;o; eine Function 
von @, +: @, allein und drittens jeder Klammerausdruck (U;U;) von der 
Form ist: 


u: 0) Uf H + uolo ao) Uaf + va Un) AF. 
Wir brechen hiermit die Untersuchung des Integrationsproblens 
einer Gleichung Af = 0, welche bekannte infinitesimale Transforma- 


tionen gestattet, ab, um diese Betrachtung an einer späteren Stelle 
zu verwerten. 


§ 5. Die Multiplicatoren einer Gleichung Af = Q. 


Wir wollen jetzt noch auf den Zusammenhang eingehen, welcher 
zwischen den infinitesimalen Transformationen einer Gleichung Af = 0 
und den Jacobi’schen Multiplicatoren derselben besteht. Dabei be- 
merken wir vorweg, dass die Entwiekelungen dieses Paragraphen in 
der Folge nicht benutzt werden, also eine blosse Einschaltung bilden. 


Vorgelegt sei =» die eJ partielle Differentialgleichung: 


Af- =m Hai +: a 


[2 Ta 
in n Veränderlichen £4, Xo- *+&n. Es seien 
hip 0go Ma 
n — 1 von einander unabhängige Lösungen derselben, durch welche, 
wie wir wissen (vgl. § 1), die Gleichung Af=0 vollständig be- 
stimmt wird. 


Multiplicator M des simultanen „Systems u 
dx, da, dx, ir 
“u En Xo moke J 


oder der äquivalenten linearen partiellen A 
Af = t + +07 0 


heisst jede Function M von 2,49: Zn, für die M Af die Functional- 
determinante der beliebigen Function f und irgend welcher n — 1 von 
einander unabhängiger Lösungen o, --- @-ı der Gleichung Af = 0 
hinsichtlich &,, 23 - - - £n ist. 
Wir wollen die gebräuchliche abkürzende Bezeichnung 

ıf ©, Ott On 

N Dan ED 
für diese Functionaldeterminante 
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| af of af 
02, 0X, 2. Or, 
co, 00, do, 
CEN GEE UEA 
| co. do,_ı 90,1 
BEA 0x, 0x, 
benutzen. Alsdann lautet die Definitionsgleichung des Multipliecators: 


rf O p'e A 


MAf= 
u = pa a 


Hierin bedeuten, wie bemerkt, œ, --- @n—ı irgend ein System Lö- 
sungen der Gleichung Af = 0. Benutzen wir an Stelle derselben ein 
anderes, etwa ©, @,'-- @,—ı, so erhalten wir einen im allgemeinen 
anderen Multiplicator M, für den 


=. f ©, Oz: Onm 
16 MA =( 
u) f Bi, Bl ) 
ist. Dass nun das Verhältnis n eine Lösung von Af = 0 oder nur 


M 
eine Constante ist, lässt sich leicht zeigen: 
Da in der Definitionsgleichung (15) des Multiplicators M die 


R f ; TO 0 5 : : öf 
Function f arbiträr sein soll, so müssen die Coefficienten von er 


n 


rechts und links übereinstimmen, Links ist dies der Coefficient Maz, 
rechts eine Unterdeterminante Danach ergiebt sich, dass 


Mea, Ma,- Ma, 
die (n — 1)-reihigen Determinanten der Matrix 


do, do, ðo, | 
or, 0x, GEJ 
| do, , do, | do, 
| 0x, oz, Oxs, | 
sind. Es ist also: 
ar re 
(11) Ne ia EN a 0 
=: [2 ee a 
BE Rn. ee 


Analog ergeben sich solche Ausdrücke aus (16) für M. Demnach ist, 
wenn wir die letzten Ausdrücke benutzen: 
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(* gr, 
as nn), 
1 n—i 

Sch e aea h 
indem wir voraussetzen, dass @, ++- @,—ı etwa hinsichtlich z, +++ &.—ı 
von einander unabhängig sind, was dann auch für ©; --@,_. gilt. 
© tt On Sind gewisse von einander unabhängige Functionen der 
Lösungen ©, --- @._ı, und nach einem bekannten Satze über die 


Funetionaldeterminante ist also: 


Oj Oz... @n-1\ 7a De Oni) {9r Oz- - Onn 
N E ooon \Oj Og oo Oni? N a et 
sodass sich (18) reduciert auf 
M _/8, O.. On) 
7 3 


\o, De... On—i 

Die rechte Seite hierin ist aber, da ©, ... @,—ı Functionen von @, ... @n—ı 
sind, ebenfalls eine Function von œ... @,—ı, d. h. eine Lösung von 
Af == 0 oder eine Constante. Indem man @, ... @,—ı in zweckmässiger 
Weise als Functionen von @, ...@,—ı wählt, kann man offenbar erreichen, 


dass A jede beliebige Lösung von Af = 0 darstellt. 


Der Multiplicator steht nun — und deshalb kommen wir auf ihn Zusammen- 


zu sprechen — in sehr enger Beziehung zu den infinitesimalen Trans-schon At 

formationen Uf, welche Af = gestattet. von Af=0 
Es mögen U,f, U,f -.. Un—ıf n — 1 infinitesimale Transforma- 

tionen der Gleichung Af = 0 sein, und zwar soll zwischen ihnen und 


Af keine lineare Relation bestehen. Es sei allgemein: 


U= tn E + bagh to t bn gE 
G =1,2..-n— 1) 
Wir beweisen in einer späteren Note (vgl. Satz 10 dieses Paragraphen), 
dass es stets n — 1 derartige infinitesimale Transformationen der Glei- 
chung Af = 0 giebt. Hier wollen wir diesen übrigens sehr einfachen 
Beweis der bessern Übersicht halber übergehen. 
Wir behaupten nun, dass der reciproke Wert der Determinante 


CA &g a Qr | 
éi a Erek, Er 
Éni = ee Eon 

| si ehe Bein 


ein Multiplicator der Gleichung Af=0 ist. 
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Zunächst ist diese Determinante nach den getroffenen Voraus- 
setzungen sicher nicht identisch Null. Wir multipliecieren sie mit der 


Determinante 

| do, do, do, 
x, 0x, er 
do, dw, do, 

IE ee 

| A boni 

| ðs a Oe 

| 0 0 A 1 


und erhalten nach der bekannten Productregel offenbar 
| Ao, Ao ... An Qn | 
o Uw Ui aoa hen Ein T 
‚ U0, Uo e Uom Eon 


Un—10, Un—103 008 een en | 
Da aber ©, .. . ©n— Lösungen sind, so ist Aw, = 0, ... A ı =. 
Die erste Horizontalreihe enthält also lauter Nullen bis auf das letzte 
Glied œ„ und es kommt: 
| Uo U ... TE 1 | 
U, 0, Un or allen |: 
| 


nr) 


| 
U, ©; Ue 03 ... U n—1®a—i 


Weil Af = 0 die infinitesimalen Transformationen U, f... Un-ıf ge- 
stattet, so ist nach Satz 3 des § 2 die vorstehende Determinante eine 
Function & der Lösungen ©; ... @,„-ı, sodass sich ergeben hat: 


IK 7 z | do, do, do, | 
1 3 ... n = >00 A 
| | 0%, 02, ac, 
E T T, 00, dm, on | 
>11 sy 005 ur 
x, GEN 0x 


= Un Q (0 e Ori) 


Esı Eos KH Een 


G ni ô et 4 l 
; - > oei mrm oa 
ze ee P 0 | 


Die zweite Determinante hierin ist die Functionaldeterminante von 
O; -- . On—ı Nach Z) .. . La—ı und darf, wie wir schon einmal bemerkten, 
verschieden von Null vorausgesetzt werden (sodass auch æ == 0 ist). 
Demnach haben wir: 
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1/9 Og.. e Orm) Q (o, Ti @,_ı) 


a Eia a o ET, | a Go e Ca 


| 5,1 Eni, 2 Se, 


Die linke Seite aber ist nach (17) ein Multiplicator von Af = 0, die 
rechte Seite also auch. Da nun ein Multiplicator mit einer Lösung, 
wie 2(@,---@,—ı), multipliciert wieder einen Multiplicator giebt, so 
ist in der That bewiesen: 

Theorem 32: Gestattet die lineare partielle Differential- 
gleichung: 


Af= m ge tagt tage L0 


n — 1 infinitesimale Transformationen: 


as of If 3 
Ui = Ei dx, = Jz, ar i ai, rE 
U =1,2..-n—1) 
welche zusammen mit Af keine lincare Relation 


ea a malt 
erfüllen, in der die u Functionen von z, ---& oder Constanten 
sind, so ist 

a Walls o e o 


1 : Em Er ... Es 
a IR 900 ls 
ein Multiplicator der Gleichung Af = 0. 
Dieses Theorem ist die directe Verallgemeinerung des Theorems 8 


(§ 1 des 6. Kap.) für beliebig viele Veränderliche, denn unser Jacobi’scher 
Multiplicator reduciert sich für n = 2 auf den Euler’schen Multiplicator. 


Unser Theorem giebt auch eine schöne anschauliche Deutung des aeo- 


wetrischw 


Multiplicators, ähnlich der für n = 2 in $ 1 des 9. Kapitels gegebenen.peutung des 
Wir wollen dies für n = 3 zeigen, und wir bemerken dabei, dass sich er 
diese Deutung auch auf beliebiges n unter Benutzung des Begriffes 

eines n-dimensionalen Raumes ausdehnen lässt. 


Es seien also x, y, z Ex drei Veränderlichen und 
TEP yyz o 


eine lineare partielle M o oy welche die beiden infini- 
tesimalen Transformationen 
Lie, Differentialgleichungen. 22 
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q ð 
et 
U itme 


gestattet, von denen vorausgesetzt wird, dass sie mit Af keine lineare 
Relation eingehen, sodass also die Determinante 


RX zZ 
n a Gal- E0 
S n E 


ist. Nach unserem Theorem ist der reciproke Wert dieser Deter- 
minante ein Multiplicator von Af = 0. Sie hat nun auch eine geo- 
metrische Bedeutung: U,f und U,f nämlich erteilen dem Punkte 
2,(&, Y, 2) infinitesimale Fortschreitungsstrecken d,s, ðs mit den 
Projeetionen 

ôt, nôt, é 0t, 

bòt, mõt, bòt 


auf die Axen. Auch Af, als infinitesimale Transformation aufgefasst, 
erteilt dem Punkte p, eine Fortschreitungsstrecke ôs mit den Pro- 
jectionen 
Xôt, Yoöt, Zòt. 

Diese drei Fortschreitungen ô s, Ô s, Ôps bilden nach $ 4 eine räum- 
liche Ecke und bestimmen daher ein Parallelepiped, dessen Inhalt 
nach einem Satze der analytischen Geometrie eben jene obige Deter- 
minante ist, allerdings noch multipliciert mit ðt?. Der Multiplicator 
ist demnach, bis auf ðt’, gleich dem reeiproken Werte des Inhaltes 
jenes Parallelepipeds. 

Diese geometrische Deutung wollen wir nun gänzlich von der 
Annahme infinitesimaler Transformationen befreien. Zunächst denken 
wir uns die Charakteristik kọ des Punktes p) gezogen. ðs führt p, 
in einen benachbarten Punkt p,, ô s in einen benachbarten p, über. 
Auch die durch p, und p, gehenden Charakteristiken k, und k, denken 
wir uns gezogen. Die vierte Ecke des von p, Po, P, bestimmten 
Parallelogramms sei p, und die hindurchgehende Charakterisik k. Da 
ô s Tangente an kọ ist, so ist unser Parallelepiped zwischen jene vier 
Charakteristiken ko, ki, ko, k, eingelagert (Fig. 30). Wenn wir über- 
haupt alle Charakteristiken ziehen, welche von den Seiten des Pa- 
rallelogramms 9,P,P,P, ausgehen, so erhalten wir eine unendlich dünne 
von Charakteristiken erzeugte Röhrenfläche. Wir bemerken nun, dass 
wir statt dieser Röhrenfläche, deren Querschnitt ein Parallelogramm 
ist, jede andere von Charakteristiken erzeugte unendlich dünne Röhren- 
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fläche benutzen können, um einen Multiplicator auf geometrischem 
Wege zu erhalten. Zu diesem Zweck nehmen wir in der Ebene des 
Parallogramms po Pı P Pı eine beliebige unendlich kleine durch p, 
gehende geschlossene Curve c an und ziehen alle Charakteristiken, 
welche durch die Punkte von c hindurchgehen. Sie bestimmen eine 
Röhrenfläche, deren Querschnitt in der Ebene p,p, Ps p die Fläche 
der Curve c ist. Nehmen wir auf kọ an Stelle von p, einen anderen 
Punkt P, an, so haben wir daselbst auch den Punkten p,, Pz, pP, ana- 


Fig 80 


loge Punkte Ð, Pa, Pz, indem p, von U,f nach p, geführt wird u.s. w., 
und es liegt p, auf ki, Pa auf k,, p, auf k,. Die Ebene des Parallelo- 
gramms Po Pı Ps Po schneidet die neue Röhrenfläche in einer Curve € 
(Fig. 31). Es ist aus der anatytischen Geometrie bekannt oder kann 
auch aus den Entwickelungen des § 4 entnommen werden, dass sich 
der Inhalt des Parallelogramms p, P, Ps Pe zu dem der Curve € bis auf 
unendlich kleine Grössen genau so verhält wie der des Parallelogramms 
Po Pı Ps Pa zum Inhalt der Curve c. 

Wenn man also nicht das Parallelogramm p) p, Ps Pe, sondern eine 
beliebige unendlich kleine Fläche c in der Ebene desselben, oder, was 
an der Sache nichts ändert, überhaupt irgend eine beliebig kleine 
Fläche ce an der Stelle p, zur Grundfläche des Raumelementes wählt, 
so steht das neue Raumelement zum ursprünglichen Parallelepiped 
(mit derselben Kante ö,s) hinsichtlich seines Inhaltes in einem Ver- 
hältnis, das längs der ganzen Charakteristik constant, demnach eine 
Function der Lösungen von Af=Ö ist. Der reciproke Wert des 
Inhaltes des neuen Raumelementes ist folglich gleich dem früheren 
Multiplicator, multipliciert mit einer Function der Lösungen von Af =Q. 
Bekanntlich ist aber jeder Multiplicator, multiplieiert mit einer Funetion 
der Lösungen von Af==0, wieder ein Multiplicator der Gleichung, 

22 
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und so erhält man andererseits aus einem Multiplicator alle Multipli- 
catoren von Af=0. Also hat sich ergeben: 
Satz 9: Zerlegt man den Raum (x, y, z) vermöge der o° Charak- 
leristiken der Gleichung 
lo öf zf 
Af=X=-+Y fy A a T 


0x 


in irgend welcher Weise in unendlich viele unendlich dünne von Charak- 
teristiken umschlossene Röhrenflächen und schneidet man an der Stelle 
(x, y, 2) aus der betreffenden Röhrenfläche ein Raumelement 
von der auf den Charakteristiken gemessenen Länge 
Ver Sor, 

“ deren Projectionen auf die Axen gleich Xöt, Yöt, Zòt 
: sind, heraus, so ist der reciproke Wert des Inhaltes dieses 
Kaumelementes bis auf die unendlich kleine Grösse dt? ein 
Multiplicator der Gleichung Af = 0, und umgekehrt findet 
man auf diese Weise jeden Multiplicator der Gleichung 
Af = 0. (Fig. 32.) 


Fig 32 


1. Beispiel: Wir eutnehmen ein Beispiel hierzu der Kinematik. 
Angenommen, der Raum sei von einer incompressibelen Flüssigkeit er- 
füllt und es seien: 


T E 


X 


die Differentialgleichungen für die Bewegung des Flüssigkeitstheilchens 
(z, y, 2) in der Zeit t. Wir wollen voraussetzen, die Strömung sei 
stationär, d. h. die Geschwindigkeitscomponenten X, Y, Z seien nur 
Functionen des Ortes, frei also von der Zeit ł& Dann bilden die 
Gleichungen 


für sich ein simultanes System mit der zugehörigen linearen partiellen 
Differentialgleichung 


ô abia ya 
ar=x ryty zio. 


Um einen Multiplicator derselben zu finden, betrachten wir irgend 
einen unendlich kleinen an der Stelle (x, y, z) befindlichen Quer- 
schnitt ¢ der Flüssigkeit. Durch denselben gehen Strömungslinien 
(Charakteristiken der Gleichung Af == 0) hindurch, die einen Flüssig- 
keitsfaden bilden. Da die Flüssigkeit incompressibel sein soll, so 
muss die Flüssigkeitsmenge, die in der Zeit di durch e hindurchgeht, 
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längs dieses Fadens constant sein. Sie ist aber gleich dem Inhalt 
des Querschnittes, multiplieiert mit der Geschwindigkeit und der Zeit 
dt, also multipliciert mit: 


aya ++ -uvr F rEZ, 

und daher der Rauminhalt eines nach Satz 9 zu construierenden Rauni- 
elementes mit dem Querschnitt c. Mithin besitzt nach unserem Satze 
die Gleichung Af == 0 nur solche Multiplieatoren, welche längs jeder 
Charakteristik constant sind, insbesondere also den Multiplicator 1. 
Wenn sie umgekehrt den Multiplicator 1 hat, so ist jeder andere 
Multiplicator, da er aus diesem durch Multiplication mit einer Lösung 
von Af = 0 hervorgeht, längs jeder Charakteristik constant und die 
Bewegung die gewünschte. Damit also unsere Gleichungen eine sta- 
tionäre Strömung einer incompressibelen Flüssigkeit darstellen, ist 
notwendig und hinreichend, dass sie den Multiplicator 1 besitzen. 
Weil die Multiplicatoren auch definiert werden können als die Lö- 
sungen M der partiellen Differentialgleichung 


OMX , 0My_, oMz 
0% T ôy 02 
so ergiebt sich schliesslich als notwendige und hinreichende Bedingung: 


U. 02 __ 
try O =l, 


die in der Kinematik in anderer Weise abgeleitet wird. 
2. Beispiel: Die Ne 


4zsXi+r% ni —0 


definiere die œo? Curven, welche eine M von oo! Ebenen senkrecht 
durchschneiden. Es ist sehr leicht, einen Jacobi’schen Multiplicator 
dieser Gleichung anzugeben. Wählt man nämlich den in unseren 
obigen allgemeinen Entwickelungen mit c bezeichneten Querschnitt 
irgend wie auf einer jener oo! Ebenen Æ, so ist der entsprechende 
Querschnitt c auf der unendlich benachbarten Ebene Æ’ der Ebenen- 
schar bis auf unendlich kleine Grössen von vierter Ordnung gleich c, 
da c selbst von zweiter Ordnung und der Cosinus des Neigungswinkels 
der beiden Ebenen E und E’ von 1 nur um eine unendlich kleine 
Grösse zweiter Ordnung unterschieden ist. Daraus folgt, dass der 
Querschnitt constant ist längs der ganzen Röhrenfläche. Mithin ist 


nach Satz 9 die Grösse 1:YX?+ Y? + Z? selbst ein Multiplicator 
der vorgelegten Gleichung. 
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3. Beispiel: Man kann sich fragen, unter welcher Bedingung die 
Charakteristiken der ur: 


er Xi + ri+zi-o 


so beschaffen sind, dass eine von Chanel iin erzeugte unendlich 
dünne Röhrenfläche überall einen Querschnitt von derselben Grösse 
hat, der Querschnitt dabei senkrecht zu den Charakteristiken gedacht. 
Nach Satz 9 hat die Gleichung Af=0 in einem solchen Falle den 
Multiplieator 1: VX+ ye Z?. Wenn sie umgekehrt diesen Mul- 
tiplicator hat, so sind die Röhrenflächen überall gleich stark. Not- 
wendige und hinreichende Bedingung ist demnach, dass 
TOTEE 
Multiplicator sei, d. h. dass 
EA nd re. 
O£ YX: Y Z’ oyyX + PLZ! ey YFZ’ 
sei. Beispiel 2 ist ein Specialfall hiervon. 


Der Zusammenhang zwischen den Multiplicatoren und infinitesimalen 
Transformationen der Gleichung Af= 0 gestattet, in einfacher Weise 
einen wichtigen Satz aus der Multiplicatortheorie abzuleiten. Wir schicken 
zunächst folgenden Satz voraus: 

Satz 10: Eine lineare partielle Differentialgleichung Af = O in n Ver- 
änderlichen gestattet sicher n — 1 infinitesimale Transformationen U f- Un-ıf, 
welche zusammen mit Af keine lineare Relation 


vAf + u Uf +: Html =E 0 
erfüllen. 


Zum Beweis dieses schon früher erwähnten und benutzten Satzes seien 
O't On ein System von n — 1 von einander unabhängigen Lösungen 
der Gleichung Af=0. Sind sie etwa hinsichtlich &, --'&„—ı von ein- 
ander unabhängig, so können wir sie als neue Veränderliche zusammen 
mit x, benutzen: 


(19) Si aA T En—1 == On—1; In = In 
Die Gleichung Af = 0 geht dadurch Er in 
a= 2 4 = 0, 


Nur für diese braucht der Satz 10 bewiesen zu werden, denn die Trans- 
formation (19) führt jede infinitesimale Transformation Uf, welche Af = 0 
invariant lässt, in eine solche Uf über, die Af = 0O invariant lässt. Nun 
gestattet offenbar Af = O die infinitesimalen Transformationen 


Ö 
unr=;ć, ... De 


und zwischen diesen und Af besteht in der That keine lineare Relation. 
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Es liege nunmehr eine lineare partielle Differentialgleichung 
Em SE í 
A= ee rr 
vor. Wie wir uach Satz 10 wissen, gestattet sie gewisse n — 1 infini- 
tesimale Transformationen: 


yian +: nu 


ee .n—1), 
welche mit Af keine lineare Relation erfüllen. 
Wenn wir nun an Stelle von x, - - - £n irgend welche neue Veränderliche 


(20) aha) trt mhk) 

benutzen, so geht Af=0 in eine lineare partielle Differentialgleichung 
Uf = 0, geschrieben in £, "tn, über. Die infinitesimalen Transforma- 
tionen U,f--- Un—ıf gehen gleichzeitig in gewisse in g -+ Eu geschriebene 
infinitesimale Transformationen U,f---U,-ıf über, welche Yf=0 in- 
variant lassen und mit Uf m lineare Relation erfüllen. Sei: 


A um ae hänge, 


Uf = fn gt E tat iage 


Es ist bekanntlich 


Ee öf ôf 
U= Ar, dr = dr,’ 
also: 
Otr 
“Azur le r 
und analog 
&r e= nS g +. Ha , 
also identisch: 
& Qa Qn 
Ši Be * Sın = 
s.. s.. . | 
Én—ipi Ẹ- 12 Se—i,n 
a AE 
L 2 n | owr oti CEA 
E | or, ÖL Or, | 
= Eu au 1n 0%, 0x, Ex, | 
GETA Otn ch 
> £ Di of — =: 
| En—L1 Sn—1,2 sa— ln ex, FEN 0x, | 
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vermöge der Gleichungen (20). Nach Theorem 32 ist die linksstehende 
Determinante der reciproke Wert eines Multiplicators M von Af = 0 und 
die erste rechtsstehende der reciproke Wert eines solchen M von Af = 0, 
während die letzte Determinante die Functionaldeterminante von g *' En 
hinsichtlich &, «x, ist. Daher kommt: 


M 
21 ee e 
( ) ee) 
Tint Na 


Der allgemeinste Multiplicator von Af = O ist gleich M, multipliciert mit 
irgend einer Lösung von Af = 0. Da vermöge (20) jede Lösung von 
Af= 0 in eine solche von Af = O übergeht, so gilt die Formel (21) 
für irgend einen Multiplicator M von Af = 0, und so ist der Jacobi'sche 
Satz auf einem nouen Wege bewiesen: 
Multiplica- Satz ll: Ist M ein Multiplicator der linearen partiellen Differential- 
Einführung Jleichung Af=0 in den Veränderlichen xı, t*a, und führt man in 
neuer Vor. A f == O vermöge einer Transformation an Stelle von Lı*'- En neue Yer- 
änderliche X, -En ein, so besitet die hervorgehende Differentialgleichung 
Af = 0 den Multiplicator: 
M 
[Err a En N 


NT T Ta 


wenn dieser Ausdruck in % "En geschrieben wird. 


Eine schöne Anwendung lässt sich von diesem Satze, der übrigens 
vermöge der geometrischen Deutung des Multiplicators nahezu selbstver- 
ständlich erscheint, dann machen, wenn man annimmt, eine vorgelegte 


Differentialgleichung in z; °- - &n 
ef of 
u EL A ie tun. mO 


besitze einen bekannten Multiplicator M und gestatte eine bekannte infini- 
tesimale Transformation 


aii — b s- t4. -+ Š, J ’ 
sodass nach Theorem 29 des $ 2 
(22) (UA)=ır-Af 


ist, 
Die infinitesimale Transformation Uf oder: 


(23) u =t SF 8, ôt, se Wa = En + Endt 


führt die Gleichung Af = O in eine Gleichung Af == O über, die wir zu- 
nächst berechnen müssen. Es ist 


Wand tt Ange 


Nun aber ist 
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Arı = AT + A&di = Ok + Agròt. 


Hier sind rechts die neuen Veränderlichen g einzuführen. (23) giebt, nach 


Zy *** En aufgelöst: 
a =n — hdt, e En = in — Endt, 
wobei in &, <» - &, überall £ statt x geschrieben gedacht wird. Demnach wird 
(x) = as(t) zE tU ak, 
also: 


Atr = a(t) + (Aës — Uar) ôt. 
Hierbei wird rechts überall æ durch x ersetzt gedacht. Mithin ist 


n 


Af=: Da + (Au)dt, 
1 
oder nach (22): 


A= [1 HdA f]. 
Der Index x soll natürlich andeuten, dass überall das Zeichen x durch x 
ersetzt werden soll. Die neue Differentialgleichung lautet folglich 


(1 +31) Af=0, 


wenn jetzt die neuen Veränderlichen £, '** £n wieder mit x, °*-&n be- 
zeichnet werden. Ferner geht M über in 
M — UMöt 


und die Functionaldeterminante der £ hinsichtlich der x lautet bis auf 
unendlich kleine Grössen höherer Ordnung 


oE a 
+ (rer re) on 
Nach Satz 11 besitzt mithin die A 
(1 +i Af=0 


M — UM ôt 


T e 


d. h. die Gleichung Af = O selbst den Multiplicator 
— UMöt 
3b, 
fı #0 = en [1p ae 
Hierin sind natürlich nur die Glieder nullter und erster Ordnung in ôt 


von Belang. Wir können daher diesen Multiplicator von Af = O auch 
so schreiben: 


M— (on aey +3 tm} ai 


Andererseits besitzt Af= O schon den Multiplicator M selbst und 


den Multiplicator 
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wir wissen, dass der Quotient zweier Multiplieatoren eine Lösung oder 
eine Constante ist. (Vgl. Seite 334, 335.) Daher ist 


1 (rd + ++; 


oder also auch 


eine Lösung von Af == 0 oder a eine Constante. 
Satz 12:*) Ist M ein t r und 


De + ar 


eine infinitesimale HEN, He linearen let, Differentialgleichung 
Af=0, sodass 

(UA) =A Af 
ist, so ist 


U (g m) + E+. PE F m 


eine Lösung der Gleichung Af = 0 oder aber eine Constante. 


Die Kenntnis eines Multiplicators und einer infinitesimalen Transfor- 
mation der Gleichung A f = O führt also unter Umständen zu einer Lösung 
dieser Gleichung. Dass dem so sein muss, ergiebt sich kürzer aus der 
geometrischen Interpretation. Beschränken wir uns auf den Fall »= 3, 
so ist nach Satz 9 der Multiplicator M der reciproke Wert des Inhaltes 
eines gewissen zwischen Charakteristiken liegenden Raumelementes, bis 
auf eine Grösse ð. Die bekannte infinitesimale Transformation Uf von 
Af= 0 führt diese Charakteristiken wieder in Charakteristiken, das Raum- 
element also wieder in ein solches über und führt somit zu einem eventuell 
neuen Multiplicator von Af = 0. Der Quotient beider Multiplicatoren aber 
giebt eine Lösung oder eine Constante. Der hier angedeutete geometrische 
Beweis ist oben in analytischer Form ausgeführt. 

Hierbei wollen wir noch hervorheben, dass die Verwertung der geo- 
metrischen Deutung des Multiplicators ohne grosse Mühe auch zu dem 
sogen. Principe des letzten Multiplicators und den übrigen damit zusammen- 
hängenden Multiplicatorsätzen führt. 

Beispiel: Unser Satz 12 soll durch ein einfaches Beispiel illustriert 
werden. Gegeben sei die Differentialgleichung : 

a 
Men + nm; — +. 
Dieselbe besitzt einen leicht zu findenden Multiplicator. Der Multiplieator 
M muss ja die Gleichung erfüllen: 


ae ax DT LM lx? + z) M 
+ - — = 0 
0x, O&s 


*) Lie, Allgemeine Theorie der partiellen Differentialgleichungen erster 
Ordnung. 2. Abhandlung, Math. Annalen, Bd. 11 (1877), Satz 16, S. 508. 
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oder ausgerechnet: 


ô lg M olg mtt a lg M _ 
iun De Ts ee 


— 2. 


Hiernach giebt es einen von x, freien Multiplicator, der die Gleichung 


3 lg M 3 ig M 
ag zu Oa =i 2 
erfüllt, denn dieser Gleichung wird durch 
aM — - 
Ti Ta 

genügt. 

Ferner gestattet Af == O die infinitesimale Rotation um die x,-Axe: 

noe aye 


dx, Tr da,’ 
da (UA) == 0 ist. Daher ist auch nach Satz 12: 


-Og LiT Ô Ig £i 2y 0%, GEA 
a hl a A 
oder also 
A 
Tı To 


ein Integral von Af = 0. Es ist dies eine Function von 2 allein, und 
2 


in der That ist A = 0. 
Ta 


Kapitel 16. 


Gewöhnliche Differentialgleichangen zweiter Ordnung in x, y, 
welche eine eingliedrige Gruppe gestatten. 


Im 6. bis 8. Kapitel haben wir gewöhnliche Differentialgleichungen 
erster Ordnung in x, y betrachtet, welche eine eingliedrige Gruppe in 
den Veränderlichen x, y gestatten. Später, im 13. Kapitel, haben 
wir die betreffenden Theorien in neuer Weise dargestellt, indem wir 
die Punkttransformationen durch Hinzufügung der Transformationen 
des Differentialquotienten y’ erweiterten. 

In entsprechender Weise werden wir im gegenwärtigen Kapitel 
die gewöhnlichen Differentialgleichungen zweiter Ordnung in x, y, welche 
Transformationen in diesen Veränderlichen gestatten, dadurch behan- 
deln, dass wir diese Transformationen zweimal erweitern, d. h. die Trans- 
formationen hinzunehmen, welche y' und der zweite Differentialquotient 
y” erfahren. Dadurch werden die sich darbietenden Probleme auf 
schon erledigte Probleme zurückgeführt. 
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Eine gewöhnliche Differentialgleichung zweiter Ordnung in x, y 
definiert 00° Curven der Ebene (x, y) Es wird sich daher zum bes- 
seren Verständnis empfehlen, zunächst Scharen von oo? Curven der 
Ebene zu betrachten, welche eine Punkttransformation gestatten. 


$ 1. Scharen von 00° Curven der Ebene und Differentialgleichungen 
zweiter Ordnung, welche eine Punkttransformation gestatten. 

Eine Schar von œœ? Curven der Ebene (x, y) wird durch eine 
Gleichung in x, y dargestellt, welche zwei Parameter a, b enthält: 

olz, y, a,b) = 0. 
Natürlich müssen beide Parameter wesentlich sein, d. b. es muss un- 
möglich sein, (x, y, a, b) auf eine Form ©(zx, y, A (a, b)) zu bringen, 
denn sonst würde unsere Gleichung in Wirklichkeit nur einen Para- 
meter 4 enthalten, also nur 00! Curven darstellen. 

Liegt nun überdies eine Punkttransformation 

z = p(z, y) = va y) 
vor, so ist es denkbar, dass diese jede Curve der Schar wieder in eine 
Curve derselben überführt, mit anderen Worten, dass die Schar die 
vorgelegte Transformation gestattet. 

Einige Beispiele werden dies erläutern. 

1. Beispiel: Die Schar der œœ? Geraden der Ebene gestattet eine 
beliebige Rotation der Ebene um den Anfangspunkt. Einmal ist dies 
geometrisch klar, denn die Rotation führt jede Gerade wieder in eine 
Gerade über. Es lässt sich aber auch analytisch nachweisen: Die 
Schar der coo? Geraden wird dargestellt durch 


y — ax — b= 0, 
die vorgelegte Rotation durch: 
£, = z cos « — y sin «a, y = z sin a -} y cos a. 
Stellen wir zwischen x, y die Beziehung 
y — ax — b= 0 


her, so besteht auch zwischen x, und y, eine lineare Gleichung. Es 
kommt ja zunächst wegen y = ax + b: 


z, = x(cosa — a sin «) — b sin «, 
Yı = x (sin æ + a cos «) + b cos a, 
oder also nach Elimination von g: 
x, (sin a + a cos æ«)— y, (cos œ — a sin «) = — b sin a (sin « + a cos «) — 


— b cos (cos æ — a sin «) = — b 
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d. h. vermöge unserer Rotation geht die Gerade 
y — axr —b=0Q 
in die Gerade 
sin æ + a cos « b 0 


Yı ; = = 
CO8 œ —~ a SiN a cos « — a sin g 
über. 


2. Beispiel: Die Schar aller œo? Kreise mit gleichem Radius 1: 
a) A = 
gestattet auch eine beliebige Rotation. Dies ist augenscheinlich, da 
die Rotation jeden Kreis mit dem Radius 1 in einen gleichgrossen 
Kreis überführt. Es lässt sich andererseits auch wie im ersten Bei- 
spiel analytisch verificieren. 
3. Beispiel: Die Schar der œœ? Ellipsen und Hyperbeln 


x? y? 
ara 


deren Axen auf den Coordinatenaxen liegen, gestatten die affine Traus- 
formation: 
AE MEA Yi my 


x’ y” 

Er et: 
in den Kegelschnitt 

x? J 

(m a)? 1 2 


über, der auch der Schar angehört. 


Man kann fragen, wie man analytisch entscheidet, ob eine Schar von we 
tisches Kri- 
00° Curven, die in der Form vorliegt: terium, 


w(x, y, a b) = 0, 
eine Transformation 
2 = g(x, Y), E= CA y) 
gestattet. Man wird zu dem Zwecke wie in unseren Beispielen diese Trans- 
formation auf eine Curve der Schar: 
w(x, y, a, bD) = O, 


für die a, b bestimmte, aber allgemeine Zahlenwerte haben, ausführen, 
also aus der letzten Gleichung x, y vermöge der Transformation eliminieren. 
Dadurch geht eine neue in x,, %, geschriebene Curve hervor, die auch der 
Schar angehören soll, also eine Gleichung von der Form 


(2, 91,4, d,) = 0 


haben muss, wo a,, b, gewisse Zahlenwerte bedeuten. Diese Zahlen «,, bi 
müssen gewisse Functionen von a, b allein sein, etwa: 
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a, = Ala, b), b, B(a, b). 


Unsere Curve (a, b) wird alsdann in die Curve (a,, d,) der Schar über- 
geführt. 

Wir können dies offenbar auch so aussprechen: Die Transformation 
von x, Y, a, b in Zis Yis Qis bi: 


z = plz, y) = y(x, y), a = Ala, b), b= B (a, b) 


muss die Gleichung 
a(x, y, a, b) = 0 


invariant lassen, d. h. sie in 


@ (2% 4» b) = 0 
überführen. Daher: 
Eine Schar von œœ Curven 


w(x, y, a,b) = 0 
gestattet dann und nur dann die Transformation 
z = p(£, y) y = 4s, y), 


wenn es möglich ist, zwei Functionen A(a, b) und B(a, b), die x, y nicht 
enthalten, derart anzugeben, dass die Gleichung 


a(x, Y, a,b) = 0, 


aufgefasst als Gleichung zwischen vier Veränderlichen x, y, a, b, die Trans- 


formation 
xı = plr, y) n = yle y) u = Ala, b), bi = Bla) 
gestattet. 
Beispiel. Betrachten wir das zuerst benutzte Beispiel: Die Schar der 00° Geraden 


o =y —az—b=0 
der Ebene gestattet die Rotation: 
£ = 7 cos « — y sing, yı == 7 sin « + y cos a, 
denn die Transformation von &, y, a, b in £i, Y» au, bi: 
xı = q cos « — y sina, Yy = x sin «a + y cos e, 


__ sina + acosa b b 


cos œ — a sin g’ 1 cos «x — a sin a 


1 


führt die Gleichung y — ax — b = O bis auf einen unwesentlichen Factor 
über in y, — a2, — b = 0. In der That wird: 

sin « + a cos & 
cos a — a Sìn & 


Y, — as — b, = z sin « + y cos « — (x cosa — y sin a) — 
b 
ee pe ENO. ER (y — ax — b). 


cos œ — asin« cos « — a sin & 


Eine Schar von œœ? Curven der Ebene 


o(z, y, a, b) = 0 
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kann auch durch ihre Differentialgleichung definiert werden. Eine 
Differentialgleichung zweiter Ordnung zwischen &, y hat ja oo” Inte- 
graleurven, und umgekehrt lässt sich jede Schar œ (zx, y, a, b) = 0 als 
die Schar der Integralcurven einer solchen Differentialgleichung auf- 
fassen. 


Wenn wir nämlich die drei Gleichungen bilden: Be 
do d'w 
(1) o(z, y,a, b) = 0, aa ~ O da’ =), 


indem wir bei der Differentiation die Grösse y als Funetion von & 
auffassen, und hieraus a und b eliminieren, so geht die Differential- 


gleichung 
dy d’y\ p 
Q(z 2, Ys Tx’ a= 0 
hervor, deren Integralcurven durch die Schar œ = 0 dargestellt werden. 
Wir wollen nun vermöge einer Punkttransformation 
v = pzy), n= plr y) 
neue Veränderliche in die Gleichung der Curvenschar œw == 0O ein- 
führen. Sie gehe dadurch über in 
o, (2, Yı, @, b) = 0. 
Die Differentialgleichung zweiter Ordnung zwischen x, und y: 
day, d 
KA (e, Yis Er ’ a) =0 7 
deren Integraleurven diese Schar giebt, wird erhalten durch Elimination 
von a, b aus den drei Gleichungen 


de, En 


a) ©, (£i; Y, a&b) = 0, FEA =0, =0, 


dæ? 


in denen bei der Differentiation die Grösse y, als Function von z, 
aufzufassen ist. 
Andererseits können wir auch direct in (1) die neuen Veränder- Einführung 


neuer Ver- 
lichen &,,y, einführen. Dadurch geht das Gleichungensystem (1) über in: änderlicher 


eine 
Diffgl. 2. O. 

s do, dg d'o, (dx,\? , do, d’x 
a ) ACTEN i b) = zn TA = 0, da: (=) 7 a E he 


Die‘ Elimination von a und b aus dem Gleichungensysteme (1”) liefert 
dann diejenige Differentialgleichung zweiter Ordnung 


dy, d’y\ © 
F (z, y 5 ’ dz? F A U, 


in welche die Gleichung & = 0 durch die Einführung der neuen Ver- 
änderlichen x,, y, übergeht. Aber offenbar deckt sich das Gleichungen- 
system (1) mit dem Gleichungensystem (1”), und daraus folgt: 


www.rcin.org.pl 


Beispiel. 


352 Kapitel 16, § 1. 


Satz 1: Nimmt eine Differentialgleichung zweiter Ordnung zwischen 
x, y: Q(x, y, Y, yY) = 9 vermöge einer Transformation 


un g(x, Y), y= ve, y) 

in den neuen Veränderlichen x, y, die Form Qi (£i, Yis Y Y) = 0 
an, so führt diese Transformation die Schar der Integraleurven von Q = 0 
in die der Integralcurven von Q, = Q über, 

Hieraus folgt als Zusatz: 

Satz 2: Eine Differentialgleichung Q(x, y, y, y ) = 0, deren Inte- 
graleurven durch die Gleichung œ(x, y, a, b) = dargestellt werden, kann 
bei Einführung neuer Veränderlicher vermöge der Transformation 


DZ g(x, Yy) Y = plz, y) 
dann und nur dann wieder in der Form Q (£i, Yi, Y1 h ) =Q ge- 
schrieben werden, wenn die Schar der Integralcurven © = 0 die Trans- 
formation gestattet. 

Wir werden also auch dann die Redeweise gebrauchen können, 
dass die Differentialgleichung 2 = 0 die Transformation z, = g(x, y), 
Yı = ver, y) gestatte. 

Beispiel: Die Differentialgleichung 

g 0 


y =ax +b, 
d. b. die Geraden der Ebene. Diese Geraden werden bei der Rotation 


hat die Integralcurven: 


zı = X cos « — y sin «v, Yı = x sin œ + y cos « 
unter einander vertauscht, wie wir schon in früheren Beispielen her- 
vorhoben. Es ist hier: 
r_ dy, _ dz: sina + dy: cosa sin œ + y' cos « 


Yı da, de.-coea—dy’-sin« cosa — y sine’ 
also 
sin æ + y cos « 
„ ayı __ cos œ — y’ sin a 
Yı = ds,  dæ-cos« — dy: sin a 
— 1 (cosa — y'sina)-dy'-coae + (sina +y'cosa):dy -sina 
~ (ce —y sing)? i dx-cosa— dy: sina > 
A 1 2, 5 y’ 
I (eose—ysino)! dz-cose—dy-sin« (cosa — y sina)? ` 


Die aus y'= 0 hervorgehende Differentialgleichung unterscheidet sich 
also von y,’ = 0 in der That nur um einen unerheblichen Factor. 


Bei unserer Transformation 


(2) xı = p(z, yY), Yı = dla, y) 
ist: 
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r_n w VOHA ‚ 
Yı dæ, dp vg rar) 


und also: 
wa + ywo) 
„r _ IM _ Patyo) drla, y, y) 
n T da de, dp j 


Rechnet man dies aus, so erhält man, indem man T = y" setzt, 
Yı dargestellt als Function von z, y, y, y”, sagen wir etwa so: 


y = ĝĵ (z, Y, Y, y"). 

Um nun die Differentialgleichung zu erhalten, in welche die vorgelegte 
Q(z, Y, Y, y") =0 

durch Einführung der neuen Veränderlichen x,, y, vermöge (2) über- 


geht, haben wir aus der vorgelegten x, y, y, y” vermöge der vier 
Gleichungen 


(3) z = g(x, Y) Y» =vla Y), Y = 15, YY) y = dx, YY, y”) 

zu eliminieren, mit anderen Worten: Wir haben auf die Gleichung 
Ray y, y) = 0 

in den vier Veränderlichen x, y, y, y” die Transformation (3), welche 

diese vier Veränderliche x, Yy, Y, Y” in Lis Yis Yı, Yı überführt, aus- 


zuüben. Wenn dann die hervorgehende Gleichung zwischen &,, Yi, 4,4 
sich deekt mit 


May 99) 0, 
so gestattet die Differentialgleichung 
Qiz, yy, y) = 0 
die Punkttransformation (2). 


In § 1 des 13. Kapitels haben wir schon die Transformation in 
den drei Veränderlichen x, y, y: 
zı = p(2, Y), day), n = 1Y, Y) 


wo 
— ve) + yw (y) 
g(a) + y p9) 
ist, betrachtet. Wir bezeichneten sie damals als die Transformation 
der Linienelemente (x, y, y') der Ebene oder als die Erweiterung der 
Punkttransformation (2). Schärfer wollen wir sie jetzt als die ein- 
malige oder erste Erweiterung der Punkttransformation (2) bezeichnen 
und dementsprechend die Transformation (3) der vier Veränderlichen 


Zweite 


r ” . . . : . E it 
x, Y, Y, Y” die zweimalige oder zweite Erweiterung der Punkttrans-".\ Pittie” 


formation (2) nennen. 
Lie, Differentialgleichungen. 23 


www.rcin.org.pl 


e. Pkttrf. 


354 Kapitel 16, 88 1, 2. 


Wie es damals vom geometrischen Standpunkt als selbstverständ- 
lich, aber vom analytischen Standpunkt nicht so sehr als selbstver- 
ständlich erschien, dass der Wert von y; nur x, y, y enthält, so 
können wir auch hier die Thatsache hervorheben, dass in (3) der 
Wert von y, nur von x, y, Y, Yy“, nicht aber von höheren Differential- 
quotienten abhängt. Wenn also in der Ebene zwei Curven sich in 
einem Punkte (x, y) osculieren, d. h. daselbst auch dasselbe y und y” 
besitzen, so werden sich auch die vermöge einer Punkttransformation (2) 
transformierten Ourven in dem entsprechenden Punkte (x,, y,) osculieren, 
denn sie haben daselbst wegen (3) gleiches y, und y,”. 


Das Ergebnis dieses Paragraphen können wir nunmehr so aus- 
sprechen: 

Satz 3: Die Differentialgleichung zweiter Ordnung zwischen x, y: 

x, Y, Y, y“) = 0 
gestattet dann und nur dann die Punkttransformation 
2 = p(x, y), Yı = Y(T, Y), 

wenn sie, aufgefasst als Gleichung zwischen den vier Veränderlichen x, y, 
y, y” die zweimalige Erweiterung dieser Punkitransformation: 


x, =ọ(2, Y), Yı = Y(T, y), y = j — x(x, Y, y), 
„ dy F >» p 
n =z nyy) 
gestattet. 
Wir gingen oben davon aus, dass die Punkttransformation x, = p(x, y), 
Yı = p(x, y) die Integralcurven der Differentialgleichung untereinander 
vertausche, also von einer geometrischen Vorstellung. Führen wir irgend 
welche neue Veränderliche ein, so können wir dies als Zügrundelegung 
eines neuen Coordinatensystems auffassen, bei der alle geometrischen Be- 
ziehungen ungeäindert bleiben (wie in $ 1 des 3. Kapitels). Auf diese 
Weise erhellt unmittelbar der 
Satz 4: Gestattet eine vorgelegte Differentialgleichung zweiter Ordnung 
in z, Y: - 
2x, Y Y, y“) = 0 
die Punktiransformation 
zı = p(z, yY) 1 = ylz, y), 
und führt man in die Gleichung sowie in die Transformation irgend welche 
neue Veränderliche X, ) ein, so gestaltet auch die neue Differentialgleichung 
in f, h die neue Transformation der Punkte (x, t). 


8 2. Zweimal erweiterte eingliedrige Gruppe. 


Die Frage nach einem Kriterium dafür, dass eine Differential- 
gleichung zweiter Ordnung zwischen x, y alle Transformationen einer 
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eingliedrigen Gruppe gestatte, verlangt zunächst, wie aus den Ent- 
wickelungen des vorigen Paragraphen hervorgeht, eine Betrachtung 
aller Transformationen, welche durch zweimalige Erweiterung aus den 
Transformationen einer eingliedrigen Gruppe in x, y hervorgehen. Diese 
Untersuchung ist der in § 2 und 3 des 13. Kapitels gegebenen sehr 
ähnlich. 

Es sei eine eingliedrige Gruppe von Punkttransformationen der 
Ebene (x, y) in ihren endlichen Gleichungen vorgelegt: 


(4) z, = p2, Y,a), Yı = V(x, y, a). 
Wir erweitern die allgemeine Transformation T, derselben, indem wir 
die Transformation berücksichtigen, welche y erfährt. Die dadurch 
hervorgehenden Gleichungen: 
dv 
dp 


(5) 2 = g(x, Y, a), Yy = Y(z, Y, a), y = = VACA Y, Y, a) 


stellen, wie in § 2 des 13. Kapitels bewiesen wurde, wieder eine ein- 
gliedrige Gruppe und zwar eine eingliedrige Gruppe von Transforma- 
tionen der Linienelemente x, y, y dar. Wenn also die Reihenfolge 
der beiden Transformationen 7, und Ta, der Gruppe (4) die Trans- 
formationen Thiaa) derselben liefert, so ist auch die Reihenfolge der 
beiden Transformationen 7, und Tẹ, der Gruppe (5), die den Para- 
meterwerten a und a, entsprechen, äquivalent der Transformation 
Tiaa) der Gruppe (5), die zum Parameterwert A(a,a,) gehört, d. h. 
die Gleichungen: 


(5) en p(z, Y, a), yı = Y(T, Y, a), IN = g(x, Y, Y, a) 
und 
5) a= P(Y a), % = dla, Yi a) Y= L2 A Yt) 


liefern, wenn aus ihnen &,, Y1, y, eliminiert werden: 


(5°) T, —=p(2,9,A(a,a,)), Yz = Y(T, y,A(a,a,)), Ya = 1 (7, Y, Y , A (a, a,)). 
Erweitern wir nun die gegebene Gruppe (4) zweimal, indem wir 
auch die Transformationen von y” berücksichtigen, so ergeben sich 


P, 


oo! Transformationen in x, y, y, y”: 


(6) z = g(x,y, a), = p(s, ya), Y = 12, Y, Y, a), 
[22 d A tr 
Yı = =y YY a). 
Wir behaupten, dass auch diese eine eingliedrige Gruppe bilden. 

Zum Nachweis führen wir nach der Transformation T,”’, die zum 
Parameterwert a gehört, die zum Wert a, derselben gehörige 7,” der 
Schar (6) aus, setzen also: 

232 
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(6) = pl, Yi a), Yz = dl, Ys 4,), Y = 12i Yi Yr» a,), 


„ AIh aa) _ Fr, Sl 
>» Ale m a, Yo Yrs Yı %1) 


und eliminieren nun 2,,'%,, Y1, Y” aus (6) und (6). Dabei erhalten 
£, Ya, Ya die Formen (5”). Zu beweisen bleibt also nur noch, dass 
4, die Form erhält: 

Y: = (z, Y, Y, y“, A(a, 4))- 
Dies ist offenbar, denn es ist nach (5°) und (5”): 


Y = 1 Yi Yi %) = 1%, Y, Y, A(a, a,)) 


und 
z = Q (21; V), 4) = p(x, y, 4 (a, a,)), 
also 
rr _ Ira yı, Ya) _ dzhz, Y, Y, ka, a,)) =5 
N è day) do(s, y, îla,a)) 
vermöge unserer Transformationen (6) und (6°). 


Mit 


PLY YY 2 (a, a, )) 


| Tala = LNE 
5 


Ta Ta, = Tica a) 
ist demnach auch 

Ta Io, = Tia,a) 

Theorem 33: Erweitert man eine eingliedrige Gruppe mit 
paarweis inversen Transformationen 

£ = gp(m,y,a), = Y(T, Y, a) 

durch Mitberücksichtigung der Transformationen des ersten 
dy 7 d’y 


und zweiten Differentialguotienten y = Fp: Y = Iai» 50 bilden 


M) | 


die erweiterten Transformationen 
EA, plz, Y, a), Y= p(x, y, a), Y Er TACA Y, Y, a), 
y = d(x, yY, Y, un a) 
wieder eine eingliedrige Gruppe mit paarweis inversen Trans- 
formationen. Giebt die Reihenfolge zweier Transformationen 
der ursprünglichen Gruppe, welche den Parameterwerten a, a, 
entsprechen, eine Transformation mit dem ParameterwertäA(a,a,), 
so gilt dasselbe von den entsprechenden Transformationen der 
zweimal erweiterten Gruppe. 
Was hier von den inversen Transformationen gesagt ist, liegt in 

den Formeln (7). 

Zweite er- Hiernach ist klar, was unter der zweiten erweiterten Gruppe einer 


weiterte Gr. 
Gruppe von Punkttransformationen der Ebene zu verstehen ist. 
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Natürlich enthält die neue Gruppe die identische Transformation 


dy „ dy' 
4, =, Yy =Y, y= =y, UN ne 
die durch Erweiterung der identischen Transformation 


nn Y= Yy 
der ursprünglichen Gruppe entsteht, und eine infinitesimale Trans- Inin Trt 
formation. Diese wollen wir bestimmen. erw. Gruppe. 
Wir wissen, dass die erste erweiterte Gruppe die infinitesimale 


Transformation 
, 7 
a fia tn 55 


besitzt, welche durch ea aus k infinitesimalen Trans- 
formation 
of 
a 3y 
te raue 
ist. (Vgl. $ 3 des 13. Kap.) Die einmal erweiterte Gruppe besitzt 
demnach endliche Transformationen, deren Reihenentwickelungen nach 
dem Parameter £ der Gruppe, der für ¢ = 0 die identische Trans- 
formation liefert, die Form haben: 

net ng uno, Yen 
wo n obige Bedeutung hat. Indem wir diese endlichen Transfor- 
mationen noch einmal erweitern wollen, haben wir zu berechnen: 


En 


hervorgeht, indem 


a ra N RER 
Ja dei ger tee ds 


SR A dn di 6 ne AA 
Hierin sind unter Te? Ta Differentiationen zu verstehen, während 


d r 
deren y als Function von x betrachtet, also z =y,7 Y = y gesetzt 


wird. Anstatt durch die Reihe 
dë 
Ey 
zu dividieren, können wir mit einer gewissen Potenzreihe nach t 
multiplicieren, die so anfängt: 


Somit kommt: , 
n N 
Zu len 
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Nunmehr wollen wir zur infinitesimalen Transformation übergehen, 
also ¢ unendlich klein annehmen, etwa gleich di. Dann ergiebt sich, 
dass sich y” ändert um das Increment: 


ey “5) 81. 


Infolgedessen lautet die infinitesimale Transformation der zweimal 
erweiterten Gruppe: 

De of , of of 
(8) a a Pr Br E y” Ay 


wo n und y” die Bedeutungen haben: 


Fig) dn dé 
s K dæ I Ta’ 
(9) l Paan P dé 
=e Y Ta’ 


oder ausführlich geschrieben: 


Ver Sey — gy? 
und > 9 
w= + a +r) = 
= n o pn F 
en | + re 2 E yah y ag 
HE Arte) 
ent 
+) 


Man wird zur praktischen Berechnung diese ausführlichen Formeln 
nicht benutzen, sondern nur die Formeln (9), und namentlich wird 
man y und y” successive und nicht y” unabhängig von 7’ aus- 
rechnen. 

Zu beachten ist, dass q” in y” linear ist, während doch 7’ in y 
quadratisch ist. Diese Thatsache ist an einer späteren Stelle von 
Bedeutung. (Vgl. S. 375.) 

Wir haben gefunden: 

Satz 5: Ist 


U= ni 


die infimtesimale Transformation einer Ke e Gruppe von Punkt- 
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transformationen der Ebene (x, y), so wird die zweite erweiterte Gruppe 
dieser Gruppe erzeugt von der infinitesimalen Transformation: 


mr i of of , of s o 
le nE HiH ie, 
wo 
, _ dq > -aE 
1 dx? 
»„__dn N dè 
i dx 


ist. Hierbei ist zu beachten, dass bei der Berechnung von y' und n” nach 
diesen Formeln während der Differentiationen nach x die Veränderliche 
dy , d'y dy' „ 

da 


u er O 


y als Function von x zu betrachten, also 
setzen ist, 

Da hiernach aus der Kenntnis allein der infinitesimalen Trans eye 
formation Uf der ursprünglichen Gruppe die von U”f sich ergiebt, 4 inf Trt 
so werden wir U”f direct die zweite Erweiterung der infinitesimalen 


Transformation Uf nennen. 


Wir können die Formel für y” auch wie früher in § 3 des Anim 
13. Kapitels die für y auf kürzerem, aber weniger elementaren Wege „der 
durch Benutzung eines Satzes der Variationsrechnung ableiten. Indem 
wir auf die betreffenden Bemerkungen an jener früheren Stelle zurück- 
verweisen, geben wir hier nur die Formeln dazu an. Es ist das In- 


erement ðq” =» dt von y” zu berechnen. Wegen y'= Ei kommt: 


dy ddy , ddx 
sy” ARORA Sh u 9: TE 
öt t dz? 


oder, wenn die Reihenfolge der Operationen ò und d geändert wird: 


ôy ER 
ya AA 
En ar: 
Nun ist ôy = n'ôt, dx = òt, demnach kommt: 
Fu òy” = dy gt dë 
òt dx dx’ 


also in der That die zweite Formel (9). 


1. Beispiel: Die infinitesimale Translation Beispiele. 
aM, 
soll zweimal erweitert werden. Hier ist: 
re a 
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also: 
.__dn FRE T 
De = 
und 
„_dn „nag 
Zi la 


Somit ist U”f = Uf. In der That, Uf erzeugt die eingliedrige Gruppe 


von Translationen: 


und hier ist: 


d. h. die zweimal erweiterte Gruppe lautet: 


wer, yayıt yvay, n =y" 
und hat offenbar die infinitesimale Transformation 


2. Beispiel: Die infinitesimale Rotation 
ne öf of 
soll zweimal erweitert werden. Da hier 
E= —y 123% 
ist, so kommt: 


— ån et , 
ni Nat. 
dy 172 d A rer vr EN ud 
y= gg art Hy y= Byy. 
Es wird also: 
N ôf of en ol ra E f 
U=- yga te yy TOHIN T NY ay 
Um auch dies zu verificieren, erinnern wir an das Beispiel des § 1, 
in welchem wir die zweimalige Erweiterung der von 


2 ô 
o=o te 


erzeugten Gruppe von Rotationen: 


&, = g cos t — y sin É, y; = z sin t + y cos t 
schon ausgeführt haben (wenn auch ohne die Rechnung so aufzufassen). 
Danach ist bei unserer Gruppe: 


, _ sint + y cost 
1 cot— y sint?’ 


ea O N 
ai (cos ¢— y sin t)? 


www.rcin.org.pl 


Zweimal erweiterte eingliedrige Gruppe. 361 


Um zur infinitesimalen Transformation zu gelangen, haben wir ¢ un- 
endlich klein, gleich öf, anzunehmen. Es ist aber: 


cos dt — ysindt=1 —- yòt, 
d. h. 
nr yet 
bis auf unendlich kleine Grössen höherer Ordnung, und somit kommt: 
n = (0+ y) Hyo =y H H y’, 
y =y (1 + yo = yA + 3y ðt) = y" + By'ydt, 
sodass die Incremente von y und y” in der That die Werte haben: 
dy = òt = (1 + y’)ðt, 
òy = n ðt = 3y y dt, 
die sich oben direct ergaben. 
8. Beispiel: Bei der infinitesimalen Ahnlichkeitstransformation 


8 ð 
Uf=s E+ 


ist: 
= =y, 
also: 
din nel aa Do 
U a ME E; 
«__dr ol n 
=EL, 
sodass 


wird. Uf erzeugt die eingliedrige Gruppe: 
mac, h =y", 


bei der: 
‚_dy e.dy_ v 
“i = da, d.de Y, 
und 
no dy,' Os dy pi Ai 
Yı Peah An y 


ist, Die endlichen Gleichungen der zweimal erweiterten Gruppe sind also: 
Le re 


t = ôt giebt in der That die oben erhaltene infinitesimale Trans- 


formation j 
TE ə f " o 
U'f=s ty -% Br 
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$ 3. Kriterium dafür, dass eine Differentialgleichung zweiter 
Ordnung in x, y eine eingliedrige Gruppe gestattet. 


Nach Satz 3 des § 1 gestattet die vorgelegte Differentialgleichung 
zweiter Ordnung in x, y: 
2a, Y, y, y”) = 0 
die Punkttransformation 
zı = g(2, Y), V = Y(T, y), 
sobald die Gleichung & = 0, aufgefasst als Gleichung zwischen den 
vier Veränderlichen x, y, y, y’, die zweite erweiterte Transformation 
von %, Y, Y, y” in I, Yis Y, h zulässt. 
Die Differentialgleichung 
Qly, y, y) = 0 
gestattet demnach alle Transformationen der von der infinitesimalen 
Transformation a? y 
ĝ ö 
Wi. SE a t 
erzeugten eingliedrigen Gruppe von Punkttransformationen der Ebene, 
sobald sie, aufgefasst als Gleichung zwischen den vier Veränderlichen 
£, Y, Y, Y’, die zweimal erweiterte Gruppe zulässt, deren infinitesimale 
Transformation U”f wir im vorigen Paragraphen berechnet haben. 
Nach Theorem 28, § 3 des 14. Kapitels, ist dazu notwendig und hin- 
reichend, dass U” vermöge & = 0 ebenfalls verschwinde. Also 
hat sich ergeben: 
Theorem 34: Die Differentialgleichung zweiter Ordnung 
in ©, y: 
Qla, y, y, y) =0 
gestattet alle Transformationen der von der infinitesimalen 
Transformation 


Uf= t (e y) 3E + nen SE 


erzeugten eingliedrigen Gruppe dann und nur dann, wenn der 


Ausdruck 


Z 88 08 ‚08 
ve, Ngy t gy ta 


vermöge Q = 0 ebenfalls verschwindet. Hierin bedeuten q und 
n” die Ausdrücke, welche nach den Formeln 
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zu berechnen sind, in denen die Differentiationen nach x totale, 


[4 d rr KJ 
also 37 ee Y, 7 = y” sein sollen. 


ir. Rücksicht auf Satz 11 des $ 3, 14. Kapitel, erscheint es 
naturgemäss, zu sagen, 2 = O gestalte die infinitesimale Transformation piei 2 or 


die eine inf. 


Uf, sobald U”Q = 0 vermöge Q = O ist, und danach unser Theorem Trf ge- 
so auszusprechen: 
Satz 6: Die Differentialgleichung zweiter Ordnung in x, y: 
Qly y, y) = 0 
gestattet alle Transformationen einer eingliedrigen Gruppe in x, y, sobald 


sie ihre infinitesimale Transformation zulässt. 2 


In Theorem 34 haben wir die Differentialgleichung zweiter Ord- Yasonätre 


Form des 
nung in irgend welcher Form vorgelegt gedacht. Wir wollen nun Kriteriume. 


insbesondere annehmen, sie liege in aufgelöster Form 
y” — o(s, y, y) =0 
vor. Alsdann ist zu setzen: 


Q= y" — olz, y, y) 
und U”Q wird: 


” =; Jo , do 
u =-: - nn M 
oder wegen der in § 2 angegebenen Werte (10) von y' und q”, wenn 


wir die partielle Differentiation nach x oder y durch angehängten 
Index x resp. y bezeichnen, um die Formel etwas abzukürzen: 


U= Een mt + 
AH Nez == am = bsr) Y JF (nyy u; 2 
— wy? + m 2 — BEY) Y. 


Dies soll verschwinden vermöge Q = 0, d. h. vermöge y” = ø. Wenn 


wir also hierin y” == œ setzen, so muss der hervorgehende Ausdruck 
identisch verschwinden. Daher: 


Theorem 35: Die Differentialgleichung zweiter Ordnung 
y” = o (x, y, y) gestattet pk und nur dann die eingliedrige 


Gruppe E(x, y) ĉl + (z, y) : 3 wenn der Ausdruck 


(m — 2. — 3E y) 0 — Eyy’ + (m — 2E) OE + 
+ Any — a kie Sn 


— (n: + (y — &)y — bry”) = =0 
ist für alle Werte von x, y, y. 


www.rcin.org.pl 


364 Kapitel 16, 8 3. 


ee Man kann diesem Kriterium eine Form geben, die oft ungleich 
Kriteriums. zweckmässiger ist. Die Differentialgleichung;: 
y” — ala, Y, y) =) 
ist ja äquivalent einem simultanen System in den drei Veränderlichen 
£, Y, y, denn es ist 
j= A, y r= a oyy), 
das äquivalente System lautet also: 
ee E A E O 
1 yo any) 
„Diesem simultanen System in ©, y, y wiederum ist die lineare Diffe- 
rentialgleichung: 


ô ,ô 
Liy tea); 


zugeordnet. Soll also unsere ursprüngliche Gleichung 
y” — olx, y, y) = 0 
die infinitesimale h pe 


1 o [23 f7] 
Vetter 


gestatten, so kommt ne Re hinaus, dass die lineare partielle 
Differentialgleichung 4 x, Yy, y allein: 


at= Hey) gt 


die infinitesimale vr 


U Etn ee 


also die einmal erweiterte re Transformation Uf gestatten 
muss. Daher: 
Satz 7: Die gewöhnliche Differentialgleichung zweiter Ordnung 


y” > v(x, Y, y) 
gestattet alle Transformationen der eingliedrigen Gruppe 
"r of of 
Uf = E(x, y) 3E + nla, s) 35 
dann und nur dann, wenn die lineare partielle Differentialgleichung in 
T y y: À äi $ 
C ‚ nt 
Aa tY gy teny) gy O 
die einmal ER Te Transformation Uf, nämlich: 
DB 8 ar en 0E 43 2 
Uf=ty Lins H(t G- za Jy Y Na 
zulässt. 
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Man kann leicht verificieren, dass dies Kriterium sich mit dem Zrrl 


übrung auf 


früheren deckt. Af=0 gestattet ja nach Theorem 29 (§ 2 des ya nee 
15. Kap.) die infinitesimale Transformation U’f, wenn 
(UA)=AAf 
ist. Da nun f willkürlich ist, so zerfällt diese Relation in drei einzelne, 
indem die Coefficienten von ad die von und die von 6 links 
0% PEN ô 
und rechts einander gleich sein müssen. Dies liefert, wie sich durch 
Ausrechnung von (U'A) ergiebt, die drei Gleichungen: 
as Ga -r y & = À, 
ne F (y — Er)yY — Eyy? — he — Yny = Ay, 


£ - 4 re + Ce + Cy — &)y — byy’) A = 
— (Nez F (Ney — 522) Y — bry y °) — Y Mey F (Myy — Eru) Y — Euy °) — 
— any — s — 2b,y') = Am. 
Substituiert man den aus der ersten Gleichung sich ergebenden Wert 
von 4 in die zweite und dritte, so wird die zweite identisch erfüllt, 
während die dritte das in Theorem 35 angegebene Kriterium liefert. 


1. Beispiel: Die Schar der œœ? Kreise durch den Anfangspunkt Beispiele. 
æ + 2as + y? + 2by=0 
gestattet offenbar die infinitesimale Rotation 


ô ð 
Uf=— yte E 


Wir wollen dies zur Einübung unserer Theorien mit Hülfe der er- 
haltenen Kriterien nachweisen. Um zunächst die Differentialgleichung 
der Kreisschar zu erhalten, haben wir die Gleichung 

x + 2ax + y? + 2by = 0 
zweimal zu differenzieren: 

stat yy +by =0, 

1 +y’ H yy Hby = 0 

und aus den drei letzten Gleichungen a und b zu eliminieren. Dies 
liefert die Differentialgleichung zweiter Ordnung: 


| x” Hy 2x 2y 
| 2a u ieh 
er ve 2 
oder ausgerechnet: 


Q= (a? + Py — ry? + 2yy? — 2ry + 2y = 0. 
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Dieselbe soll die infinitesimale Rotation 


Uf=—y Ayat 


gestatten. Dies nachzuweisen, benutzen wir das Theorem 34. Es ist, 
wie im 2. Beispiel zu § 2 ausgerechnet wurde, die erweiterte infinite- 
simale os 


U= y Ete Hay E yy gh 


Fyn? 


also 
USEE O —2y° N E T 
RE E a a 
+ 3y y (a + y) = 3Y R, 
d. h. U”Q ist in der That vermöge Q = 0 auch Null. 
2. Beispiel: Die Schar der œo? Geraden der Ebene gestattet 
offenbar die Ahnlichkeitstransformation: 
u=el+y S£, 


Die Differentialgleichung der Geraden ist: 
Q == y” = 0, 
während nach dem 3. u P $ $ 
U= T Ty y? Y 


U” Q U’y = ar y” en Q, 


d. h. Null vermöge Q = Q ist. 
Wir könnten hier auch das Kriterium des Theorems 35 anwenden, 
denn es ist offenbar jetzt @ = O und die Bedingung reduciert sich auf 


Ey > F (Mes 252) y? F (2nay — Ezz) y' Oel, 


die in der That wegen 


also 


erfüllt ist. 
Oder endlich, wenn wir hy 7 eg wollen, ist zu setzen: 


af= E+y y? 
REE E, 
und in der That kommt: 
; - ð 
a=- Hy At, 
d. h. Af = 0 gestattet U’f. 
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3. Beispiel: Die Schar der œo? Kegelschnitte 
a: tby =l, 
deren Axen die Coordinatenaxen sind, gestattet, wie wir gelegentlich 
bemerkten (3. Beispiel des § 1), affine Transformationen, insbesondere 
die infinitesimale: 
U= rgs 
Die Differentialgleichung der Kegelschnitte ergiebt sich, indem wir 
axr +by —1=0 
zweimal differenzieren: 
az + byy = 0, 
a +b? + yy") = 0, 


und dann a und b eliminieren, in der Form: 


g? y? — íl 
x yy 0|=0 
Kemer 
oder 
Q= gy? + ryy” — yy = 0. 
Hier ist: ] i a 
IR i ‚of e oir 
Fer Yy War: 
also: 


U" = aly + yy) — y (2sy' — y) — 2y ry =— R, 
sodass in der That U”Q = 0 ist vermöge Q = 0. 
4. Beispiel: Die Schar aller oo? logarithmischen Spiralen um den 
Anfangspunkt: 


b arctg z 
z 


æ? + y’ = ae 
gestattet die infinitesimale Ähnlichkeitstransformation 


urzet 
Um dies zu verificieren, bilden wir ihre Differentialgleichung 
Q= zy" — syf +H y = 0 
und die zweite erweiterte ka Transformation: 
„ ə 1? 8 
U =ız f = Hy 2 
Offenbar ist U” QR = Q. 


Um das Kriterium des Theorems 35 anzuwenden, haben wir 
zu setzen: 
no} a 
oT fe as E =—=W, Nez, 


m av 


wodurch wirklich die Identität des Theorems 34 erfüllt wird. 
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Um das Kriterium des Satzes 7 zu verwenden, setzen wir 
IB ‚af y y\ ôf 
af= öx +y ey J (£ = 2) ey 
und 
EAU of 
Pf, 
AF rue 
sodass sich ergiebt: 
(UA)= — Af. 


$ 4. Ein Beispiel aus der Flächentheorie. 


Wir verwerten das Obige in einem Probleme der Flächentheorie: 


Curven eineWir fragen nach allen Flächen, deren 00° geodätische Curven eine infini- 


inf, Trf. 
gestatten. 


tesimale Transformation gestatten. Dabei bemerken wir vorweg, dass 
dieser Paragraph überschlagbar ist, 

Die Punkte der Fläche seien durch zwei Parameter x, y bestimmt, 
sodass das Quadrat des Bogenelementes der Fläche die Form an- 
nimmt: 

ds? = F(x, yJdxdy. 
x = Const., y = Const. sollen also die Minimalcurven der Fläche dar- 
stellen. Bequemer ist es, Jg F = w(x, y) an Stelle von F zu benutzen, 
also zu setzen: 


(11) ds? = e"dady. 
Nach Gauss werden alsdann die geodätischen Linien der Fläche be- 
stimmt durch die Differentialgleiehung zweiter Ordnung in x, y: 


Wir suchen nun die Function w(x, y) so zu bestimmen, dass die 
Differentialgleichung der geodätischen Curven eine infinitesimale Punkt- 
transformation gestatte, d. h. dass es möglich wird, alle Punkte der 
Fläche auf ihr um infinitesimale Strecken zu verschieben, sodass jede 
geodätische Linie wieder in eine solche übergeht. In den Parametern 
æ, y sei das Symbol der betreffenden infinitesimalen Punkttrans- 
formation: u 

Pa © g 
o=t g taz," 

Wir wenden nun das Kriterium des Theorems 35 an. Im vor- 
liegenden Falle ist 


_ dw ‚_ w ty 
Se Jy I 


oder in bequemerer Bezeichnung 


[7 


paes f 2 
O = WY — Wyy 


zu setzen, sodass sich die Bedingung ergiebt: 
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My — 282 — 3Eyy') (way — wg?) — Ey + 
F (hyu — 2br)y ? F (2nay — Ers) Y F Mar — 
— $ (Wary — Weyy ?) — N Wayyy — Way’) — 
— (z F (ny — ey — byy’) (ws — 2w,y') = 0. 
Diese Bedingung soll identisch bestehen für alle Werte von z, y, y. 
Da #, n und w frei von y' sind, so müssen einzeln die Relationen 
bestehen: 
Nez — Nz Wr = 0, 
2nay — Ers — ErWe F PheWy — Ele — Nu = 0, 
Nyy — 2Éry — 2EyWe + Nyy + EWry + NWy = 0, 
Euy — yw, = 0. 
Dies sind vier Bedingungsgleichungen für die drei Functionen w, £, y 
Die weitere Discussion wird darauf hinauskommen, diese Bedingungen 
in allgemeinster Weise zu erfüllen. Dabei kann man drei Fälle von 
einander trennen, je nachdem &, und ys beide Null oder nur &, oder 
Nz gleich Null oder keins von beiden Null ist. Nur den ersten dieser 
drei Fälle wollen wir hier behandeln*). Er lässt sich leicht geometrisch 
deuten. Wenn nämlich in 


ri 3 əf 
& frei von y und y frei von x, also Ẹ, = ns = O ist, so heisst das: 
die Minimaleurven æ = Const. werden unter einander durch Uf ver- 
tauscht, ebenso wie die Minimaleurven y = Const. Eine Transformation 
aber, welche jede Minimalcurve der Fläche wieder in eine Minimal- 


eurve überführt, ist bekanntlich eine conforme. Diese Überlegung 
lässt sich umkehren. 


(12) 


Wir fragen demnach nach den Flächen, deren geodätische Curven ‚Flächen, 


ron geod. 

durch eine infinitesimale conforme Transformation unter einander ver-Curven eine 
inf, on- 

tauscht werden. formo Trf. 
geslatton 


Setzen wir in (12) 
8, Ea 0, Nz = 0, 
so wird die erste und letzte Gleichung identisch erfüllt, während die 
zweite und dritte übergehen in: 


d'E , dë dw dw dw 0 
euer, ama ‚ 
din | dm öw a 

dy? HE+ tas 1$ =; 


*) Eine eingehende Behandlung des eRe im Texte formulierten 
Problems findet sich in den Math. Annalen Bd. 20 in einer Abhandlung über 
geodätische Curven von Sophus Lie, 

Lie, Differentialgleichungen. 24 
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Ihre linken Seiten sind, weil & nur g, y nur y enthält, vollständige 
Differentialquotienten: 


0 /dE g 3w bw) 
tet) 
art). 


Integriert kommt also: 

dË dw ow 

| dn ðw cum. 

Te Dr ey = pr). 

Hier können nun verschiedene Fälle eintreten, indem & oder n gleich 
Null oder weder & noch y gleich Null ist. Der Fall E = ņ = 0 ist 
natürlich ausgeschlossen, denn dann würde sich ja Uf auf die Identität 
reducieren. 


Sind & und 7 beide von Null verschieden, so können wir eine 
passende Function von x resp. von y als neues æ resp. y benutzen, 


nämlich f %8 una fZ, wodurch die Form (11) des Quadrates des 


Bogenelementes nicht wesentlich geändert wird, sodass & und 7 gleich 1 
gesetzt werden dürfen ohne Beschränkung der Allgemeinheit. Als- 
dann giebt (13): 


(13) 


ð 0 7 
Ja t jy = YO), 
dw ow 

ox F dy AR) 


woraus folgt, dass (y) = p(x) = Const. = ¢ sein muss und also w 


die Gleichung 
ow ĉu 


z— = 


ox ' y 
erfüllen muss. Wäre f(w, x, y) = Const., so müsste hiernach 
Bea 
sein. Diese lineare partielle Differentialgleichung hat die Lösungen 
x — y und w — cx, d. h. es ist: 
A(x — y, w — cx) = 0 
oder also w hat die Form 


w = ọ(x — y) + ex, 
sodass 
e = et D(x — y) 


ist. Das Quadrat des Bogenelementes (11) hat somit die Form: 
(14) d? = e7 (x — y)dady. 
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Nun sei zweitens 
Ee=0, n==0. 


Alsdann können wir durch Benutzung von fa als neues y erreichen, 


dass y = 1 gesetzt werden darf. Daher giebt (13): 
= p(y) = p(a) = c(= Const), 

woraus 

w = cy + x), 

ee — X (oey 
folgt. Das Quadrat des Bogenelementes (11) wird in diesem Falle 
also, wenn man wieder eine beliebige Function von y als neues y 
einführt: 
(15) ds = X(x) Y(y)dady. 

Wenn also die geodätischen Linien einer Fäche eine infinitesimale 
conforme Transformation gestatten sollen, so muss sich das Quadrat 
ihres Bogenelementes auf die Form (14) oder (15) bringen lassen. 

Die Form (15) ist leicht gedeutet: Die Fundamentalgrössen erster 
Ordnung der Fläche sind in diesem Falle e= 0, f=4XY, g= 0. 
Bekanntlich kann man das Krümmungsmaass der Fläche durch e, f, g 
und ihre Ableitungen ausdrücken. In dem vorliegenden Falle ergiebt 
sich dann sofort, dass das Krümmungsmaass Null ist. Die Fläche ist 
also developpabel. Breiten wir sie in die Ebene aus, so gehen ihre 
geodätischen Linien in die œo? Geraden der Ebene über, und diese ge- 
statten offenbar mehrere conforme Transformationen (Translation, Ro- 
tation, Ähnlichkeitstransformation). Es ist demnach klar, dass jede 
developpabele Fläche zu den gesuchten Flächen gehört. Dieser Fall 
bietet nichts besonders Interessantes. 


Die Form (14) des Quadrates des Bogenelementes dagegen kommt 
einer bemerkenswerten Flächengattung zu. Zunächst gehören hierher 
die gelegentlich schon früher besprochenen Spiralflächen ($ 5 des 
12. Kapitels), von denen wir zeigten, dass sich ihre Krümmungslinien, 
Haupttangentencurven und Minimaleurven durch Quadraturen bestimmen 
lassen. Eine solche Fläche entsteht bekanntlich durch fortwährende 
Ausführung einer infinitesimalen Spiraltransformation auf eine beliebige 
Curve. Unter infinitesimaler Spiraltransformation verstanden wir eine 
infinitesimale Rotation um eine Axe, verbunden mit einer infinitesimalen 
Ähnlichkeitstransformation von dieser Axe aus. Natürlich ist sie eine 
conforme Transformation. Da sie die Spiralfläche in sich überführt, 
muss sie die geodätischen Curven derselben unter sich vertauschen, 

24* 
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denn offenbar führt sie notwendig eine geodätische Curve wieder in 
eine solche über. Demnach gehören die Spiralflächen zu denen, deren 
Quadrat des Bogenelementes sich auf die Form (14) bringen lässt, 
insbesondere also auch die Rotationsflächen als specieller Fall der 
Spiralflächen. Es ist andererseits auch nicht schwer zu erkennen, 
dass jede Fläche, deren Bogenelement diese Form besitzt, auf eine 
Spiralfläche abgewickelt werden kann. Darauf gehen wir jedoch nicht ein. 
Wir wollen nur noch eine interessante Eigenschaft unserer infini- 
tesimalen conformen Transfenasion 
; U $ ôf 
= + 7 dy 
ableiten. Aus (13) folgt nämlich zunächst: 
tr) 
Also ist auch 
gls) + — = y (y) + z = Const. = @, 


daher: 
gw dw dè dr 
(16) ttig tE+ES- 


Nach dieser Vorbemerkung a wir die Änderung berechnen, die 
das Bogenelement durch unsere infinitesimale Transformation erfährt. 


Es ist nach (11): 
ds? = e"dady, 
also die Änderung von ds: 
dds? = Öle”) - dædy + e ò(dady) 
= œ ôw : dedy + e(ðdzx : dy + dx - döy) 
oder, da die Zeichen ô und d in ihrer Reihenfolge vertauscht werden 
können: 
dds? = e ðw : dædy + e(dòx . dy + dz. döy). 
Wegen 
r öf of 
Uf £ DZ +n Jy 


erhalten aber w, x, y die Incremente: 


ow 
dw = Ẹ tn z) öt, 
ôx = ðt, ðy = nåt, 
sodass sich ergiebt: 
dat edzdy (£22 + qe ++) ot 
s 0x nn dy 
oder nach (16): 
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dds? = e dady - adt, 
also nach (11): 
dds’—= ads? - dt 
oder, da d? = 2ds - öds ist: 
dds a 


ds 2 ôt, 


d. h. durch unsere infinitesimale conforme Transformation werden alle 
Längen auf der Fläche nach demselben Verhältnis geändert*). 


$ 5. Bestimmung und Integration aller Differentialgleichungen 
zweiter Ordnung in x, y, welche eine gegebene eingliedrige Gruppe 
gestatten. 


Bisher haben wir darüber noch gar nichts ausgesagt, welchen 
Nutzen man aus der Kenntnis einer infinitesimalen Transformation einer 
Differentialgleichung zweiter Ordnung für die Integration derselben ziehen 
kann. Darüber werden wir uns jedoch im Laufe dieses und des nächsten 
Paragraphen Klarheit verschaffen. Wir werden finden, dass man stets 
in einem solchen Falle das Integrationsgeschäft vermittelst Quadra- 
turen darauf zurückführen kann, nach einander zwei gewöhnliche Dif- 
ferentialgleichungen erster Ordnung zu integrieren. An einer späteren 
Stelle werden wir zeigen, dass die Integration einer dieser beiden 
Differentialgleichungen erster Ordnung erspart werden kann. 


Wir wollen annehmen, es sei uns eine infinitesimale Punkttrans- 
formation 
ef 
dy 


BE Fy 


vorgelegt. ë und n seien also bekannte Functionen von æ, y. Wir 
fragen nach allen Differentialgleichungen zweiter Ordnung 


*) Vgl. hierzu die Fussnote 9. 260. In den Comptes Rendus für 1879 be- 
stimmte Lévy die allgemeine Form des Bogenelementes aller auf Spiralflächen 
abwickelbaren Flächen. Ferner zeigte Lie, der schon in Bd. 5 der Math. An- 
nalen, 1872, die geodätischen Curven der Spiralflächen durch eine gew. Differen- 
tialgleichung erster Ordnung bestimmt hatte, dass auch auf jeder auf eine Spiral- 
fläche abwickelbaren Fläche die Bestimmung der geodätischen Curven nur die 
Integration einer gew. Differentialgleichung erster Ordnung verlangt. Die Bahn- 
curven der betreffenden infinitesimalen Transformation auf diesen Flächen sind 
nämlich Isothermen, also durch Quadratur bestimmbar, ebenso wie ihre Ortho- 
gonalcurven (vgl. Satz 5, § 2, Kap. 9). In dem Coordinatensystem dieser Curven 
geschieht alsdann die Bestimmung der geodätischen Linien durch eine einzige 
gewöhnliche Differentialgleichung erster Ordnung. Darboux führte alsdann diese 
Gleichung auf eine Riccati’sche Gleichung zurück. 
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Q(z, y, y, y) = 0, 

welche die von Uf erzeugte eingliedrige Gruppe gestatten. Nach Theorem 34 
($ 3) muss die Gleichung & = 0, aufgefasst als Gleichung zwischen 
vier Veränderlichen x, y, y, y’, die von der zweiten erweiterten infini- 
tesimalen Transformation 

Up= Ei ir ga 
erzeugte eingliedrige Gruppe gestatten. Da Q natürlich y” selbst 
enthalten soll, so können E, y, n, n” nicht sämtlich vermöge Q = 0 
verschwinden, denn £, n, m enthalten y’ gar nicht. Folglich erhalten 
wir nach $ 3 des 14. Kapitels die allgemeinste Gleichung & = 0 der 
gesuchten Art, indem wir drei von einander unabhängige Lösungen 
u, v, w der linearen partiellen Differentialgleichung 

„ G 0 „ô 
an u En E E H er 
bestimmen und eine Function derselben gleich Null setzen: 

F(u, v, w) = 0. 

Es handelt sich also noch darum, drei von einander unabhängige 
Lösungen der linearen partiellen Differentialgleichung (17) zu finden. 
Da é und n nur x, y enthalten, y ausserdem y' und y” überdies y” 
enthält, so ist klar, dass es eine Lösung u von (17) giebt, die frei 
von y und y” ist, und eine andere v, die frei von y” ist. Die erstere 
u ist Lösung der ae 


=$ 4 n5 0, 


also die Invariante der eingliedrigen Gruppe Uf, die andere v Lösung 
der Gleichung a ’ 
vr tn Etr = 
während die dritte Lösung w wirklich y” enthalten muss. 
Zur Bestimmung von u dient die gewöhnliche Differentialgleichung 
dx dy 
Ge 
deren Integral u ist, Wie sich nach berechnetem u auch v finden 
lässt, haben wir in § 5 des 13. Kapitels gezeigt. Wir fanden damals, 
dass sich die Grösse v, die wir damals eine Differentialinvariante der 
Gruppe Uf nannten und jetzt präciser als eine Differentialinvariante 
erster Ordnung bezeichnen werden, aus einer Riccat’schen Gleichung, 
welche eine bekannte Partieularlösung besitzt, durch Quadraturen be- 
stimmen lässt. Die Gleichung ist deshalb eine Riccati’sche, weil 4 
quadratisch in y ist. 


’ 
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Pi i 1 5 "0 Best. der 
Hat man so u und v gefunden, so lässt sich die Grösse w, die en sen 


wir eine Differentialinvariante erster Ordnung der Gruppe Uf nennen, "3 zweiter 
sehr leicht berechnen. Zunächst ist a priori klar, dass die Berechnung Srurre 97. 
von w höchstens Quadraturen erfordert, denn 7” ist linear in y”. 
(Vgl. Formel (10) des $ 2.) Wenn man also aus dem der Gleichung 


U”f = 0 äquivalenten simultanen System 
dx dy day _ dy” 


i n 7 ae 
von dem u und v zwei Integrale sind, etwa die Gleichung 
dæ _ dy” 
re 


herausgreift und daraus y und y vermöge 

u=, v =b 
eliminirt, so erhält man für y” eine lineare Differentialgleichung zwischen 
y' und x, welche ausserdem die Integrationsconstanten a, b enthält. 
Weil sie linear ist, findet man ihr Integral W(y”, x, a, b) in be- 
kannter Weise durch Quadraturen. Wenn man dann a und b wieder 
durch u und v ersetzt, so erhält man die gewünschte Lösung 


w = W(y", æ, u v). 


Ist sonach von vornherein klar, dass sich w bloss durch Quadra- rn 
i 5 selben durch 
turen bestimmen lassen muss, so können wir auf anderem Wege zeigen, Differentia- 
. ” ” . . = . 100, 
dass sich w durch Differentiationsprocesse allein angeben lässt. Wir ver- 


fahren so: Verstehen wir unter a, b zwei Constanten, so stellt 
v-—aua—b=0 


eine Differentialgleichung erster Ordnung zwischen æ und y dar, welche 
bei der eingliedrigen Gruppe Uf invariant bleibt, denn u und v sind 
Lösungen von U”f = 0, und also ist auch v — au eine Lösung von 
U’f=0. Halten wir in der Gleichung v — au = b die Constante a 
fest, während wir die Constante b variieren lassen, so ergeben sich 
oo! bei der Gruppe Uf invariante Differentialgleichungen. Jede der- 
selben besitzt eine bei der Gruppe invariante Schar von oo! Integral- 
curven, insgesamt liegen also 00! invariante Scharen von je 00! Curven 
vor. Natürlich bleibt auch der Inbegriff aller dieser bei der Gruppe 
Uf invariant. Dieser Inbegriff aber besteht aus oo? Ourven, und diese 
Curven erfüllen eine bei der Gruppe Uf invariante Differentialgleichung 
zweiter Ordnung. Wir erhalten sie, indem wir die Gleichung 


v — au = b 


nach & total differenzieren, wodurch das variierende b herausfällt, in 
der Gestalt: 
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d 
T % = = 
a 


oder ausführlich geschrieben: 
ðv , ðv ,, od „ ou , ou » 
as taytay alas tayy) = 


Diese Difforentialgleichung zweiter Ordnung bleibt also bei der Gruppe 
Uf invariant, wenn a eine Constante vorstellt, aber eine beliebige. 
Wir kennen demnach oo! invariante Differentialgleichungen zweiter 
Ordnung. Wir schreiben sie in nach a aufgelöster Form: 


ðv 3v, ôv, 

az tay! tay” 
õu , Du a 
In 134 


oder abgekürzt: 


Wi, yy, y) — a = 0. 
Da sie invariant sind, so ist also 
l e E 
vermöge W — a = 0. Nun aber ist 
U"(W — a) = U" W, 


also frei von a. Mithin ist notwendig U” W = 0, nicht nur Null ver- 
möge W — a = 0. W ist demnach eine Lösung von U”f=0 und 
zwar, da 


0v ðv 0% 
st ne Ma r 
Be Fu oy 
(18) W= 2% 4 Om , 
Jx © Fy Y 


und ay FO ist, eine Lösung, die y” wirklich enthält. Wir können 
sie also als die gesuchte dritte Lösung w der Gleichung U”f = 0 
benutzen. 

Wie man sieht, erfordert die Berechnung von w nur Differentia- 
tionen. Ein anderer analytischer Beweis hierfür wird später in einer 


Note gegeben werden. (Siehe S. 399.) 


Nach allem diesen hat die allgemeinste Differentialgleichung 
zweiter Ordnung in x, y, welche die Gruppe Uf gestattet, die Form 
F(u, v, w) = 0 


oder 
w — (u, v) = 0, 
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wo w den obigen Wert (18) hat, der sich kürzer so schreiben lässt: 


EN 
Tram! 
sodass 
de 
a === Blu, v) = 0 


diese allgemeinste Differentialgleichung wird. 
Theorem 36: Die allgemeinste Differentialgleichung zweiter 
Ordnung in x, y, welche die vorgelegte Gruppe 


in x, y gestattet, hat die Form 
dv 


Au == ®(u, v) = 0, 


wo ® eine arbiträre Function von u und v ist. Hier bedeutet 
u eine Invariante der Gruppe Uf, d. h. ein Integral der Dif- 
ferentialgleichung erster Ordnung 


während v eine Differentialinvariante erster Ordnung der 
Gruppe Uf ist, die sich durch Quadratur aus einer gewissen 
Riccati’schen Gleichung bestimmt. 


1 j i j i 1 Integra 
Die Form der allgemeinen Differentialgleichung zweiter Ordnung, integre. 


3 . y der Diffgl. 
die sich ergeben hat: n zweit Ord 
de 


Ia ~ Plu, o) =0 

lehrt unmittelbar, dass ihre Integration sich auf die einer Differential- 

gleichung erster Ordnung und ausserdem auf eine Quadratur zurück- 

führen lässt. Denn man kann sie als eine Differentialgleichung erster 

Ordnung zwischen den Veränderlichen « und v auffassen. Ist diese 

Differentialgleichung erster Ordnung integriert, hat man also etwa 
Y= p(u, a) (a = Const.) 


gefunden, so stellt diese Integralgleichung, da v die Grösse y enthält, 
eine Differentialgleichung erster Ordnung zwischen x und y dar. Nach 
$ 5, Kap. 13, gestattet dieselbe die infinitesimale Transformation 
_,0 êf 
U=5 BT 3 Jy’ 
d. h. nach Theorem 8 (§ 1 des 6. Kap.) verlangt ihre Integration nur 
eine Quadratur. 
Liegt andererseits eine Differentialgleichung zweiter Ordnung 
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2(z,y,y,y’) = 0 vor, von der man weiss, dass sie eine bekannte 
infinitesimale Transformation Uf gestattet, so wird man demnach zu 
ihrer Integration so verfahren: Man bestimmt die Invariante u und 
die Differentialinvariante erster Ordnung v der Gruppe Uf und drückt 


t on p dv 
dann etwa y, y, y als Functionen von z, u, v und w = zy aus. In- 


dem man diese Functionen in & = 0 substituiert, muss, wie nach dem 
Vorstehenden a priori klar ist, die Variabele x jedenfalls bei Auflösung 
der neuen Gleichung nach w sich ganz fortheben. Dann hat die vor- 
gelegte Differentialgleichung zweiter Ordnung die Form 
nd — Du, v) = 0 

und ihre Integration ist in der oben angegebenen Weise reduciert. 
Sie erfordert nach dieser Methode also die Integration einer Differen- 
tialgleichung erster Ordnung zur Bestimmung von u, darauf eine Qua- 
dratur zur Bestimmung von v, alsdann die Integration der Differential- 
gleichung erster Ordnung zwischen u und v und schliesslich noch 
eine Quadratur. 

Eine vollkommenere Integrationsmethode werden wir an einer 
späteren Stelle entwickeln. 


1. Beispiel: Sei 
Wir suchen alle Differentialgleichungen zweiter Ordnung, welche Uf 
gestatten. Hier ist offenbar 


Be RN >, 


Zu 
die Differentialgleichung für u, v, w. Es kam u = xæ, v= y gesetzt 
werden, also 
CEA 

du da 9° 
Sonach lautet die gesuchte Differentialgleichung allgemein 


vd y) = 0. 


w 


Schreiben wir sie so: 
dy , 
e — (x,y) = 0, 


so stellt sie eine Differentialgleichung erster Ordnung zwischen y’ und 
æ vor. Ihre Integration liefert etwa: 


y = p(z, a) 
und darauf eine Quadratur: 


y = /p(e, a)dx + b. 
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2. Beispiel: Sei 
x əf 
U= t 7z tY Ty 
so ist =, u setzen, da uf —0( ist. Ferner bestimmt sich v aus 
U’f=0. Aber offenbar ist Uf = Uf, sodass v=y gesetzt werden 


Daher ıst drittens: 
er kidy N 

du sdy — yds a 

=, 


darf. 


zu setzen, sodass die allgemeinste Differentialgleichung zweiter Ordnung, 


welche Uf gestattet, die Form hat: 
zy” Yy u 2 
= — ol,y)=0 
oder auch 
w(L,y,ay') = 0. 
In der zuerst geschriebenen Form kann sie als Differentialgleichung 
erster Ordnung 
ay Bw 
Fe o(2,y)—0 
a! 
x 
zwischen y und * aufgefasst werden. Ihre Integration liefert etwa: 
y = p(£, c) =Q. 
: PATIA OT, of : 
Diese gestattet, wie wir wissen, OEE y r Y Jy’ Das sieht man 
(Vgl. 3. Beispiel 


auch unmittelbar, da sie homogen in x und y ist. 
des & 3, 8. Kapitel.) Sie besitzt danach den Multiplicator 


1 


eh ) 
Y (Z, 


und ihre Integration verlangt somit nur noch eine Quadratur. 
Die Integration einer Differentialgleichung von der Form 


w2, y, zy") =0 
verlangt also die Integration einer Differentialgleichung erster Ordnung und 


darauf eine Quadratur, was übrigens längst bekannt ist. 


3. Beispiel: Sei 
Paa iE 
Uf =r 
so ist: 
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„ Re 7 əf Ea öf 
U= =I ey Jy 
Wir können 
u=y, v=ay 
setzen und also: 


_ dv _ _ady+yda _ syf —y _ ry’ 
u = = rg = l 
du dy y y 2 
oder auch kürzer w = F In der That ist dann 
U” w ze sA z TF =i 


Die allgemeinste a a Ih zweiter Ordnung, 2r das 
jetzige Uf gestattet, hat demnach die Form 


z ġa r, 
ra E D(y, sy) =0 


oder 


d(zy , 
IO O By zy) — 1-0. 


Sie ist als Differentialgleichung erster Ordnung zwischen xy und y 
aufzufassen, deren Integration etwa liefert: 
zy — p(y, a) = 0. 
Diese ee OE aung erster Ordnung zwischen x und y gestattet 
Uf = 5! und besitzt mithin den Muitiplicator +2. iie Inte- 
0% zp(y a) 
gration verlangt also noch eine Quadratur. 
Jede Differentialgleichung zweiter Ordnung von der Form 


7 Oly sy) =0 


verlangt zur Integration die einer Differentialgleichung erster Ordnung 
und eine Quadratur, was natürlich längst bekannt ist, 
Um auch einmal ein Beispiel rechnerisch durchzuführen, sei 
sy” — ay’+y=0 
vorgelegt. Diese Differentialgleichung hat die obige Form, denn sie 
lässt sich so schreiben 
+ i=0 
oder 
dlæy) D , 
Zr us 
d lg (zy) = dy 
und giebt einmal integriert: 


oder 


Ss 
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xy = ae 
oder 
du BE, 
edy ~ 


Integrieren wir nochmals, so kommt 
— e" = algxz— b 
oder 
y = — lg (b — a lg z). 
4. Beispiel: Wir wollen zeigen, dass jede lineare Differentialgleichung!;jvesre Dit 
zweiter Ordnung: 


(19) y” + Keay + Xa)y+ X) = 0, 

sobald eine particulare Lösung der sogenannten verkürzten Gleichung 
zwischen 2 und x: 

(20) 2" + X2)? + X(z)e = 0 

bekannt ist, auf eine lineare Differentialgleichung erster Ordnung redu- 
ciert werden kann. Diese bekannte Theorie lässt sich nämlich folgen- 
dermassen aus unseren allgemeinen Principien ableiten: 

Ist y irgend eine Lösung von (19) und z eine bekannte particu- 
lare Lösung von (20), so ist offenbar auch y + z Const. eine Lösung 
von (19). Dies können wir auch so aussprechen: Die Differential- 
gleichung (19) gestattet die Transformationen: 

t =x, Yy =y + el), 
die eine eingliedrige Gruppe mit der infinitesimalen Transformation 


7 x of 
Uf = a(z) PT 
bilden. Da also (19) diese bekannte infinitesimale Transformatioun 


zulässt, so verfahren wir nunmehr nach den oben gefundenen Regeln. 
Es ist bier u =g anzunehmen. Da ferner 
p of reo Of 
T = nd > 
U Í z(x) öy + 5 (x) öy?’ 
also v Integral des simultanen Systems 
dz dy _ dy 
o  z(æ) 2) 
ist, so kann 
v= zyj — žy 
angenommen werden. Dann wird 
— dv _ zdy — zdy 4+ zly dx — z” ydg 
w=; = —— nn 
du ds 


= zy” = gy. 
Die Gleichung (19) muss sich demnach auf die Form bringen lassen: 


zy’ — ey — B(x, zy — z y) = 0. 
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In der That brauchen wir zu dem Zweck nur ® linear in zy — 7y 
anzunehmen. Dann haben wir nämlich 


(21) gy” — zy + ala) (ey — zy) + ul) = 0. 
Der Vergleich von (19) mit (21) giebt wegen der Identität (20): 
22) 21= X (x) u= z(s)X, (x). 


Da (21) die Form 
de 


Get a(u)v + ulu) = 0 
hat und dies eine lineare Differentialgleichung erster Ordnung in u, v 
ist, so ergiebt sich in bekannter Weise (vgl. 5. Beispiel des $ 3, 
8. Kap.): 

v= gy — /y= Pa (— Suef““ dx + a) 
oder nach (22): l 

zy — iy = el S da + a). 

Dies ist eine me erster Ordnung zwischen % und y, 
die, weil sie Uf = e(z) 3 Í gestattet, linear sein muss (vgl. das citierte 


Beispiel), was auch wirklich der Fall ist. Sie giebt also integriert 
y-i ee dx + a) s + b} : 
5. Beispiel: Die sogenannte verkürzte lineare Differentialgleichung 
zweiter Ordnung 
YrKady+ X(z)y =0 
gestattet offenbar jede Transformation 
vı = 2, Yı = CY, 
also auch die infinitesimale 


Uf=y 


Sie kann daher auf eine Differentialgleichung erster Ordnung zurück- 
geführt werden. Bei dem jetzigen Uf ist u == x und wegen 


UE EE TETE” 1a 


auch v = A zu setzen. Nun ist 
a = dv pilica; UTE - 
2” du `~ y? 
Die vorgelegte Differentialgleichung muss auf die Form 


de 
du 


reducibel sein. In der That geht sie, wenn 


— (u v) = 0 
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r 72 N dv 
mEn, y=w, Y=yw+t)=y(f +») 
substituiert wird, über in 


EHP + X uo + Xu) = 0. 


Dies ist eine Riccati’sche Gleichung zwischen u und v. Ist sie inte- 
griert, so findet man alsdann durch eine Quadratur das Integral der 
vorgelegten Differentialgleiehung zweiter Ordnung. Diese Reduction 
ist übrigens längst bekannt. 


§ 6. Andere Integrationsmethode für Differentialgleichungen zweiter 
Ordnung mit bekannter infinitesimaler Transformation. Weitere 
Ausführungen und Beispiele. 


Wir gaben im vorigen Paragraphen eine Methode an, wie man 
zur Integration einer vorgelegten Differentialgleichung Q(z, y, y, y’)=0 
mit einer bekannten infinitesimalen Transformation Uf verfahren kann. 

Ein zweiter Weg ist nun dieser: Wir führen canonische Veränder- 
liche der Gruppe Uf ein. Dies verlangt ausser der Integration der 
Differentialgleichung 


nur eine Quadratur (vgl. Satz 4, $ 2, Kap. 5). Seien x, ) die neuen 
Veränderlichen. Uf nimmt durch Einführung derselben die Form 
mE an. Nach dem 1. Beispiel des $ 5 (und nach Satz 4, $ 1 dieses 
Kapitels) muss alsdann Q(x, y, y, y) = 0 notwendig übergehen in 
eine Gleichung von der Form 
di , 

dr — e, y) =0, 
die wir durch Auflösung der in g, y geschriebenen Gleichung 2 = 0 

day 
=f 
Ordnung zwischen Y und x, nach deren Integration eine Quadratur i) 
liefert. 

Demnach verlangt dies zweite Verfahren zur Integration von 

2 = 0 nach einander die Integration einer Differentialgleichung erster 
Ordnung, eine Quadratur, die Integration einer zweiten Differential- 
gleichung erster Ordnung und endlich noch eine Quadratur, d. h. genau 
ebensolche Operationen wie das erste. Factisch ist ja auch diese Me- 
thode nur ein specieller Fall der früheren, denn g ist genau dasselbe 
wie das frühere « und 


nach 4" erhalten. Es ist dies eine Differentialgleichung erster 
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ist eine Differentialinvariante (vgl. S. 284). 

Theorem 37: Gestattet eine vorgelegte Differentialgleichung 
zweiter Ordnung zwischen x und y: Q(x, y, y, yY") = 0 eine be- 
kannte infinitesimale Transformation in x, y, so kann man 
ihre Integration leisten durch die Integration einer Differen- 
tialgleichung erster Ordnung in z, y, eine darauf folgende Qua- 
dratur, die alsdann auszuführende Integration einer zweiten 
Differentialgleichung erster Ordnung in zwei Veränderlichen 
nnd schliesslich noch eine Quadratur. 

Später wird, wie wir schon bemerkten, die Integration von 
Q = 0 auf die einer Differentialgleichung erster Ordnung und Qua- 
dratur zurückgeführt werden. 

Hervorheben wollen wir noch, dass die Methode des vorigen Para- 
graphen, bestehend in der Verwertung einer Invariante v von U’f, 
noch einen gewissen Grad von Beweglichkeit besitzt. An Stelle von 
v nämlich kann offenbar jede Function von u und v, die v wirklich 
enthält, benutzt werden. Es gereicht dies der Methode zum Vorteil, 
denn man ist dann in der Lage, unter den verschiedenen Functionen v 
eine solche auszuwählen, deren Benutzung am bequemsten zum Resul- 
tate führt. So hätten wir im vorigen Paragraphen bei der Integration 
der linearen Differentialgleichung (4. Beispiel) an Stelle von 


v = gy — zy 
irgend eine Function von u und v, also von x und zy — zy benutzen 
y 
" r ty — vr - = 
können, z. B. auch = Aa Die damals benutzte Function v 


aber führt am bequemsten zum Ziele. 


Diffgl. zweit. Schliesslich machen wir noch auf den wichtigen Umstand aufmerk- 


und, di 


keine inf. sam, dass nicht jede Differentialgleichung zweiter Ordnung zwischen x und y 


Tir. 


zu- 


lassen. eine infinitesimale Transformation in x, y gestattet, während, wie wir 


wissen, jede Differentialgleichung erster Ordnung immer eine solche, 
ja unendlich viele zulässt (vgl. Satz 8, § 4 des 6. Kap.). Z.B. gestattet: 


y” — e — e — zry = 0 


keine infinitesimale Transformation. Dies ist leicht nach Theorem 35 
des § 3 einzusehen. In dem damals gegebenen Kriterium wäre nämlich 


o = r p e p y 


zu setzen. Alsdann lautet die Bedingung: 
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my) ter + ay) = + 

oo u aM EIN EOE aA 
Die hier nicht mitgeschriebenen Glieder sind frei von y oder mit y 
oder y'? behaftet und enthalten ausserdem nur die Differentialquotienten 
von & und n. Diese Relation soll für jedes z, y, y bestehen. Da & 
und y andererseits nur x, y enthalten, so resultieren offenbar zunächst 
die beiden Bedingungen: 


ny — 2E, — 36, y = 0, 
nz + (ny — Ey — by Y? = 0, 
deren erste liefert £, = 0, n, = 2&,, deren zweite 1z = 0, ny = Ëx, 


d. h. es ist Es — ny, = O und & und y sind Constanten. Nun schrumpft 
unsere Relation zusammen auf 


Ey + yz =0 
d. h. &=n==0. Es giebt demnach keine infinitesimale Transfor- 
mation P +n 5E in z, y, welche die Differentialgleichung: 
y — e” — e — ry= 0 
invariant lässt. 

Der analytische Grund dafür, dass es zwar stets infinitesimale 
Transformationen giebt, welche eine vorgelegte Differentialgleichung 
erster Ordnung invariant lassen, dagegen nicht stets eine solche, die 
eine vorgelegte Differentialgleichung zweiter Ordnung invariant lässt, 
ist leicht einzusehen. 

Dafür nämlich, dass die Differentialgleichung erster Ordnung 


RE) 
Y = Zeh = pley) 


die infinitesimale Transformation Bet +n st gestattet, ergab sich das 
Kriterium: 


DE DE 0X 0X on On oY ‘Y 
am ur Ta rt 
ee: en Y 


(vgl. $ 2 des 6. Kap.) oder: 
€ ô 
nz + (ny — &)9 — Esp’ — È e =M b = 

Es enthält dies nur x und y, nicht y. Nimmt man also & irgendwie 
an, so ist dies eine partielle Differentialgleichung erster Ordnung für n, 
welche sich stets erfüllen lässt. Dagegen enthält das Kriterium des 
Theorems 35 des § 3 für die Invarianz von 

y” — olz, y, y) = 0 


Lie, Differentialgleichungen. 25 
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bei der infinitesimalen Transformation é s£ Fn er ausser x, y noch y. 


Es sollen aber & und 7 frei von y sein. Dies Kriterium zerfällt also 
in eine Anzahl von Differentialgleichungen zur Bestimmung von £ 
und y, da es für jedes y' bestehen muss, und es ist, wie unser obiges 
Beispiel lehrt, wohl möglich, dass diese Gleichungen sich nur durch 
&E==n==0 erfüllen lassen. 

Weil jene Bedingung bei gegebenem w in eine Anzahl Relationen 
zwischen &, 7 und ihren Differentialquotienten zerfällt, ist es anderer- 
seits häufig leicht, eine oder einige infinitesimale Transformationen 
anzugeben, welche y” — œ = gestattet. Wir werden dies an einem 
unten folgenden Beispiele sehen. 


Wir geben hier in aller Kürze die Verallgemeinerung des Theorems 36 
des $ 5 für Differentialgleichungen höherer Ordnung an. Es liege eine 
infinitesimale Punkttransformation 


Velten, 
vor. Wir können nach allen Differentialgleichungen m" Ordnung: 

ye — Ulang DM) = 0 
fragen, welche Uf gestatten. Wir fanden, dass man, um alle Differential- 
gleichungen zweiter Ordnung zu erhalten, welche bei Uf invariant bleiben, 


so vorgehen kann: Man bestimmt die Invariante w von Uf und eine y 
enthaltende Invariante v der einmal erweiterten Gruppe U’f. Alsdann ist 


Te eino Invariante der zweimal erweiterten Gruppe U”f und 
dv 
da == Dlu, v) — 0 
die allgemeinste gesuchte Differentialgleichung zweiter Ordnung. Um nun 
invariante Differentialgleichungen dritter Ordnung zu erhalten, hat man die 


eine Invariante der dreimal erweiterten Gruppe U’”’f gleich Null zu 


de 
d r 
2 du s c . ev, 
setzen. Nun kann man zeigen, dass 3% = Ju? ne solche y enthal- 


o 5 l 

tende Invariante ist, also jede andere eine Function von u, v, I= und 
2 
Fa sein muss. Demnach ist: 

d?v ( A E 

aa — od U, V, aa = 
die allgemeinste gesuchte Differentialgleichung dritter Ordnung. 

So findet man überhaupt, dass die allgemeinste Differentialgleichung 
m“ Ordnung 
y™ — Q(z, Yy y aes JEH) — 0, 


welche Uf gestattet, die Form hat: 
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Aufgefasst als Differentialgleichung in w und v ist sie nur von (m — 1)!" 
Ordnung. 
Liegt eine Differentialgleichung m 
ym) me x, Y y an ya) = 0 
vor, welche cine bekannte infinitesimale Punkttransformation Uf gestattet, so 


wird man also durch Integration der gewöhnlichen Differentialgleichung 
erster Ordnung 


Ordnung 


ihr Integral u bestimmen, alsdann in bekannter Weise vermöge einer 
Quadratw v berechnen und nun die vorgelegte Difierentialgleichung auf 


die Form 

ar y ( dv ae 

a er ar a) 
bringen, was nur ausführbare Operationen erfordert. Es ist dies eine 
Differentialgleichung (m — 1)" Ordnung in u und v. Hat man sie inte- 
griert, also etwa gefunden: 


v— flus Ci, Ca m) O, 


so stellt diese Integralgleichung, aufgefasst als Differentialgleichung erster 
Ordnung zwischen x und y, eine bei Uf invariante Gleichung vor. Mithin 
bestimmt sich schliesslich y als Function von x und m Constanten durch 
eine weitere Quadratur. 


1. Beispiel: Vorgelegt sei 


U s 
Hier kann, wie wir wissen: 
u= s, v=y 
gesetzt werden, also: 
dv LE JK 
ea TR 
dame Ir 
du I 
sodass die allgemeinste Differentialgleichung m“ Ordnung, welche Uf ge- 
stattet, die Form hat: 
yım) a D(z, J, y” T y=) = 0, 
d. h. frei von y ist. In der Form geschrieben: 
an y ‚dw dl 
nt olny g me) = 0 
ist sie eine Differentialgleichung (m — 1)® Ordnung zwischen x und y. 


pa 
25" 
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2. Beispiel: Sei 
(23) Y F Imig H- Xy + I=, 


wo Xm—1ı*'- X,, X, Functionen von x allein bedeuten, eine vorgelegte 
lineare Differentialgleichung m‘ Ordnung und z eine bekannte particulare 
Lösung der sogenannten verkürzten Gleichung zwischen x, z: 

(24) Ze HK PD +. + NO. 


Alsdann ist mit y auch y + z. Const. eine Lösung von (23), d. h. die 
Differentialgleichung (23) gestattet die infinitesimale Transformation 


U ZO 


welche y um z6t vermehrt. Uf hat die Invariante u == æ und die Diffe- 

rentialinvariante v = zy — Zy. Die Gleichung (23) lässt sich daher als 

Differentialgleichung (m — 1)” Ordnung zwischen u und v schreiben. Da 
Be: u r f dv u r 7 d’v_ h m m rer vor 

un v=ey—ey, VEN Zar —E y Hey —z y 

u. s. w. und somit 

5 v A ” l1 dv , Z m alas eaei n A AT i 


Gd N u _- Y — - -1- t v 
J rn . 2 du ' 28 7 z du? 2: du I g3 I I 


u. s. w. ist, und da 2 überdies die Gleichung (24) identisch erfüllt, so 
stellt sich die neue Gleichung als eine lineare Differentialgleichung (m — 1)‘ 
Ordnung zwischen w und v dar. Diese Reduction ist längst bekannt. 

8. Beispiel: Die verkürzte lineare Differentialgleichung 


Y + nad + Gy = 0 


gestattet die infinitesimale Transformation 


denn mit y ist auch y- Const. eine Lösung derselben. Uf hat die In- 
variante u =g und die Differentialinvariante v=. Also lässt sich 
die vorgelegte Gleichung auf eine Differentialgleichung (m — 1)" Ordnung 


zwischen u und v zurückführen. Es ist zu setzen 


C Pena no dv Poa dv 
n= V UL e E y (++ e), 


u. s. w. Macht man diese Substitutionen, so hebt sich der Factor y 
überall fort und es ergiebt sich in der That eine Differentialgleichung 
(m — 1)'® Ordnung zwischen u und v, die aber nicht linear ist. Auch 
diese Reduction ist lange bekannt. 

Was für die Differentialgleichungen zweiter Ordnung schon galt, gilt 
in noch höherem Grade für die höherer Ordnung: Es giebt Differential- 
gleichungen m!" Ordnung, welche keine infinitesimale Punkitransformation 
gestalten. 
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Wir wollen nunmehr noch einige Beispiele zu den Entwickelungen 
dieses Kapitels überhaupt geben. 

1. Beispiel: Die œœ? Geraden der Ebene sind die Integralcurven Beispiele. 
der Differentialgleichung 

y = 0. 

Wir fragen nach allen infinitesimalen Punkttransformationen, welche 
diese Differentialgleichung invariant lassen, also jede Gerade der Ebene 
wieder in eine Gerade überführen, d. h. nach allen infinitesimalen pro t 
jectiven Transformationen der Ebene. 

Nach Theorem 35 des $ 3 haben wir, weil in unserem Falle 
œo = Q ist, ë und n der Bedingung zu unterwerfen: 


24 Ey? + (m — 2) Y + (Ney — Erz) Y F ne = 0. 


Sie zerfällt, da & und 7 nur z und y enthalten sollen, in die vier 
einzelnen: 


Eyy — 0, Nyy Bey =e 0, 2n2y un Er = 0, Nr = 0. 
Die erste und letzte lehren, dass & und n die Form haben: 
£ = Xy+ Xo n=Yr+ Y, 
wo X, X, nur g und Y, Y, nur y enthalten. Die beiden mittleren 
Bedingungen lassen sich einmal integrieren und geben: 


ny — 2b: = X, (2), s — 2n, = Y, (y), 
Bë = — 2X, — Y, 3ņ =— 2Y — X 

wird. Vergleichen wir dies mit den obigen Ausdrücken für & und n, 
so kommen die Forderungen: 

3Xy + 3X; = — 2 —Y, 

3Yr + 3Y; = — 2Y, — X.. 
In der ersten kommt y links linear und rechts nur in Y, vor. Dem- 
nach ist Y, linear in y und also von der Form 


sodass 


ı = — 83cy — 3d, 
wo c und d constant sind. Ganz analog wird 
X, = — 3ax — 3b. 


Nunmehr hat y in der ersten unserer beiden Bedingungen links den 
Coefficienten 3 X’, rechts 3c, daher ist 


X =c und analog Y = 
also 


X=cı+y, Y=ay-ta. 


Jetzt liefern unsere Forderungen noch: 
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X; = 2ax + 2b+d, 
Y'= 2cy + 2d 4b, 


X, = a? + (2b + d)e + f, 
Y, = cp + (24 + b)y +6. 
Wir haben also zu setzen: 
£ = (ex + y)y + as? + (2b + d)y + B, 
n= (ay + ajs + cy + (2d +b) + ò. 
Bezeichnen wir die Constanten anders, so finden wir folglich, dass 
jede infinitesimale projective Transformation der Ebene die Form hat: 


Uf = (a + cz + dy + har+kay); + 
+ (b + es + gy + hay + ky?) $E- 


Sie enthält acht willkürlich annehmbare Constanten, setzt sich also 
linear mit arbiträren constanten Coefficienten aus den acht besonderen 
zusammen: 


also: 


of © of ef of of 
ba? y? Fin YFar Typ Yap? 


erg 

z? ex + wy ey? 
Man vergleiche hiermit die in $ 4 des 4. Kap. über die infinitesimalen 
projectiven Transformationen gemachten Bemerkungen. Die jetzige 


Ableitung hat den Vorzug, dass sie keinerlei Sätze aus der projectiven 
Geometrie entlehnt. 


zy Lp pl. 


ey 


2. Beispiel: Bine gewöhnliche Differentialgleichung zweiter Ord- 
nung zwischen den Coordinaten x, y in der Ebene definiert 00° Ourven. 
Wenn z, Y, die Coordinaten des zum Punkte (x, y) gehörigen Krüm- 
mungsmittelpunktes einer Integraleurve sind, so drücken sich bekanntlich 
x, und y, durch z, y, y y” aus, und umgekehrt lassen sich y und y” 
durch z, und y, ausdrücken. Demnach können aus einer vorgelegten 
Differentialgleichung 

Q(z, y, Y, y) = 0 
y und y” entfernt und dafür x, und y, eingeführt werden. Die Inte- 
gralcurven sind alsdann definiert durch eine gewisse Relation zwischen 
den Coordinaten der Curvenpunkte (x, y) und ihrer Krümmungsmittel- 
punkte (z,, yı) Unter Umständen kann man aus dem geometrischen 
Sinn dieser Relation ohne weiteres erkennen, dass die Curvenschar 
eine bekannte infinitesimale Transformation gestattet und die Inte- 
gration also nach unseren Regeln zu vereinfachen ist. Natürlich kann 
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jene Relation noch in mannigfacher Weise abgeändert werden, je 
nachdem man diese oder jene Bestimmungsstücke als Coordinaten der 
Punkte (x, y) und (%1, Y1) benutzt. Einige Beispiele sollen dies er- 
läutern. 

Man soll alle Curven finden, welche durch eine Relation zwischen 
Radiusvector r des Curvenpunktes, Krümmungsradius ọ desselben und 
dem Winkel y des Radius- 
vectors r mit dem Krümmungs- 
radius ọ definiert werden: 

ar, ọ, Y) = 0. 
(Fig. 33.) Es ist klar, dass 
eine solche Curve bei einer 
Rotation um den Anfangspunkt 
in eine ebensolche übergehen 
muss. Ihre Differentialglei- 


Fig. 38. 


chung gestattet mithin die infinitesimale Rotation -yz te - 
Zur Integration werden wir canonische Veränderliche dieser Rotation 
einführen, also Polarcoordinaten, den Radiusvector r und den Winkel 
desselben mit der «-Axe. Nach den zu Anfang dieses Paragraphen 
gemachten Bemerkungen muss alsdann die Differentialgleichung, ge- 
schrieben in r, p, die Form haben 

p — rg) =0, 


wo ai, p = = ist. Sie stellt sich also als Differentialglei- 


chung erster Ordnung zwischen r und p dar. Ihre Integration liefert 
etwa: 
g = o(r, a) 

und eine Quadratur: 

p for, a)dr + b, 
daher: Ist eine Curvenschar in der Ebene dadurch definiert, dass eine 
Relation zwischen Radiusvector, Krümmungsradius und dem Winkel 
beider besteht, so verlangt ihre Destimmung nur die Integration einer 
Differentialgleichung erster Ordnung und eine Quadratur. 

Wir wollen mit r den Winkel der Tangente der Curve mit der 
x-Axe bezeichnen. Angenommen, es bestehe eine Relation zwischen 
xæ, t und ọ: 

Q(x, t, ọ) = 0. 
Wenn wir eine solche Curve längs der y-Axe verschieben, so bleiben 
z, t und ọ ungeändert, d. h. sie geht in eine ebensolehe Curve über. 
Mithin gestattet die Differentialgleichung der Curvenschar die infini- 
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tesimale Translation er Sie ist mithin, geschrieben in x, y, frei 


von y, also von der Form: 

dy 

dx 
Demnach: Ist eine Curvenschar in der Ebene durch eine Relation 
zwischen der Abscisse, der Tangentialneigung und der Krümmung im all- 
gemeinen Curvenpunkte definiert, so verlangt ihre Bestimmung nur die 
Integration einer Differentialgleichung erster Ordnung und eine Quadratur. 

Sei © der Winkel, den der Strahl von O nach dem Krümmungs- 
mittelpunkte mit der x-Axe bildet. „Es bestehe eine Beziehung 
Q(g, t, 0) = 0 
zwischen den drei Winkeln ọ, r, ©. Eine Curve möge also dieser 
Relation genügen. Vergrössern wir dieselbe vom Anfangspunkt aus, 
so bleiben @, t und ® ungeändert, d. h. auch die neue Curve erfüllt 
die Relation. Demnach gestattet die Differentialgleichung aller der- 
artigen Curven die infinitesimale Ahnlichkeitstransformation 
e ð 
x = Ey n j 

Die Grössen p = arctg > und u = lg Vx? F y? sind canonische Ver- 
änderliche derselben. Wenn wir also die Differentialgleichung in ọ 
und « schreiben, so wird sie von der Form: 

A -j Dy, w)= 0, 


du . i ` i 6 
wo w = TE ist. Also sehen wir: Wird eine Schar von oo? Curven 


durch eine Relation zwischen der Richtung des Badiusvectors eines all- 
gemeinen Curvenpunktes, der Richtung der Tangente desselben und der 
Richtung des Radiusvectors des zugehörigen Krümmungsmittelpunktes defi- 
niert, so verlangt ihre Bestimmung nur die Integration einer Differential- 
gleichung erster Ordnung und eine Quadratur. 


7 oa, y) = 0, 


Kapitel 17. 


Differentialgleichungen zweiter Ordnung in æ, y, welche mehrere 
infinitesimale Transformationen gestatten. Gruppen von infinitesimalen 
Transformationen. 


Im vorigen Kapitel entwickelten wir eine Integrationstheorie einer 
Differentialgleichung zweiter Ordnung mit einer bekannten infinitesi- 
malen Transformation. Nun aber ist es wohl möglich, dass eine solche 
Gleichung mehrere bekannte infinitesimale Transformationen gestattet, 
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und man wird es plausibel finden, dass in einem solchen Falle das 
Integrationsgeschäft noch weiter vereinfacht werden kann. 

Demnach werden wir in diesem Kapitel überhaupt den Inbegrift 
der bekannten infinitesimalen Punkttransformationen betrachten, welche 
eine vorgelegte Differentialgleichung zweiter Ordnung in x, y gestattet, 
und werden dadurch zu einem sehr wichtigen neuen Begriff, zu den 
Gruppen von infinitesimalen Transformationen geführt werden. 

In den folgenden Kapiteln werden wir diese Theorien weiter ent- 
wickeln und verwerten. 

In § 1 werden wir zunächst einen wichtigen Hülfssatz ableiten, 
den wir in § 2 anwenden müssen. 


$ 1. Erweiterung eines Klammerausdruckes, 


Eine infinitesimale Transformation: 
“ g C 
ven A +9 A 
kann, wie wir wissen, durch Mitberücksichtigung der Transformationen 
des ersten, zweiten u. s. w. Differentialquotienten y', y”- -- erweitert 
werden. Die erweiterte Transformation bezeichneten wir — und wollen 
das auch jetzt thun — mit U’f, U”f u. s. w. 

Liegen nun zwei infinitesimale Transformationen U,f und Uf 
vor, so kann man den Klammerausdruck (U,T,) bilden, der wiederum 
eine infinitesimale Transformation in x, y darstellt, und ihn der Er- 
weiterung unterwerfen. Wir werden die erweiterten Klammerausdrücke 
mit (U, U), (U LU)” u. s. w. bezeichnen. Andererseits kann man nun 
auch mit den erweiterten infinitesimalen Transformationen U,'f, Uf; 
Uf, U; f u. s. w. die Klammerausdrücke (U; Uy), (U, Uz) u. s. w. 
bilden. 

Nahe liegt die Vermutung, dass dann 


C E 
(U, Uy = (U Ur) 


u. s. w. ist, denn es stimmen die Ausdrücke links und rechts sicher 


in den Coefficienten von ri und L überein, die nur x, y enthalten. 


Wir werden beweisen, dass jene Identitäten in der That richtig sind. 


Um den Beweis durchzuführen, brauchen wir einen Satz, den wir Halfssatz. 
gleich jetzt angeben: 

Satz 1: Stehen q symbolische Ausdrücke Vf, Vaf -:- Vf zu zwei 
Symbolen Wif, Wf in Beziehungen von der Form: 
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WW) = alt Taler, 
(Pi Wa) = Ba Vaf + + Bia Vaf 
G=42...9, 
wo die œ und B irgend welche Functionen der Veränderlichen bedeuten 
sollen, so besteht auch zwischen jedem Vf und (W,W,) eine solche 
Relation: 
(VW, W,)) = Pa Vif + daa ae Peali 
G=1,2:::9), 
wo die y Functionen der Veränderlichen sind. 
Der Beweis liegt in der Jacobi’schen Identität (vgl. § 4 des 
10. Kapitels). Es besteht nämlich identisch die Relation: 


(PW) Wa) + (W: Wa) V) + (WV) Wi) = 0. 


(V:W,) und (V; W,) sind nach den Voraussetzungen unseres Satzes 
linear ausdrückbar durch V,f--- Vf, sodass: 


(V: W,) Wa) = aia (Vi Wa) ++ tiel Va Wa) — 
— Wan nf — Wa: Vf 
wird. Hierin sind nach den gemachten Voraussetzungen die 
(Vi Wa) + -+ (Pa Wa) 
lineare Ausdrücke der V,f--- V,f und die W,«;; gewisse Functionen 
der Veränderlichen, d. h. auch (( V; W3) W,) drückt sich linear durch 
V,f---V,f aus. Dasselbe gilt von ((W,V;)W,) oder — ((V;W,)W\). 
Die obige Jacobi’sche Identität zeigt mithin, dass sich auch (( W, W,)V:) 
oder (Y;(W,W,)) linear durch Y,f--- V,f ausdrückt, womit Satz 1 


bewiesen ist. 


Wir kommen nun zum Nachweis dafür, dass der Klammer- 
ausdruck (U, U,) zweier erweiterter infinitesimaler Transformationen 
Uf und Uyf gleich der Erweiterung des Klammerausdruckes (U, U,) 
zwischen den ursprünglichen Transformationen U,f und U,f ist. Man 
könnte den Nachweis direct führen, indem man (U; Uy) wirklich be- 
rechnete und zeigte, dass dieser Ausdruck die Erweiterung von (U,T,) 
ist. Aber das erfordert ausserordentlich lange Formeln. Deshalb 
schlagen wir einen kürzeren Weg ein, indem wir ein Verfahren be- 
nutzen, das freilich zunächst wie ein Kunstgriff aussieht, während es 
in Wirklichkeit nur ein specieller Fall einer allgemeinen Methode ist*). 


*) Insbesondere sei bemerkt, dass man in dieser Weise eine wesentlich ein- 
fachere Begründung der Theorie der Differentialinvarianten als in Lie’'s „Theorie 
der Transformationsgruppen“, Abschn. I, bearbeitet unter Mitwirkung von Engel, 
Leipzig 1888, geben kann. 
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Sei Nachweis, 
d 

U —— u of 47 af (00) = 

if Jx! 1 Fy (U,Ua) ist. 


eine vorgelegte infinitesimale Punkttransformation, die wir einmal 
erweitern, sodass sich ergiebt: 
2 ð G a) 
ur=bzitnditn jp» 

wo n der bekannte Ausdruck in den ersten Differentialquotienten von 
£, n und in y’ ist; wie wir wissen (vgl. $ 3 des 13. Kapitels) lässt 
sich 7° kurz so schreiben: 

A: ‚de 

Na I ar 
wenn hierin die Differentiation nach x total aufgefasst wird, d. h. 


allgemein: 
RE n a 


gesetzt wird. Bezeichnen wir dieses Operationssymbol mit Bf, setzen 
wir also: 


-Öf 
Br dx a Y y? 
so wird folglich: 


=Bn—yB& 
und U’f kann nunmehr so geschrieben werden: 
en ef of 
(1) T= ga t 1 $E + (Br — y B3) $6. 


Das Zeichen Bf kann ebenso wie Uf als das Symbol einer infinitesi- 
malen Transformation aufgefasst werden, und in dieser Auffassung 
wollen wir den Ausdruck B(U’f) — U'(Bf), also den Klammer- 
ausdruck (B U’), berechnen. Offenbar kommt: 


BUN-vBN=( E er 

— (By — y Bi) Heh 
Den Coefficienten ọ von 2 haben wir nicht ausgerechnet, weil er 
nicht gebraucht wird. Der Coefficient von a ist nun DE, der von 
u ist YBE, sodass sich ergiebt: 

BU) = BE (E+ y 3E) + e 3b, 


oder also, wenn noch der Ausdruck 


TE 
C, A 
em 
gesetzt wird: 
(2) (BU) = BE. Bf + elf. 
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Ferner ıst nun 


(cv) = auf) — UON = — Bein, 
d. h.: 
(8) (CV) = 00f. 

Nach (2) und (3) drücken sich also (BU’) und (CU’) linear 
durch Bf und Cf aus. 

Liegt nun nicht eine infinitesimale Transformation Uf, sondern 
liegen zwei vor: U,f und U,f, so werden sich (BU/), (CU) und 
(BU,), (CU,) alle vier linear durch Bf und Cf ausdrücken. 

Nach unserem Satz 1 (in welchem jetzt Bf, Cf die Rolle der 
Vf und U/f, Uyf die der W,/, W,f spielen und q = 2 ist) ergiebt 
sich demnach, dass auch 

(B(U;'U,)) und (C(U; Uz) 
sich linear durch Bf und Cf ausdrücken. 
Es sei nun etwa: R 
(U, U.) = £ ir +7 S, 
sodass nach (1): 
(U, 0y =E +i jy t (Ba vBh;y 
ist. Da nun (U; Uy) mit (U,U,y jedenfalls in den Coeffieienten von 


sL und sE übereinstimmt, so ist (U, U,) von der Form: 
try’ z öf - êf ef 
U rei 


Bedenken wir, dass BAE +y- Ji ist, so kommt also: 


dy 
(BU Ur) = BE. ĈE 4 (Ba — o) $E +a $6, 
wo wir den Coefficienten ọ von 5 nicht ERS E haben. Dieser 
Klammerausdruck muss sich aber, wie bewiesen, durch Bf und Of 
ausdrücken, also die Form haben: 
(BUD =A4Bf + pOf =a (E+ y E) He 
Es ist deshalb, wie der Vergleich lehrt, 


A= BDE 
und 
y BE = B] — v 
oder: 
= B] — y' BE. 
sodass 
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B 


Wut + (Ba — y BS) EL, 
, (U; Ux) = (U, 0Y 
ist. 

Satz 2: Liegen zwei infinitesimale Punkttransformationen U,f und 
U,f in x, y vor, so ist der Klammerausdruck der einmal erweiterten 
infinitesimalen Transformationen (U; Uy) gleich der Erweiterung des 
Klammerausdruckes der ursprünglichen Transformationen, also: 


(U Ux) = (U, U). 


Ganz ähnlich stellt sich der Beweis für die zweimalige Erweiterung Nana 


dar. In diesem Falle benutzen wir als Hülfsausdrücke die Symbole: (" u hes 
En Al, , of „ ôf 
Bf= js tY ytl mw 
und 
"F ef F 
CEO 


Alsdann lautet die zweimal erweiterte infinitesimale Transformation 
mA ON sf Ea af m r 
mit Hülfe der neuen Zeichen so: 
nr of ‚ of un f 
U= tsi t nita gy t Bid 
denn es ist ja (vgl. § 2 des 16. Kapitels): 
[23 d f LA dé 
(ein: 
wenn die Differentiation a æ total ist, d. h. 
U =g E „on __ 
u: Ly +y gy SP, 
a$ $ a v 
dx ðs TY oy 
Bildet man nun 


En 
1/23 


(BU)= B(U") — UX(BN), 


so kommt: 
m B o > ae 

We BESE + Bug + Bu i e 

öf 


ams Y zu 
Er 


— (Bn — y" B'E) a +6 Er 
oder, da 

1 = Bq — y B$ 
war, also auch (weil & und y frei von y’ sind): 
n==Bn—yB% 
ist: 
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Buero 
= BE. BF + CT. 
Ferner ist: 
(CU) = — B'E. CT. 
Liegen also zwei infinitesimale Transformationen U,f und U,f vor, 
so können wir auf diese Weise zeigen, dass (B’U,”), (D'U), (CUC), 
(C’D,”) sich linear durch B'f und C’f ausdrücken, sodass nach Satz 1 auch 
(4) (B (U; U ))=ABf+ uC'f 
sein muss. (U, U, ) stimmt mit (U,U,)' in den Coefficienten von 


of wor of 
Da’ dy’ ôy 


ähnlicher Weise wie oben, 


überein. Mit Hülfe der letzten Formel findet man in 


selben sind. Wenn nämlieh 


" a ~ ôf r yo é 
uy =E Hata EBR B ih 
und 
nyy” ef of 7 of ef 
vn an ln y TO ay 
ist, so kommt: 


rry" 72 R A 0 r H 0 ef 
(BDO) = BEE + B'I- n) E+ BT- Deto h 
und der Vergleich mit (4) lehrt: 
De DiE, 
also: 
y B'E == H y. p 
oder 


y=BWy—y'Bi%, 
(U, Uz”) = (U, Ua)". 


Satz 3: Liegen zwei infinitesimale Punkttransformationen U,f und 
U,f in x, y vor, so ist der Klammerausdruck der zweimal erweiterten 
infinitesimalen Transformationen (U,'U, ) gleich der Erweiterung des 
Klammerausdruckes der ursprünglichen Transformationen, also 


(U," U”) = (U, U3)". 


In ähnlicher Weise lässt sich der entsprechende Satz für beliebig 
oftmalige Erweiterung beweisen. Wir wollen ihn deshalb hier angeben, 
obgleich wir ihn nicht gebrauchen werden: 

Satz A: Liegen zwei infinitesimale Punkttransformationen U, f und Usf 
in x, y vor und bezeichnet der Index m die m-malige Erweiterung, so ist 


(U,” U”) = ( U, U,)”. 


mithin 
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An dieser Stelle wollen wir den früher versprochenen rein analytischen Neuer Nach- 
weis dafür, 


Beweis dafür führen, dass, wenn « die Invariante und v eine Differential- dass 


m [de 
invariante erster Ordnung von Uf ist, alsdann p eine Differential- “ (a ai) 


r . È d wenn Uu = 0, 
invariante zweiter Ordnung von Uf, d. h. U'o=0 ist. 
n 22) T 
A 


ist. (Vgl. § 5 des 16. Kap.) 
Da u frei von y ist, so ist wegen Uu = O auch U'u = 0, anderer- 
seits ist Uv = 0, also auch 


U'(v — au) = 0, 
wo a eine beliebige Constante bedeutet. Wir bilden nun 
dv _ u toy toy 


du u, + uy 
und setzen wie oben 
ed; » üf OR ‚of n f 
Bf a TI wy Ban, TY gy tY Oy?’ 
sodass 
dv Bv 
du Bu 
wird. Nun ist 
pe fdv\ — y" [B'v\ _ Bu. U”(B'v) — Bv-U”(Bu) 
l (52) =U (5) u (Bu)! à 
Nach dem Obigen aber ist 
u") — B (UA = (UB) = — Bi-Bf— on 
oder, da & gar nicht y’ enthält: 
U”(B'F) — B'(U"f)=— B3- BF — o fia 
Dementsprechend war auch 
, , ð 
U'(Bf) — B(U'f) = — B$: Bf — e 3h 


Also ist, wenn hierin v und u für f eingesetzt werden: 
U”(B'v) = BU”) — B$- B, 
U’ (Bu) = B(U’u) — BE: Bu, 
oder, da U”v = Uv = 0, U'ųy = Uu = 0 ud U’(Bu) = U”(Bu) ist: 


U” (Bv) = — BE. B'v, U”(Bu) = — BD. Bu 

und demnach wird nunmehr: 
y” = _—Bu-Bö-Bo+Bv:BE:Bu_ y 
an) (Bu)? TN 


R dv . : 2 Tas ` 
was zu beweisen war. in ist also in der That Differentialinvariante 


zweiter Ordnung. 


www.rcin.org.pl 


400 Kapitel 17, § 2. 


$ 2. Differentialgleichungen zweiter Ordnung in x, y, welche 
mehrere infinitesimale Transformationen gestatten. 
Angenommen, die vorgelegte Differentialgleichung zweiter Ordnung: 
y — olz, y, y) =0 
gestatte mehrere infinitesimale Punkttransformationen U f, Uf, U;f---. 
Dies deckt sich nach Satz 7 des § 3, 16. Kapitel, damit, dass die 
lineare partielle Differentialgleichung in x, y, y: 

+ Ofe y e / EU ETE" 

AS TY gy Tony) yT 
die einmal erweiterten infinitesimalen Transformationen U,f, U; f, 
Dyf-:- gestattet. Dies wieder findet nach Theorem 29 ($ 2 des 


15. Kapitels) seinen Ausdruck darin, dass Relationen bestehen von der 
Form: 


(WA)=9A, (YA)=RAf, -; 
WO @,, Ọ2''> irgendwelche Funetionen der Veränderlichen bedeuten. 
Hiernach ist aber auch, wenn &,, c,:-- Constanten bezeichnen: 
GO F of F-n ANE la ta + )Afı 
d. h. die Gleichung Af = 0 gestattet auch die infinitesimale Trans- 
formation 
UN eu r 
Wir hoben dies schon früher gelegentlich hervor (vgl. $ 3 des 15. Ka- 
pitels). Eine infinitesimale Transformation U’f nun, die sich linear 
mit constanten Coefficienten aus einer Anzahl von iufinitesimalen Trans- 
formationen U; f, Uyf--- zusammensetzt: 


U a Gar aU a aE; 
haben wir als von U,'f, Uyf--- abhängig bezeichnet (vgl 8. 233). 
Demnach können wir sagen, dass Af = Q0 alle von U, 'f, Uyf- ab- 
hängigen infinitesimalen Transformationen 
U=ealf+taUf+ 
gestattet. Eine solche ist aber die Erweiterung einer Punkttrans- 
formation 


UE O Tele 2, 
und so folgt rückwärts, dass die vorgelegte Differentialgleichung 
y” = u(x, Y, y) 50 
auch Uf, d. h. jede von U,f, Uf --- abhängige infinitesimale Trans- 
formation gestattet. 
Satz 5: Gestattet eine Differentialgleichung zweiter Ordnung in x, y 
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mehrere infinitesimale Punkttransformationen U,f, Uaf ---, so gestattet 
sie auch jede von ihnen abhängige von der Form 
a Uf traeßft 
WO C, Ca- Constanten bedeuten. > 
Es genügt demnach, nur von einander unabhängige infinitesimale Jer unahh- 


à p f h inf Trt, 
Transformationen U f, Uf --- zu suchen, welche die Differentialgleichungysiche eine 


& = A 5 Diffg! rel 
gestattet, also nur solche, zwischen denen keine Relation mit con-o. gestattet 
stanten Üoefficienten besteht. Denn mit diesen kennen wir auch die 


von ihnen abhängigen, die also trivial sind. 


Nach Theorem 30 (§ 3 des 15. Kapitels) gestattet Af=0 mit 
U, f und Uyf auch die infinitesimale Transformation (U; Uz). Nach 
Satz 2 des vorigen Paragraphen ist diese die einmalige Erweiterung 
der Punkttransformation (U,U,), und somit muss y” — o(2,y,y) = 0 
diese letztere gestatten. 

Theorem 38: Gestatiet die Differentialgleichung zweiter „>“ 


Klammer- 
Ordnung In L, Ye ausdruck 


y'— olz yy) =0 pa 
die beiden infinitesimalen Punkttransformationen U, f und Usf, 
so gestattet sie auch die infinitesimale Punkttransformation 
(U Ua) oder U (Uf) — Ua(U,f)*) 

Hiernach können wir aus zwei bekannten infinitesimalen Trans- 
formationen U,f und U,f unserer Differentialgleichung zweiter Ord- 
nung die infinitesimale Transformation (U, U,) derselben ableiten. Nun 
ist es wohl möglich, dass sich (U, U,) linear mit constanten Coefficienten 
durch U,f und Uf ausdrückt: 

(UU) = & Uif + e Uf, 
d. h. abhängig von U,f und U,f ist. In diesem Falle hat sich nach 
dem Obenbemerkten nicht Neues ergeben. 

Es kann aber auch vorkommen, dass (U, U,) von U,f und Uf 
unabhängig ist. In diesem Falle würden wir also hiermit eine dritte 
infinitesimale Transformation unserer Gleichung construieren können: 

U,f = (U, U;). 
Nun liesse sich Theorem 38 auf U,f und U,f sowie auf U,f und U,f 
anwenden, d. h. unsere Gleichung würde auch (U,U,) und (U,U,) ge- 


*) Dieser Satz ist ein specieller Fall des allgemeineren: Enthält eine 
Gruppe von endlichen Transformationen die beiden infinitesimalen Transfor- 
mationen U,f und U, f, so enthält sie auch die infinitesimale Transformation 
(U, U,) Ein besonders einfacher Beweis dieses Satzes findet sich in den Math. 
Ann,, Bd. 24. 

Lie, Differentialgleichungen. 26 
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statten. Sind diese von U,f, Uf, U,f unabhängig, so haben wir 
neue infinitesimale Transformationen U,f, U,f der Gleichung gefun- 
den u. s. w. 

Man sieht, dass man unter Umständen aus zwei bekannten infini- 
tesimalen Transformationen einer Differentialgleichung zweiter Ordnung 
durch Differentiationsprocesse eine Reihe weiterer infinitesimaler Trans- 
formationen derselben herleiten kann, die nicht von den ursprünglichen 
und von einander abhängig sind. 


Ein Beispiel wollen wir hierfür angeben. 
Beispiel: Wir haben schon in $ 6 des 16. Kapitels ausgerechnet, 


dass 
y’—=0 


acht von einander unabhängige infinitesimale Transformationen ge- 
stattet. So gestattet sie z. B. diese beiden: 


uf= +y, mf= E ay +1) E, 
wovon man sich auch direct überzeugen kann. Denn bei U,f hat y 
das Inerement ôy = y ôt, d. h. y” das Increment dy” = y’öt. Es 
verschwindet also vermöge y” =0. Bei U,f ist dy = (y — xy )ôt, 
daher ôy” = — 3xy’öt, d. h. auch gleich Null vermöge y” = 0. Durch 


Klammeroperation leiten wir nun aus U,f und U,f die infinitesimale 
Transformation ab: 


Uf = (U, 0) = 22 5h + W — 1) 5h 
die von U,f und U,f unabhängig ist. In der That ist hier wegen 
öy = — y ôt auch ôy” = — 3y” ôt, d.h. ôy” = 0 vermöge y” = 0. 
U,f lässt also wirklich die Differentialgleichung y” = 0 invariant. 
Wir bilden nun: 


REA UAA, at 
wo ôy = 0, ôy” =Q ist, und 
A 4 „of of 
Usf = (UU) = — 20 E + (1 +e — 2ey) = 
Dies U,f kann auch durch das kürzere: 
= o 
Df = Uaf + 20f = (8 + a) 


ersetzt werden. Wirklich ist wegen ôy = ôt auch òy’ = 0, u. s. w. 
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$ 3. Über die Anzahl der unabhängigen infinitesimalen Punkttrans- 
formationen einer Differentialgleichung zweiter Ordnung in 7, y. 


In $6 des vorigen Kapitels fanden wir, dass die Differential- 
gleichung y” = O acht und nur acht von einander unabhängige infini- 
tesimale Transformationen gestattet. Es besteht nun der Satz, dass 
eine Differentialgleichung zweiter Ordnung 

y — ol, Y, y) =0 
überhaupt höchstens acht von einander unabhängige infinitesimale 
Transformationen gestatten kann. Dass diese Maximalzahl wirklich 
erreicht werden kann, lehrt das Beispiel y” = 0. 

Der Beweis des genannten Satzes stützt sich auf einen funetionen- 
theoretischen Hülfssatz: 

Ist eine Differentialgleichung zweiter Ordnung y” — w(x, y, y) = 0 
vorgelegt, so ist es immer möglich, in der Ebene (x, y) einen solchen Bereich 
abzugrenzen, dass durch zwei beliebige Punkte desselben immer eine und 
nur eine Integralcurve der Differentialgleichung hindurchgeht. 

Der Beweis dieses Satzes gehört nicht hierher. 


Wir wollen annehmen, die Differentialgleichung Nach zoll, 
d. e. Difigl. 

d2 a zweit. Ord. 

y= o(z, Y, y) =0 höchstens 


. B «a o „acht inf. Trf. 
gestatte mehr als acht, also mindestens neun von einander unabhängige zulässt. 


Punkttransformationen D,f, Uf +- Usf, Uaf, wo allgemein 
Uf = la, y) ÈE + nla y) ŽE 
sei. Wir wählen alsdann in dem im Hülfssatze erwähnten Bereiche 
vier Punkte 9,, P2, Pg, Pı, unter denen nicht drei auf derselben Inte- 
gralcurve der Differentialgleichung gelegen sind. Nach Satz 5 des 
§ 2 gestattet y” — w = 0 jede von U,f, Uf --- U,f abhängige infi- 
nitesimale Transformation 
Uf= & Uif 4 e Uf + - -+ Cs Uaf F o Uaf 
Wir wollen nun die neun Constanten c, C ++ c, so wählen, dass 
Uf die vier Punkte p,, Pa, Ps, p, invariant lässt. Sind sr, Y% die 
Coordinaten des Punktes pz, so ist dazu notwendig und hinreichend, dass: 
Ci Ei (Er, Yr) th) tt ler) = O, 
em (Er, Ya) F Near, Ye) E H Cono (Er, Ya) = 0 
&=1,2,3,4) 
sei. Dies sind acht Gleichungen für die neun Grössen cj, Ca *** %- 
Sie lassen sich immer erfüllen, sodass also bei den gemachten Vor- 


aussetzungen stets eine Transformation 
26* 
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ef ð 
U EANET 
vorhanden ist, die y”— © = 0 und die vier Punkte p,, Po, Ps, Pa in- 
variant lässt. Durch Erweiterung derselben kommt: 
A o 8 ĝ ET OE\ o d a ef 
ur En) 
Dies ist die Transformation, welche die Linienelemente (x, y, y’) bei 
Ausführung von Uf erfahren. Die oo! Linienelemente durch einen 
der vier festen Punkte p, werden dabei notgedrungen unter sich ver- 
tauscht, indem sie ihren Punktort (x;, yx) beibehalten, aber ihre 
Richtungen y’ transformiert werden. Angenommen, 
Da ae M RDE 
0% 09 0% ôy 
reducieren sich im Punkte p, auf die Zahlen a, b, c, so werden die 
Richtungen y der Linienelemente (x;, yr, y) vermöge: 


òy = (a + by + cy”) ôt 

bei Ausführung von Uf transformiert. Drei dieser Richtungen bleiben 
in Ruhe, nämlich die Richtungen y,', Yz, Ys, 
P welche auf den drei Integralcurven liegen, die 
fi 2 durch p, und je einen der drei anderen in- 
2, varianten Punkte nach unserem Hülfssatz hin- 
durchgehen (Fig. 34). Nach der getroffenen 
Voraussetzung, dass nicht drei dieser vier 
Punkte auf einer Integraleurve liegen sollen, 
sind %,,%,,Y, von einander verschiedene Zahlen. 

Demnach liefern die drei sicher bestehenden Gleichungen: 


a + by’ + ey °=0, 
a + by + cy” =0, 
a + by; + cy, ° =0, 


Fig. M 


da ihre Determinante 


T | 
1 Y Y’ | =n — h) — y) M h) 
1 ww y 
ist: 
a = b = ¢ = 0, 
d. h. es ist 


òy = (a + by + cy?) dt = 0 
für jede Richtung y durch den Punkt pz. 


Ohne Rechnung wäre dies so einzusehen: Da ðy' in y quadratisch 


www.rcin.org.pl 


Über d. Anzahl d. unabh. inf. Punkttrf. e. Diffgl. zweit. Ord. in æ, y. 405 


ist, so werden die Richtungen 4° durch 9, vermöge einer infinitesimalen 
projectiven Transformation untereinander vertauscht. Hierbei bleibt das 
Doppelverhältnis von vier beliebigen Strahlen dieses Büschels invariant, 
also auch das von %,, Y2, Yz und irgend einer Richtung y. Da nun 
Yi, Yz, Yg selbst invariant sind, so ist deshalb notwendig auch diese be- 
liebige Richtung y` invariant. 


Somit hat sich ergeben: Bei der infinitesimalen Transformation Uf 
bleiben die Linienelemente durch jeden der vier invarianten Punkte eben- 
falls invariant. Nun hat jede durch p, gehende Integraleurve in p, ein 
Linienelement (zz, Yz, y), und zu zwei verschiedenen Linienelementen ge- 
hören auch verschiedene Integraleurven. Da die Linienelemente bei U’f 
invariant bleiben, so folgt mithin, dass auch jede durch p, gehende 
Integraleurve bei Uf invariant ist. Ist nun schliesslich p ein beliebiger 
Punkt unseres Bereiches, so gehen durch ihn nach unserem Hülfssatz 
und nach der Voraussetzung, dass keine drei der vier Punkte p, auf 
einer Integralcurve liegen, mindestens zwei Integraleurven nach den 
invarianten Punkten, also zwei invariante Curven. p muss deshalb als 
Schnittpunkt der beiden invarianten Curven auch invariant sein. Eine 
Transformation unserer Gleichung y” — œ = 0, welche vier Punkte 
jenes Bereiches invariant lässt, lässt also alle Punkte desselben und 
— wie durch analytische Fortsetzung folgt — überhaupt alle Punkte 
der Ebene in Ruhe, d. h. sie ist die Identität. 

Demnach kann es höchstens acht von einander unabhängige in- 
finitesimale Transformationen unserer Gleichung geben, denn die Vor- 
aussetzung, dass es neun gebe, führte zu einer wirklichen Transformation 
Uf, welche die vier Punkte in Ruhe lässt, und nicht zur Identität. 

Theorem 39: Eine gewöhnliche Differentialgleichung zweiter 
Ordnung in x, y: 

Q(x, y, Y, y’) =% 
gestattet höchstens acht von einander unabhängige infinitesi- 
male Transformationen in x, y. 

Es möge hier ohne Beweis angeführt werden, dass jede Differential- 
gleichung zweiter Ordnung, welche wirklich acht unabhängige infinitesimale 
Transformationen gestattet, durch Einführung neuer Veränderlicher auf die 
Form y” == 0 reducibel ist. Diese Gleichung hat zu Integralcurven die 
œ? geraden Linien der Ebene. Sobald also eine Differentialgleichung 
zweiter Ordnung acht von einander unabhängige infinitesimale Transfor- 


mationen zulässt, können ihre oo? Integraleurven in die Geraden der Ebene 
transformiert werden. 
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$ 4. Gruppen von infinitesimalen Transformationen und ihre zwei- 
gliedrigen Untergruppen. 


Aus unserem Theorem 39 folgt, dass eine Differentialgleichung 
zweiter Ordnung nur r < 8 von einander unabhängige infinitesimale 
Transformationen U, f, U,f--- U,f gestatten kann, d. h. dass jede in- 
finitesimale Transformation, welche sie zulässt, linear mit constanten 
Coeffieienten durch U,f, Uf --- U,f ausdrückbar sein muss. Nach 
Theorem 38 (§ 2) gestattet sie aber auch jeden Klammerausdruck 
(U;U,). Diese Klammerausdrücke müssen demnach die Form haben: 


(UV) = > en, Uf 
ES 
(f k=1,2..r) 

Es liegen demnach r von einander unabhängige infinitesimale 
Transformationen U,f --- U,f unserer Gleichung vor, sodass die all- 
gemeinste infinitesimale Transformation derselben sich linear mit con- 
stanten Coefficienten durch diese r ausdrückt, und dass jeder Ausdruck 
(U;U,) sich ebenfalls in dieser Weise darstellt. 

Hiermit werden wir zu einem wichtigen neuen Begriff geführt, den 
wir sogleich in voller Allgemeinheit (ohne Rücksicht auf die Zahl der 
Veränderlichen und die Grenze r < 8) definieren wollen: 


Gruppe von 


do Stehen r von einander unabhängige infinitesimale Transformationen 


malon Trans U 


ef, Uf --- U,f in solchen Beziehungen zu einander, dass jedes (U;U:) 
sich linear mit constanten Coefficienten durch U,f :-- U,f ausdrückt: 


Uluf) - U )ED Ur 


(Bk=1,2:. 7, Cigg = Const.), 


so nennen wir den Inbegriff dieser infinitesimalen Transformationen und 
der von ihnen abhängigen, d. h. aus ihnen linear mit constanten Coeffi- 
cienten zusammenselzbaren infinitesimalen Transformationen eine r-glied- 
rige Gruppe von infinitesimalen Transformationen*). 


+) Der im Texte gegebene Begriff einer Gruppe von infinitesimalen Trans- 
formationen wurde ausdrücklich und in voller Allgemeinheit eingeführt am Schlusse 
der Abhandlung: Begründung einer Invariantentheorie der Berührungstransfor- 
mationen von Sophus Lie, Math. Ann. Bd. 8. Die Identität dieses Begriffes 
mit dem Begriffe einer endlichen continuierlichen Transformationsegruppe wurde 
in den Göttinger Nachrichten, December 1874, angegeben. Im Übrigen findet 
man in den Verhandlungen der Gesellsch. d. W. zu Christiania für 1870, 71, 72 
und 73, sowie in den Math. Annalen Bd. 5 mehrere specielle Anwendungen der 
beiden besprochenen Begriffe. 
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Obzwar dieser Begriff eng mit dem früher in $ 2 des 2. Kapitels 
auseinandergesetzten Begriff einer r-gliedrigen Gruppe von (endlichen 
und infinitesimalen) Transformationen zusammenhängt, wollen wir uns 
doch um diesen Zusammenhang jetzt nicht weiter kümmern und den 
Begriff einer Gruppe von infinitesimalen Transformationen nur in obiger 
Weise definieren. 


1. Beispiel: In zwei Veränderlichen x, y bilden die beiden infini- Beispiele 
tesimalen ee 


öf ö 
Uf= st Etyb VỌf=—y Ha z 


eine zweigliedrige Gruppe von infinitesimalen Transformationen, denn 
sie sind zunächst von einander unabhängig, d. h. es ist r = 2, und 
ausserdem ist 


(U, U) = 0. 
2. Beispiel: Auch 
4 o of 
U,f $L, Uf =x it +9 Jy 
geben eine zweigliedrige Gruppe von infinitesimalen Transformationen, 
da hier r = 2 und 
V=% =f 
ist. 
3. Beispiel: Um zu entscheiden, ob 


TS.” 0 ` of To öf 
U= E =r ty 
eine Gruppe von infinitesimalen Transformationen bilden, bemerken 
wir, dass sie von einander unabhängig sind, also r = 2 ist, und dass 
HPR — a ôf 08 
(0U) = — 2 3a IY Fy 
ist. Dies aber zeigt, dass 
(UU) = Uf — Uf 
wird.. (U,U,) ist mithin von U,f und U,f abhängig, d. h. U,f und 
U,f erzeugen eine zweigliedrige Gruppe von infinitesimalen Trans- 
formationen. Dieselbe enthält alle von U,f und U,f abhängigen in- 
finitesimalen Transformationen, also, was auf dasselbe hinauskommt, 
alle von 
Ür= f f= aE ayi 


und 


=u a z 
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abhängigen. Wir können also auch an Stelle von U,f das bequemere 
U,f benutzen und haben dann 
(U, U) = — ww Uf. 
4. Beispiel: In drei Veränderlichen x, y, 2 bilden die beiden 

Transformationen: 

al A sn af èf ef 

Ul = Fa t gy T 7? Uf doria sit, 
eine zweigliedrige Gruppe von infinitesimalen Transformationen, denn 
sie sind von einander unabhängig und es ist 

(U, U) = U, f. 


5. Beispiel: Die vier infinitesimalen Transformationen: 


of a 
of=xs, Uf =x 


sind von einander unabhängig, und es ist: 
(U,U:) = U,f, (U,U) = — Uf, (U,U) = 0, 
(UUs) = Uf — U,f, (U, U) = Uf, (UU) = — Uf. 
Mithin bilden sie eine viergliedrige Gruppe von infinitesimalen Trans- 
formationen. 


4 of 
E U= 


ef 
öy?’ 


Liegt eine r-gliedrige Gruppe von infinitesimalen Transformationen 
Uif, Uaf --- U,f vor, so kann es möglich sein, dass schon eine ge- 
ringere Anzahl von einander unabhängiger infinitesimaler Transfor- 
mationen c U, f + c2 Uf +H- 4 c-U,f für sich eine Gruppe bildet. 
In diesem Falle nennen wir diese weniger als r-, etwa s-gliedrige 
Gruppe eine s-gliedrige Untergruppe der vorgelegten Gruppe von infini- 
tesimalen Transformationen. Einige Beispiele werden dies besser als 
theoretische Erläuterungen klar machen. 

1. Beispiel: Die drei infinitesimalen Transformationen: 


ðf 0 do 
or=e +e, f= ir 


= ssl ef 
Uf =z er y? y 
bilden eine dreigliedrige Gruppe, denn sie sind von einander unab- 
hängig und es ist: 
vwD)=0, (UWV)=—-Uf, (YV)=— U: 
Hier bilden U,f und U,f für sich eine zweigliedrige Gruppe, ebenso 


U,f und U,f sowie aralog U,f und U,f. Unsere dreigliedrige Gruppe 
besitzt demnach unter anderen die zweigliedrigen Untergruppen 


Uif, Vaf; Uif, Usf; Uf, Usf. 
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2. Beispiel: Die drei infinitesimalen Transformationen: 
râ of ERL 2 
Ust), NE ru 
i o 0 
zer pit 

bilden eine dreigliedrige Gruppe. Sie sind nämlich von einander un- 
abhängig und es ist: 

WU)=Uf, (UV)=2U,f, (UU) = Usf. 
Offenbar bilden U,f und U,f für sich eine zweigliedrige Untergruppe, 
ebenso U,f und U,f, denn im einen Fall ist (U,U,) = U,f, im andern 
(U,U,) = U,f. Dagegen bilden U,f und U,f keine Untergruppe, denn 


(U,U,) drückt sich nicht linear mit constanten Coeffieienten durch U,f 


und U,f allein aus. 
3. Beispiel: Die viergliedrige Gruppe von infinitesimalen Trans- 
formationen: 


uf=ejl, n=, =E, U=, 
wo 
CORO NE= U oa CRON E a O =, 
(UU) = U,f — Uf, (UaU) = Uaf, (UU) = — U,f 
ist, enthält unter anderen die drei infinitesimalen Transformationen: 
e a ui E 
y 0x 0x 0Y ? 


welche eine dreigliedrige Untergruppe bilden, denn sie sind von ein- 
ander unabhängig und es ist 


neo, een: Ver 


Es gilt nunmehr der Satz, dass jede r-gliedrige Gruppe von in- 
finitesimalen Transformationen (r > 2) sicher mindestens eine gwei- 
gliedrige Untergruppe enthält, d. h. dass sich aus den infinitesimalen 
Transformationen 

c, Uif + ea Uaf Hee t eUf 
der Gruppe zwei auswählen lassen, deren Klammerausdruck sich linear 
mit constanten Coefficienten aus diesen selben beiden zusammen- 
setzen lässt. 

Diesen Satz, der für unsere Theorie der Differentialgleichungen 
zweiter Ordnung von besonderer Bedeutung ist, beweisen wir, indem 
wir nur von der Definition der r-gliedrigen Gruppe von infinitesimalen 
Transformationen Gebrauch machen. Der Satz gilt deshalb nicht nur 
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für infinitesimale Transformationen in zwei Veränderlichen oder für 
r <8, sondern für jede durch unsere Definition gegebene r-gliedrige 
Gruppe von infinitesimalen Transformationen in n Veränderlichen. 
Es ist dies zu bemerken deshalb wichtig, weil eben der Begriff einer 
solchen Gruppe nicht auf Gruppen von infinitesimalen Transformationen 
einer Differentialgleichung zweiter Ordnung in x, y beschränkt ist, 
sondern eine viel grössere Bedeutung hat, die wir freilich hier noch 
nicht benutzen werden. 

Zum Beweise unseres Satzes seien U,f, Uf --- U,f r von ein- 
ander unabhängige infinitesimale 'Transformationen der r-gliedrigen 
Gruppe und also jedes 


z 


(5) (G= aU 
1 
d k=1,2 rh 

wo die Cim Constanten sein sollen. Wir werden zeigen, dass es eine 
zweigliedrige Untergruppe dieser Gruppe giebt, welcher z. B. die in- 
finitesimale Transformation U, f angehört. 

Soll dies der Fall sein, so muss sich eine infinitesimale Trans- 
formation 


Uf= aUaf H H eUf 
angeben lassen, in der erstens die Grössen e,---e, Constanten sind, 


und für welche zweitens (U,f, Uf) sich linear mit constanten Coefti- 
cienten durch U,f und Uf allein ausdrückt: 


(Uif, & Uaf +- + eUf) =a Uf + ble Uf He + eUf) 
(a, b = Const.). 


Zunächst giebt diese Relation: 


a a E a 


also nach (5) 

La va : ; i 

` k Dion U,f =a U,f + be Uf +- + eUf). 

2 1 
Beide Seiten sind nun linear in Ü,f --- Ü,f und haben constante 
Coefficienten. Nach Voraussetzung sollen jedoch U,f--- U,f von 
einander unabhängig sein. Diese Relation kann also nur dann be- 
stehen, wenn sie eine Identität ist, indem links und rechts jedes U,f 
denselben Coefficienten hat. Die Coeffieientenvergleichung liefert dem- 
nach die r Forderungen: 
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ii.» 
Sao =4d, 


r 
eyes = be,, 


A 
S 
Denon == bes, 


(6) i 


r 


BT — be, H 


d 


Wenn umgekehrt e,---e, r solche Gleichungen erfüllen, in denen a 
und b Constanten sind, und natürlich nicht &,---e, sämtlich ver- 
schwinden, so bestimmen U,f und 


De eUf + Be i Uh 
in der That eine zweigliedrige Gruppe von infinitesimalen Transfor- 
mationen, indem dann 
(0,0) =aU,f oUr 

wird. 

Wir haben also nur noch die r Forderungen (6) zu untersuchen. 
Die erste dient zur Bestimmung von a und stellt also für &,&-''e, 
keine Bedingung dar. Es bleiben die r — 1 übrigen. Dieselben lassen 
sich so schreiben: 


(Ciga — b)ea tie H'et F Cirer = O, 
+ (Cigs — b)es + F Cire = 0, 


E3 


(4) 


Cigr E2 + C13r E3 + ae -+ (Chr = b)e; == Q. 
Dies sind y — 1 in :--e, lineare und homogene Gleichungen. Da 


ee, nicht sämtlich Null sein sollen, so muss ihre Determinante 
verschwinden: 


ad dep no Cir? 
C123 Cı33 De: Cır3 
(8) E 
C12r Ci3r ae Chr — b | 


Dies lässt sich immer erreichen, da wir noch über b verfügen können. 
Die Gleichung (8) ist ja eine Gleichung (r — 1)" Grades für b, deren 
höchstes Glied (— 1)!" sicher nicht wegfällt. Eine solche Glei- 
chung hat immer mindestens eine Wurzel b. Wählen wir eine Wurzel 
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für b aus, so lassen sich nunmehr die Gleichungen (7) durch Con- 
stanten ez, €+- €, befriedigen, welche nicht sämtlich Null sind. (Ist 
b Doppel- oder mehrfache Wurzel von (8), so giebt es unter Um- 
ständen sogar unendlich viele Wertsysteme &,---e,, welche das 
System (7) erfüllen.) 

Mithin können wir für e,---e, nicht sämtlich verschwindende 
Constanten finden, welche Relationen von der Form (6) erfüllen. 

U,f und U=8U,f+::-+ e,U,f bilden dann in der That 
eine zweigliedrige Untergruppe unserer gegebenen r-gliedrigen Gruppe 
von infinitesimalen Transformationen. U,f--- U,f bezeichneten irgend 
welche r von einander unabhängige infinitesimale T'ransformationen 
der r-gliedrigen Gruppe. Statt für U,f hätten wir also auch dasselbe 
Raisonnement für irgend eine infinitesimale Transformation der Gruppe 
durchführen können, und demnach ist bewiesen: 

Theorem 40: Jede r-gliedrige Gruppe von infinitesimalen 
Transformationen enthält zweigliedrige Untergruppen. Jede 
infinitesimale Transformation der r-gliedrigen Gruppe gehört 
mindestens einer zweigliedrigen Untergruppe derselben an. 


Kapitel 18. 


Zurückführung der zweigliedrigen Gruppen von infinitesimalen 
Transformationen der Ebene auf canonische Formen. 


Im letzten Paragraphen des vorhergehenden Kapitels haben wir 
uns anscheinend von unserem eigentlichen Probleme der Integration 
einer Differentialgleichung zweiter Ordnung, welche mehrere bekannte 
infinitesimale Transformationen gestattet, abgewendet. Auch im gegen- 
wärtigen Kapitel werden wir scheinbar fremdartige Gegenstände zur 
Sprache bringen. Erst im nächsten Kapitel wird sich zeigen, inwie- 
fern die hier zu entwickelnden Theorien mit jenem Integrations- 
probleme zusammenhängen. 

Im vorliegenden Kapitel beschäftigen wir uns nur mit der Zurück- 
führung der zweigliedrigen Gruppen von infinitesimalen Transforma- 
tionen der Ebene auf gewisse einfache, sogenannte canonische Formen. 


$ 1. Die vier Typen von zweigliedrigen Gruppen von infinitesimalen 
Transformationen der Ebene. 


Nach Theorem 40 des letzten Paragraphen werden unter allen 
r-gliedrigen Gruppen von infinitesimalen Transformationen die zwei- 
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gliedrigen besondere Wichtigkeit besitzen, da jede r-gliedrige Gruppe 
zweigliedrige Untergruppen enthält. 

Wir betrachten daher in diesem Kapitel die zweigliedrigen Gruppen 
von infinitesimalen Transformationen und zwar die der Ebene, indem 
wir uns von jetzt ab wieder auf zwei Veränderliche x, y beschränken. 

Zwei infinitesimale Transformationen U,f und U,f bilden dann 
und nur dann eine zweigliedrige Gruppe von infinitesimalen Trans- 
forınationen, wenn sie erstens von einander unabhängig sind, d. h. 
nicht etwa 

Uf=eU,f 
ist, wo c eine Constante bedeutet, und zweitens eine Relation erfüllen 
von der Form: 
(UU) = & Uf + &Uf, 
in der c, und c, Constanten sind. 

Diese Relation lässt sich vereinfachen. An Stelle von U,f und Reduckon 
U,f können wir irgend welche lineare Ausdrücke derselben mit con- für (01% 
stanten Üoefficienten benutzen (vgl. die Definition der r-gliedrigen 
Gruppe, $ 4 des 17. Kap.), und davon wollen wir Gebrauch machen. 
Dabei macht es einen wesentlichen Unterschied aus, ob c, und & 
beide Null sind oder nicht. Im ersteren Falle 

(UU)=0 
ist offenbar auch jedes 
(aU, + &Uz, b U, + bU) =0 (a, b = Const.). 

Die Gruppe besteht also aus lauter vertauschbaren infinitesimalen 
Transformationen (vgl! § 4 des 14. Kap... Wenn jedoch im anderen 
Falle etwa c, #0 ist, so benutzen wir an Stelle von U,f und U,f 
die von einander unabhängigen, aber von U,f und U,f abhängigen 
infinitesimalen Transformationen der Gruppe: 


un 9 
1 5 
Uf = T Usf 
und erhalten: 


GO)=,(UVU)+ 3 (UU)= 


=. «UrtauN=Dr, 
also: 
T= i 
Satz 1: Jede zweigliedrige Gruppe von infinitesimalen Transforma- 
tionen U,f, U,f kann durch passende Auswahl der infinitesimalen Trans- 
formationen eme solche Form erhalten, dass entweder 
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(U,U:) = 0 
oder 


(U, U:) = U, f 


ist. Die eine Form schliesst die andere aus. 


Hiermit haben wir alle zweigliedrigen Gruppen in zwei Classen 
eingeteilt. Jede dieser Classen kann nun noch nach einem zweiten 
Gesichtspunkt in zwei Unterclassen zerteilt werden. Es ist nämlich 
allerdings von vornherein ausgeschlossen, dass zwischen U,f und U,f 
eine Relation mit constanten Coefficienten bestehe, wohl aber kann 


Relatie . . . . . A ei 
wien zwischen ihnen eine Relation mit variabeln Coefficienten stattfinden: 


N p:ı(£, y) Uf + p(2, 9) f= 0. 

Natürlich soll sich @, : 9, nicht auf eine Constante reducieren. Eine 
derartige Relation sagt bekanntlich aus, dass U,f und Uf dem 
Punkte (x, y) infinitesimale Fortschreitungsstrecken in derselben Rich- 
tung zuordnen, d. h. dass die Bahncurven der von U,f und von U,f 
erzeugten eingliedrigen Gruppen von endlichen Transformationen über- 
einstimmen. (Vgl. $ 1 des 6. Kapitels.) In diesem Falle hat auch 
die von einer beliebigen infinitesimalen Transformation 


Const. U, f + Const. Uf 


erzeugte eingliedrige Gruppe diese selben Bahncurven. Wenn dagegen 
zwischen U,f und U,f keine solche Relation besteht, so besteht auch 
keine zwischen irgend zweien von einander unabhängigen infinitesi- 
malen Transformationen 


aU,f +H Uf, b U,f + bUf (a, b = Const.) 


unserer zweigliedrigen Gruppe U,f, Uf. Das Bestehen oder Nicht- 
Bestehen einer derartigen Beziehung kann deshalb als Unterscheidungs- 
merkmal der zweigliedrigen Gruppen benutzt werden. 

Vier Arten Demnach giebt es vier Arten von zweigliedrigen Gruppen von infini- 


von zwei 


uam tesimalen Transformationen U,f, U,f der Ebene, entsprechend den vier 
Fällen: 
I (00) = 0, pıUıf + P2U:f Æ O, 
1. (U, U) = pı Uf + P2Uf =O, 
MI. (U,U,) = U,f, pıU,f + P2U:f =E 0, 
IV. (UU) = Uif, PUf + PVf = 0. 
Jeder dieser vier Fälle schliesst die drei anderen aus. 
Wir werden nunmehr diese vier Formen nach einander betrachten 
und jedesmal durch zweckmässige Wahl der Veränderlichen die be- 
treffende Gruppe auf eine canonische Form oder einen Typus bringen. 
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$ 2. Erster Typus: (U, U,) =O und 9,U,f+ pU f Æ 0. 


Vorgelegt seien zwei von einander unabhängige infinitesimale 
Transformationen U,f und U,f der Ebene, deren eingliedrige Gruppen 
verschiedene Bahncurven haben und für welche 


(U,U,)=0 
ist. 
Nach Satz 4 (§ 2 des 3. Kap.) lassen sich die Veränderlichen mu 
x, y so wählen, dass U,f die Form einer Translation erhält: ee no 
Aga 
uof= ĝa?’ 


während alsdann U,f etwa die Form hat: 


ə 3 
Uf =E EHn GE 
Dann ist: 
RER? : ð 7 
0 wart 


d. h. ë und y sind Funetionen von t allein, ba 


U = Yo) £ EEAO 


wird. Nach unserer a dass U,f e U,f verschiedene 
Bahneurven haben sollen, d. h. dass zwischen U,f und U,f keine 
lineare Relation bestehen soll, ist sicher Y,==0, denn sonst wäre 


Yuf- T;f=0. Nun lässt sich eine Function } von y berechnen, 
sodass 


Yi) a ðy— 3y 
wird. Es muss nämlich 
17% 
$ Y, (y) 
gesetzt werden. In x und ġ haben FR. A U,f die Formen: 
0 +$ 
ut=, U= iit H. 
Führen wir 
FE = o) 
als neue Variabele an Stelle von x ein, so 
ur=;l, f= p0) — vo) E+ E. 


Wenn wir also y(y) = po wählen, so i 


Damit sind wir zu dem Satz gelangt (in welchem g und y mit z, y 
bezeichnet sind): 
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Satz 2: Stehen zwei infinitesimale Transformationen U,f und U,f 
der Ebene in der Beziehung (U,U,) — 0, und haben sie dabei verschiedene 
Bahncurven, so können sie immer gleichzeitig durch passende Coordinaten- 
Fa 


Een 7 ; ; c of 
wahl auf die Form zweier Translationen rt Jy gebracht werden. 


Dieser einfache Satz, der sich auch auf den Fall zweier oder 
mehrerer infinitesimaler Transformationen in n Veränderlichen aus 
dehnen lässt, besitzt eine hervorragende Bedeutung. 


ef èf 


us llirung Wir haben gezeigt, dass U,f und U,f auf die Form der ay ge 


der Reduc- 
tion durch 5 . . . . 
Quadra- bracht werden können, aber nicht, wie wir es in einem gegebenen 


"re Mall thun werden. Um auch dies zu erledigen, seien 
ô 0 ð 0 
Uf=h E +m Usern 


unsere beiden infinitesimalen Transformationen, geschrieben in irgend 
welchen Veränderlichen x, y. Nach dem Obigen lassen sich immer 
zwei Funetionen x und ) von ©, y angeben, sodass 


rei 
524m = a 

wird und zwar für jede Function f. Setzt man f = g, so kommt: 
tn eml, 
Bieten. 

Hieraus lassen sich Ze ay berechnen, denn die Determinante £, N}— o1 


ist nicht identisch Null, weil zwischen U,f und U,f keine lineare 
Relation besteht. x selbst wird mithin durch Quadratur eines voll- 
ständigen Differentials gefunden. Indem man f= y setzt, erhält man 
analog zwei Gleichungen, aus denen sich a und m als Functionen 
von &, y berechnen lassen. Also wird auch t) durch eine Quadratur 
gefunden. Zu beachten ist, dass die Bestimmung von } ganz unab- 
hängig von der des x erfolgt: beide erforderliche Quadraturen sind 
von einander unabhängig. (Abhängig würden wir sie nennen, wenn 
die Durchführung der einen die vorherige Berechnung der anderen 
verlangte.) 

Satz 3: Stehen zwei infinitesimale Transformationen U,f, U,f der 
Ebene mit verschiedenen Bahncurven in der Beziehung (U,U,) =O, so 
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verlangt ihre gleichzeitige Reduction auf die Formen 2, 5 zwei von 
einander unabhängige Quadraturen. 
Man kommt hier mit Quadraturen aus, während die Zurück- 


führung einer einzigen infinitesimalen Transformation U,f auf die 


Form st bekanntlich die Integration einer gewöhnlichen Differential- 
gleichung erster Ordnung und eine Quadratur verlangt (vgl. $ 2 des 
3. Kap.). Der Grund liegt darin, dass uns hier die besondere Eigen- 
schaft von U,f bekannt ist, dass (U,U,)=0 ist, dass also mit 
anderen Worten die Differentialgleichung U,f =O die infinitesimale 
Transformation U,f gestattet, also die Bahneurven von U,f durch 
Quadratur bestimmbar sind (nach Theorem 8, $ 1 des 6. Kap.). 
Ebenso lässt die Differentialgleichung U,f = 0 die infinitesimale Trans- 
formation U,f zu, also können auch die Bahncurven von U,f durch 
Quadratur gefunden werden. 


Beispiel: Sei: Beispiel. 
en ô 3 Droh 2 
Uf=—ygteg), Uf=enityg, 
so ist (U,U,) = 0, während keine Relation zwischen U,f und U,f 
besteht. Also liegt der soeben besprochene Fall vor. Man kann neue 


Veränderliche x, h angeben, wodurch U, f = s, nr=% wird. Um 
sie zu finden, haben wir die Gleichungen zu bilden: 
ôr l a ôg 9% _ 
a an rer S 
und y e f 
ey 9, ôy öy 
Die beiden ersten liefern: 
= or Ë 
ôx s? py?’? 0y s? p y”? 
d. h. 
— yd 1 
T= HT Y — arctg x + Const. 


und die beiden letzten: 
ONE G öy y 


ea sty? y š x: + y*’ 
d. h. 


d TE} 
p = | EREN L ig VF y + Const. 


£ l ; 3 ðf ð 

Dass diese Functionen g und Y die gewünschten Formen 3, s 

liefern, geht schon aus ihrer geometrischen Bedeutung hervor, wenn 
Lie, Differentialgleichungen, 27 
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man bedenkt, dass U,f die infinitesimale Rotation um den Anfangs- 
punkt, U,f die infinitesimale Ähnlichkeitstransformation vom Anfangs- 
punkt aus vorstellt. 


8 3. Zweiter Typus: (U,U,)=0 und p, Uf + „lfd. 


Vorgelegt seien nunmehr zwei infinitesimale Punkttransformationen 
U,f und U,f der Ebene, für die wieder (U,U,)==0 ist, und welche 
nunmehr auch dieselben Bahncurven haben sollen, sodass U,f sich in 


der Form darstellt: i 
Uf = ọ (x, y) Uf. 


edigion Wir können annehmen, dass die Veränderlichen x, y schon so 
nische Form gewählt sind, dass U,f= < ist. Alsdann ist also: 
af 
Uf = ọ dy 
und 


— ĉe ô 
0= (UU, =., 


d. h. ọ enthält nur x. Da ọ sicher keine Constante ist, denn sonst 

wäre U,f von U,f abhängig, so kann es als neues & benutzt werden 
und so kommt denn: 

sl 

uUf= Jy’ U,f = 25 ee 

Satz 4: Zwei infinitesimale Transformationen U,f und U,f der 

Ebene, welche dieselben Bahncurven haben, 

lassen sich durch passende Coordinatenwahl gleichzeitig auf die Formen 


P a, ch 
bringen: Jy 
ng topi 
Ausführung Wir BR uns nun, wie wir dies praktisch durchführen werden. 
er educ- 
tion durch Sei in beliebigen Veränderlichen z, y Eei 
eine 
Quadratur. 


U =h E + E 


so hat U,f nach Voraussetzung die Form 


nf = e (uE +n3 a5 


Nun wissen wir, dass sich neue mE £, d einführen lassen, 
sodass 

. ôf a. BE ed 

> 2x ı a ôy man ôy $ 

£ roh 

olt 5L a £)= Ey 
wird. Demnach ist zunächst 

r= o. 
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Wenn f= y gesetzt wird, so ergiebt sich für ) nur die eine Diffe- 
rentialgleichung: 


o kje tn g =i. 


Dieselbe lässt sich nun durch eine Quadratur integrieren, weil man 
ein Integral von 

dx _ dy 

A Tat N 
kennt. Es soll ja (U, U) = O sein und deshalb ist wegen U, = ọ U, 
auch U ,ọ = 0, d. h.: 


tm. 
Die Gleichung (1) ist dem simultanen System 
dx dy dy 
ka a E 


äquivalent. Entfernen wir hieraus vermöge des bekannten Integrals 
ọ = c (= Const.) etwa y, so kommt durch eine Quadratur 


y = g(x, c) +y (y = Const.) 
und, wenn nun wieder c = ọ gesetzt wird, etwa 
y= p(z, y) aY 
als allgemeinste Lösung Y von (1). 

Satz 5: Stehen zwei infinitesimale Transformationen U,f und U,f 
der Ebene mit denselben Bahncurven in der Beziehung (U,U,)=0, so 
verlangt ihre gleichzeitige Reduction auf die Formen a ‚E75 nur eine 
Quadratur. 


1. Beispiel: Sei Beispiele. 
0 
Up= E pega £, Vf = 2y 3E y iE = 


so ist offenbar 
Uf=! 0f 
und 
(UT,)=0. 
Es liegt also der soeben betrachtete Fall vor. Hier ist daher zu 
setzen: 


ale 


p= 
während h die Gleichung 
ôy oni _ 
E Ja t 2Y Jy 1 
erfüllen soll. Das zugehörige simultane System lautet: 


27* 
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da _ iy% 


x xy 1 
und besitzt das bekannte Integral v. Aber in diesem Beispiel brauchen 


wir es gar nicht, weil aus 
dg 


z = dy 
direct durch Quadratur folgt: 
= — > + Const. 
In der That ist nun: 
u ut; of êf 
of= megi + =se, 


0 wi 0 Ô 
Uf = Uar $E + Uy SE sg Gh 
2. Beispiel: Sei 
ð ə of 
E EEE 
so ist 


Uf = (æ + y°) Uf 


und 
(U, U) = 0, 
sodass unser Fall vorliegt. Demnach ist zu setzen: 
ran 
und y bestimmt sich aus 
da OAY _ y 
E 7 


vermöge einer Quadratur. Diese ist bequemer ohne Benutzung des 
bekannten Integrals x zu leisten, denn es kommt: 


— yds + zdy 


+ 


also ist zu setzen: 
y = arctg x + Const. 


Man möge verificieren, dass in y und y geschrieben U,f und U,f die 
a êf êf 
Formen ET und g ETY annehmen. 

In diesem und dem vorigen Paragraphen haben wir die beiden 
Möglichkeiten betrachtet, die statthaben können, wenn (U,U,) = O ist. 
Das Verschwinden des Klammerausdrucks sagt nach Satz 12, § 4 des 
14. Kapitels aus, dass jede endliche Transformation der von U,f er- 
zeugten eingliedrigen Gruppe und jede der von U,f erzeugten ein- 
gliedrigen Gruppe in ihrer Reihenfolge vertauschbar sind. 
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Durch die Sätze 2 und 4 des vorigen und dieses Paragraphen 
haben wir einen neuen Beweis hierfür erbracht, wenigstens im Falle 
zweier Veränderlicher. Denn entweder lassen sich U,f und U,f auf 


die Formen bringen 

ef of 

02? y? 
und dies sind zwei infinitesimale Translationen und die zugehörigen 
endlichen Translationen sind offenbar vertauschbar, oder aber auf die 


Formen 
cf Ba 
öy? 4 0y 


Die endlichen Gleichungen der beiden zugehörigen eingliedrigen Gruppen 
sind hier: 
z=% y= y+t umd z=cHt y =y + ett 4t 
Führen wir zuerst 
A R F E! 
und darauf 
n= tT =y Hart hr 
aus, so kommt als Endergebnis: 
ty=8 +t, y=y+ti+a+4% 
Wenn wir zuerst 


M=e+r, y=y trr Fir 


=, =y tt 
ausführen, so kommt dasselbe Ergebnis. 


und darauf 


$ 4. Dritter Typus: (U U) = U,f und p,U,f + p: Uf =E 0. 


Vorgelegt seien zwei infinitesimale Transformationen U,f und U,f 
der Ebene mit verschiedenen Bahncurven, und es sei: 


(U, 0) = Uf. 
Wir dürfen annehmen, die Variabeln seien schon so gewählt, dass Reduction 
au 1e 
öf dritte cano- 
ae nische Form. 
Uf = iy 


ist. Sei: 
eo x ôf öf 
U:f s dx = n Oy? 
so kommt wegen (U, U, = Uf: 
èë ðf , ên et èl 
oy ox ! ðy ðy y 
oder: 


05 — ôn — 
Ai mn 
m 3y ~ b 
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d. h. U,f hat die Form: 
V=X@) ++ X) 


Sicher ist hierin X, =/= 0, denn sonst wäre U,f von Form (y +- X) Uf 
d. h. U,f und U,f hätten dieselben Bahncurven. Da X, ==0 ist, 
kann man durch Einführung einer passenden Function von x als 
neues © mit Leichtigkeit erreichen, dass insbesondere X, = x wird. 
Benutzt man dann noch als neues y die Grösse y + X(x), wodurch 
U,f nicht geändert wird, so kommen E i 


Uf=5,, Be Fruit 


Satz 6: Stehen zwei infinitesimale nt U,f und U,f 
der Ebene mit verschiedenen Bahncurven in der Beziehung (U,U,) = U;f, 
so kann man immer durch Coordinatenwahl gleichzeitig U,f und 


U,f auf die Formen $ y’ F L4 Y se bringen. 


Ausführung Um zu erkennen, welche Operationen diese Zurückführung in der 
der Reduc- 2 


ti å h M . . . ` . i .. je 
haar. Praxis verlangt, seien U,f und U,f in beliebigen Veränderlichen x, y 


turen. vorgelegt: 
I ef of ya of of 
ufehz tn Uf = £ Ban Eri 
Alsdann ist es, wie bewiesen, möglich, zwei Functionen y und y an- 
zugeben, sodass 


af a —_ MH 
5 KEJ +n yo’ 

of of ef ef 
wor H g =t or +9% 


wird. Setzen wir hierin f=r, so kommt: 


Wenn wir beide Gleichungen noch durch g dividieren, treten es 
und -7 auf, die sich also algebraisch berechnen lassen. Dann ist 


lg g durch eine Quadratur zu finden und damit auch g zu bestimmen. 
Setzen wir dagegen f= y, so kommt: 


© òy — 
A Dr Tı„,=b 
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Hieraus lassen sich s und n berechnen in der Form: 
a aA, 
a 


=y} +ð, 


wo «œ, ß, y, ô Functionen von g, y sind. Dies sind zwei simultane 
lineare partielle Differentialgleichungen, aus denen sich bekanntlich x 
durch Quadraturen finden lässt. (Man vergleiche die in $ 5 des 
9. Kap. über ein solches Systems — damals mit (29) bezeichnet — 
gemachten Bemerkungen.) Man kann die Zahl der hier nötigen Qua- 
draturen noch reducieren: Setzen wir nämlich y = Ax, wo A eine 
Constante bedeute, so wird Ņ eine Function von æ allein und es 
kommt 


- +a i2 m ay t B + Aloy H d). 


Hier ist auch in «, ß, y, Ô jedes y = Ax zu setzen. Es ist dies dann 
eine lineare Differentialgleichung für y. Die verkürzte Gleichung 


besitzt, wie man leicht sieht, die oben bestimmte Function g als 
Lösung ø, wenn nur in ihr y = åy gesetzt wird. Mithin bestimmt 
sich d durch nur eine Quadratur (vgl. S. 150 oben), allerdings als 
Function von x und der Constanten A. Setzt man dann wieder 


4 = z, so ergiebt sich die gesuchte Function } von & und y. 
Satz 7: Stehen zwei infinitesimale Transformationen U,f und U,f 


der Ebene mit verschiedenen Bahncurven in der Beziehung (U, U) = ULF, 
so kann man sie vermöge zweier a durch Einführung neuer 


Variabeln gleichzeitig auf die Formen 3,3 r + Y — bringen. 


§ 5. Vierter Typus: (U, ,U,) = U,f und gU, f -+ p:Uf = 0. 


Wir kommen nun zum letzten Fall: Die beiden infinitesimalen 
Transformationen U,f und U,f der Ebene sollen dieselben Bahncurven 
haben und in der Beziehung 


(V,U) = Uf 
stehen. 
Es darf zunächst ur=5 vorausgesetzt werden. Da U,f die- Reduction 
selben Bahncurven wie U,f ike soll, so ist etwa igro canon 


l 2 
Uf =U = ez, 


www.rcin.org.pl 


424 Kapitel 18, $ 5. Kapitel 19. 


sodass aus (U,U,) = U,f folgt: 
do __ 1 
ee 
d. b. ọ =y + X(x) und : 
Uf = ly + X) EE 
Benutzen wir y + X(x) als neues y, so bleibt U,f ungeändert, 
während sich U,f auf y ir reduciert. 

Satz 8: Stehen zwei infinitesimale Transformationen U,f und U,f 
der Ebene mit denselben Bahncurven in der Beziehung (U, U,) = ULF, 
so kann man immer durch passende Coordinatenwahl beide gleichzeitig 

k ef ef i 
auf die Formen Jy? Y Dy bringen. 

A ur ung Noch ist zu untersuchen, wie wir dies in Wirklichkeit durch- 


der Reduc- 


tion durch führen werden. Es seien also in irgend welchen Veränderlichen z, y 
Integration 


2 Sinans geschrieben 
U= ft fm z, A E a 


die beiden RA, Transformationen. Bewiesen ist, dass es 
zwei Functionen x, ġ von x, y giebt, sodass: 


ef _6 
ags tnp = y 


o (ë, 2 tn) Jy 


wird. Hieraus folgt zunächst 
y = ọ (7, y). 
Zur Bestimmung von y ergiebt sich, indem wir f=r setzen, nur die 
eine Differentialgleichung: 
atmet 
die der gewöhnlichen Differentialgleichung 
dx dy 
em 
äquivalent ist. Ihre Integration würde x liefern, und g = Const. 
stellt dann die gemeinsamen Bahncurven von U,f und U,f dar. Somit 
hat sich hier ergeben: 
Satz 9: Stehen zwei infinitesimale Transformationen U,f und U,f 
der Ebene mit gemeinsamen Bahncurven in der Beziehung (U,U,)= UÊ 
Ar 


und 


so verlangt ihre gleichzeitige Reduction auf die Formen 5 9 ETI im 
allgemeinen die Integration einer gewöhnlichen Differentialgleichung erster 
Ordnung, nämlich der Differentialgleichung der Bahncurven. 
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Hiermit sind alle vier Fälle erledigt. Wir haben, um es zu- 
sammenzufassen, in diesem Kapitel Folgendes gefunden: 

Theorem 41: Jede zweigliedrige Gruppe von infinitesimalen 
Transformationen der Ebene lässt sich auf eine der vier cano- 
nischen Formen bringen: 


nr E 
2) E TE 
DE 
4) s, y $E. 


Die dazu nötigen neuen Veränderlichen £z, y ergeben sich in 
den drei ersten Fällen stets durch höchstens zwei Quadraturen. 
Im letzten Fall dagegen bedarf es der Integration der Diffe- 
rentialgleichung der Bahncurven. 


Kapitel 19. 


Integration der gewöhnlichen Differentialgleichungen zweiter Ordnung 
in £, %, welche zwei bekannte infinitesimale Transformationen 
gestatten. 


Jetzt sind wir genügend vorbereitet, um das Problem der Inte- 
gration einer gewöhnlichen Differentialgleichung zweiter Ordnung, welche 
mehrere bekannte infinitesimale Transformationen gestattet, wieder in 
Angriff zu nehmen. Wir erkannten mit Hülfe des Satzes 5 und 
Theorems 38 des § 2, 17. Kap., dass wir aus den bekannten infinite- 
simalen Transformationen der Gleichung durch blosse Differentiations- 
processe in jedem Falle so viele infinitesimale Transformationen der 
Gleichung ableiten können, dass dieselben eine nach Theörem 39, $ 3 
des 17. Kap., höchstens 8-gliedrige Gruppe von infinitesimalen Trans- 
formationen bilden. Diese Gruppe enthält nach Theorem 40, $ 4 des 
17. Kap., sicher zweigliedrige Untergruppen, und diese lassen sich, wie 
wir sahen, auf rein algebraischem Wege bestimmen. Demnach können 
wir in allen Fällen, in denen uns mehrere infinitesimale Transforma- 
tionen der Differentialgleichung bekannt sind, insbesondere voraus- 
setzen, dass uns zwei infinitesimale Transformationen der Gleichung, etwa 
U,f und U,f, bekannt seien, die eine zweigliedrige Gruppe bilden, d. h. 
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für die entweder (U,U,)=0 ode (U, U) = U,f ist (vgl. § 1 des 
18. Kap.). 

Hiernach werden wir entsprechend den vier canonischen Formen 
der zweigliedrigen Gruppen nacheinander vier einzelne Probleme be- 
handeln. 


§ 1. Q(x,y, y, y ) = 0 gestatte U,f und U,f, und es sei (U,U,)=0 
und 9,Uıf+ 9U,f=E0. 
Wenn die vorgelegte Differentialgleichung zweiter Ordnung 
aa, yy,y')=0 
eine bekannte zweigliedrige Gruppe U,f, U,f der ersten canonischen 
Form gestattet, so kann man nach Satz 3, $ 2 des vorigen Kapitels, 
vermöge zweier von einander unabhängiger Quadraturen neue Veränder- 


liche x, y bestimmen, in denen geschrieben U,f und U,f die Formen 
annehmen: 


Die Differentialgleichung werde dabei etwa in 
y — olt y, y) = 0 


umgewandelt. Nunmehr muss sie (vgl. Satz 4, § 1 des 16. Kap.) 


i und s gestatten. Nach Theorem 35, § 3 des 16. Kap., muss 


daher œw frei von x und y sein. Durch Benutzung der neuen Ver- 
änderlichen y, y erhält demnach die Differentialgleichung die Gestalt: 
Y—oy)—0 


und eine Quadratur giebt: 


è d f f 
J2 =g +a (a = Const.) 
oder, ausgeführt und nach y aufgelöst: 
y = pr + a), 
sodass eime zweite Quadratur 
y= fp + adeta) +b (b= Const.) 
ergiebt. 
Satz 1: Gestattet eine Differentialgleichung zweiter Ordnung 
Qla, y, yy )=0 
zwei bekannte vertauschbare infinitesimale Transformationen mit ver- 


schiedenen Bahncurven, so verlangt ihre Integration höchstens vier Qua- 
draturen. 
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Wir werden später erkennen, dass das Integrationsgeschäft ver- 
möge einer anderen Methode sogar nur zwei von einander unabhängige 
Quadraturen verlangt. Allerdings treten dann unter den Integral- 
zeichen noch arbiträre Constanten auf. 

In den neuen Veränderlichen g, ) geht jede Integraleurve durch 
die Translationen längs der g- und Y-Axe, also durch jede Translation 
überhaupt, wieder in eine Integraleurve über. Die betrachtete Classe 
von Differentialgleichungen ist also dadurch charakterisiert, dass es gelingt, 
ihre 0° Integralcurven durch Einführung neuer Variabeln in oo? ein- 
ander congruente und gleichgestellte Curven zu verwandeln. 


$2. Q(x, y, y, y) = 0 gestatte U,f und U,f, und es sei (U, U,) = 0 
und p, U,f + P Uf = 0. 


Wenn die Differentialgleichung 
almy y y) =0 
zwei bekannte infinitesimale Transformationen U, f, U f von der zweiten 
canonischen Form zulässt, so führen wir nach Satz 5, § 3 des vorigen 
Kapitels, vermöge einer Quadratur neue Veränderliche y, h ein, sodass 
U,f und U,f die Formen annehmen: 
H h, 
ey’ E ch 
Wenn die Differentialgleichung durch Einführung von y und y etwa 
diese Gestalt 
y — oly, y) =0 
erhält, so muss sie (nach Satz 4, § 1 des 16. Kapitels) z und 
t s gestatten. Die erstere Bedingung liefert durch Verwertung des 


Kriteriums in Theorem 35, § 3 des 16. Kapitels, dass œ frei von y 

sein muss. Alsdann giebt die zweite Bedingung, dass œ auch y' nicht 

enthält. Somit lautet die in y, y geschriebene Differentialgleichung: 
y—ofl)=0. 

Sie lässt sich ohne weiteres durch zwei Quadraturen integrieren: 


y = [foldede tar +b (a, b= Const.) 
Hier ergiebt sich somit 
Satz 2: Gestattet die Differentialgleichung Q(z, y, y, yY) = 0 zwei 
bekannte vertauschbare infinitesimale Transformationen mit denselben Bahn- 
curven, so verlangt ihre Integration höchstens drei Quadraturen. 
Auch in diesem Falle wird die später zu entwickelnde Methode 
zeigen, dass nur zwei von einander unabhängige Quadraturen nötig sind. 
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Beispiel: Sei vorgelegt die lineare Differentialgleichung zweiter 

Ordnung 
Y+Xla@)y+X@)y + X) = 0 
und seien 2,, 2, zwei bekannte von einander unabhängige Particular- 
lösungen der sogenannten verkürzten Gleichung 
2 + X (a)? + Xa)z = 0. 

Ist dann y irgend eine Lösung der ersteren, so ist auch y + c,2, + (3%, 
eine Lösung derselben, wenn c,, €a Constanten bedeuten. Mit anderen 


Worten: Die unverkürzte Gleichung gestattet die infinitesimalen Trans- 
formationen. 


n=, n=, 


denn diese erteilen y die Incremente z, ôt und 2,6t. Hier ist ( U, U) = 0 
und U,f und U,f haben dieselben Bahncurven. Es liegt also der 
soeben betrachtete Fall vor. Wir benutzen demnach neue Veränderliche 
t, 9, indem wir setzen: 


agy ~ az Ein 
Es kommt zunächst Eee Ferner kann offenbar y = -3 gesetzt 


oy? 


werden. Diese neuen Veränderfichen sind nun in die vorgelegte Dif- 
ferentialgleichung einzuführen. Wir wissen, dass sie dann frei von y 
und y werden muss. Es kommt: 


až J 
y Pe Z— Ayy 
aa Zi Z, — 2 % 
2, 
day __ — (a By mi "2,) ay” = 2 Yy) =: By =A Naa i "2,) 
dæ (Zi Z: — ^i a: 
=} A "Au —ah ZiZa — a 
— er l e Ber er ie 
Zi čs — 2i Re (2123 2, a) (212a Zi %2 


Nun aber ist: 
4 + Xea + X=, z + Xr + Xr = 0 
und danach: 


er EN m Aha A, 
` Tr EA Zy Za ? 304% 
Es wird also: 
dy po 7 
rear Ur Xy t Xy) 
oder, da 
l VE Ku AR, 
sein soll: 
ll dy ‚a _ BE 2° X, (x) 
Y dz ` dz Naay ae 
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Dies ist die gesuchte neue Differentialgleichung, wenn daraus nur 
noch x vermöge 
‚=? 


“I 


eliminiert wird. Ihre Integration liefert 
(2) =) 2, X,(&) z 
o-- E- fa A uea T 


wo c und y die rare bedeuten, oder, da y = 
N, la 
y=—a faf ) fa 6) le, ten tye fi 


1 ` i . Reduction 
Wir heben noch eine interessante Bemerkung hervor: Gestattet Fe de Form 


eine Differentialgleichung zweiter Ordnung die infinitesimalen Trans- „=. 
formationen 


I ist: 


cf ef 

ôy? T Jy? 

so ist, wenn : 
y = f(x) 


irgend eine Particularlösung bedeutet, auch 
y = f(z) + ax +b 
eine Lösung der Gleichung, denn die beiden infinitesimalen Trans- 


formationen lassen x ungeändert, während sie y die Incremente dt 
und vòt erteilen. Die Lösung 


y-fl@)+tar+b 
ist dann die allgemeinste, da sie zwei willkürliche Constanten a, b 
enthält. Führt man nun die neuen Veränderlichen 
= Y= y — fl) 
ein, so nimmt die Integralgleichung die Form an: 
y=ar+b. 
Die transformierte Differentialgleichung ist daher die Gleichung 
y” = 0, 
da diese die soeben angegebene allgemeine Lösung hat. =~ 
Eine Differentialgleichung zweiter Ordnung in zwei Veränderlichen, 
welche zwei vertauschbare infinitesimale Transformationen mit denselben 
Bahncurven gestattet, lässt sich also durch Einführung passender neuer 
Variabeln auf die Form 
y =0 
bringen; oder auch: Ihre œœ Integraleurven lassen sich in die œœ Ge- 
raden der Ebene überführen. 
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Da die Gleichung y” == 0 gerade acht von einander unabhängige 
infinitesimale Transformationen gestattet, so folgt rückwärts, dass eine 
Differentialgleichung zweiter Ordnung, welche zwei vertauschbare in- 
finitesimale Transformationen mit denselben Bahncurven zulässt, ausser 
diesen noch sechs unabhängige infinitesimale Transformationen gestattet. 


83. Q(z, y, y, y) = 0 gestatte U,f und U,f, und es sei (U, U) = U, f 
und 9,Uıf+ P: Uaf == 0. 
Die vorgelegte Differentialgleichung 
as y, yry) = 0 
soll nunmehr zwei bekannte infinitesimale Transformationen U,f, Usf 
vom dritten Typus gestatten. Wie Satz 7, § 4 des 18. Kapitels, lehrt, 
gelingt es uns alsdann, durch zwei Quadraturen neue Veränderliche 
t, ) einzuführen, in denen U,f, U,f die Formen haben: 


ef „of of 
mn Er TYD 
Gleichzeitig wird & = 0 etwa in die Gleichung 
y” = ot, Y, y) 


er F. 2 Bf 
verwandelt. Wir wissen dann, dass sie A und £ st +) zi gestattet. 


Dp 
. t . D - a s 
Da sie 7 zulässt, so ist sie nach Theorem 35 frei von y. Ferner, da 


sie y 7 +y > s zulässt, muss nach demselben Satze sein: 


ĝo __ 
r 
d. h, 
3 lg w S u 
23 r 
oder, da œ schon von y frei ist: 
ri 1 
r 


sodass die Differentialgleichung in den neuen Veränderlichen x, y die 
Form hat: 

© y” = g( N) a 

Diese aber ist durch Quadraturen integrabel. Sie lässt sich nämlich 


so schreiben: 


sodass eine Quadratur liefert: 


dy 
S; nn gr+ta (a = Const.). 
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Führt man die Quadratur aus und löst nach 4’ auf, so kommt etwa 


Y = (lg £ + a) 


und eine Quadratur giebt 


y= feag r +a)dy +b (b = Const.). 
Satz 3: Gestattet die Differentialgleichung zweiter Ordnung 
2a, y, Y, Y) =0 
zwei bekannte infinitesimale Transformationen U, f, U,f, zwischen denen 
die Beziehung (U,U,) = U,f besteht, und welche verschiedene Bahncurven 
haben, so verlangt ihre Integration höchstens vier Quadraturen. 


Auch in diesem Falle leistet eine spätere Methode mehr, indem 
sie die Integration vermöge zweier Quadraturen erledigt. 


$4. Rla,y,y y”) = 0 gestatte U,f und U,f, und es sei (U, U,)= U,f 
und g, U,f + p: Uf = 0. 

Wir kommen zum letzten Fall, dem vierten Typus. Wenn die 

Differentialgleichung 
Qay y, y) =0 

zwei infinitesimale Transformationen U,f, U f des vierten Typus zu- 
lässt, so können wir zunächst nach Satz 9 des § 5, 18. Kapitel durch 
Bestimmung der Bahncurven von U,f, also durch Integration einer 
gewöhnlichen Differentialgleichung erster Ordnung solche neue Veränder- 
liche x, y einführen, dass U,f und U,f die Formen erhalten: 
3 y Zu 
während etwa & = 0 übergehe in 


y = a(g, Y, y). 
ə 


Diese Gleichung muss a gestatten, d. h. nach Theorem 35 ist sie 
frei von y. Auch soll sie y £ zulassen. Daher giebt dasselbe Theo- 
rem noch die Bedingung 


0 — y dy =( 
oder: 
ego__ 
u Y 
d. h. es ist 
o = g(r)y. 


Durch Einführung der neuen Veränderlichen g, y nimmt somit unsere 
Differentialgleichung die Form an: 
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"od, 


und eine Quadratur liefert: 


lg y - / 90) de + lga (a = Const.) 


oder 
ge pir)dr 
Yy = aeS a 


sodass eine zweite Quadratur giebt: 


y= a fe Odg 4b (b= Const). 
Satz 4: Gestattet die Differentialgleichung zweiter Ordnung 
ayyy) = 09 
zwei bekannte infinitesimale Transformationen U, f, U,f mit denselben 
Bahncurven, und besteht zwischen U, f und U,f die Beziehung (U,U,)= U, f, 
so verlangt ihre Integration höchstens die Integration einer Differential- 
gleichung erster Ordnung und zwei Quadraturen. 

Zu bemerken ist, dass auch in diesem hier schwierigsten Falle 
unsere später zu entwickelnde Methode die Integration durch zwei 
Quadraturen völlig erledigt. 

Beispiel: Vorgelegt sei die sogen. verkürzte lineare Differential- 
gleichung zweiter Ordnung: 

y” + X (ey + X(e)y = 0. 
Ferner sei eine Particularlösung y = z(x) derselben bekannt. Ist dann 
y irgend eine Lösung der Gleichung, so sind auch y +- cg und cy Lö- 
sungen, d. h. die Differentialgleichung gestattet die infinitesimalen 
Transformationen 

nf=) j Ul=yz 

Hier ist (U, U,) = U,f und U,f und U,f haben dieselben Bahn- 
curven. Es liegt demnach der soeben betrachtete Fall vor. Wir 
führen nach unserer Methode neue Veränderliche g, Y ein, indem wir 
setzen: i EA CI RT 

a 3y ey’ Y 0y N 
Offenbar können wir hier = x und y = PE setzen. Die Differential- 
gleichung erster Ordnung, von der im Satz 4 die Rede war, ist also 
hier sofort integriert. Nun wird: 

y = s(t) Y 

und daher, da gr = <v ist: 

y =Z yt aN, 

y = zy + 2g y -+ 29”, 


sodass 
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yF Xy E ++ X)yt+@r7+ Kay ty 
wird. Da aber z eine Particularlösung ist, so fällt das erste Glied 
rechts fort. In den neuen Veränderlichen lautet die Differentialglei- 
chung daher: 


v+(2°+X%0)y=0. 
Der in Klammer stehende Ausdruck enthält nur z. Daher giebt die 


Integration: f 
y = fe er Ty 


wo c und y die Integrationsconstanten bedeuten. Mitbin kommt 


schliesslich, da g =% und y = ist: 


y = sa) [ee SM: taji dx + yels). 


; ? ; ; ; Reductt 

Eine Differentialgleichung zweiter Ordnung, welche An? äia Kor 
O gp 3 
öy’ 7 0y 


gestattet, besitzt, wenn y = f(x) irgend eine Particularlösung ist, die 
allgemeine Integralgleichung: 


y =f@) + ay +b. 
Setzt man y — f(x) = Y9, y = y, so kommt die Integralgleichung 
ù = ag + b, 
deren zugehörige Differentialgleichung lautet 
y” =. 


Mithin folgt wie in § 2: Jede Differentialgleichung zweiter Ordnung in 
zwei Veränderlichen, welche eine zweigliedrige Gruppe von nicht ver- 
tauschbaren infinitesimalen Transformationen mit denselben Bahncurven 
gestattet, lässt sich durch Einführung passender neuer Variabeln auf die 
Form y" = 0 bringen. 

Auch hier können wir weiter schliessen: Eine Differentialgleichung 
zweiter Ordnung, welche zwei nicht vertauschbare infinitesimale Trans- 
formationen zulässt, gestattet ausserdem noch sechs unabhängige in- 
finitesimale Transformationen. 


Lie, Differentialgleichungen. 28 
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Kapitel 20. 


Integration einer linearen partiellen Differentialgleichung in drei 
Veränderlichen, welche bekannte infinitesimale Transformationen 
gestattet. 


Wir haben im vorhergehenden Kapitel des öfteren auf eine später 
zu entwickelnde bessere Integrationsmethode der Differentialgleichungen 
Q(x, y, y, y) = 0 hingewiesen, welche zwei bekannte Transformationen 
zulassen. Diese Methode stützt sich darauf, dass wir an Stelle der 
Gleichung & = 0 die äquivalente lineare partielle Differentialgleichung 
in den drei Veränderlichen æ, y, y betrachten, die wir schon in Satz 7, 
S 3 des 16. Kapitels, benutzt haben. 

Aus diesem Grunde wird es dem Leser verständlich sein, weshalb 
wir hier eingehend ein Problem behandeln, mit dem wir uns schon 
früher, allerdings in allgemeinerer Fassung, beschäftigt haben, nämlich 
mit der Integration einer beliebigen linearen partiellen Differential- 
gleichung in drei Veränderlichen, welche bekannte infinitesimale Trans- 
formationen gestattet. 


$ 1. Integration einer partiellen Differentialgleichung Af=0 in 
x, Y, 2, welche eine bekannte infinitesimale Transformation gestattet, 


Es sei vorgelegt die lineare partielle Differentialgleichung 
Eee, Ef u Sa, 
Az “= ôy Tla 
in x, y, 2. Wie wir wissen, lässt sie jede infinitesimale Transformation 
von der Form oAf zu (nach Theorem 29, $ 2 des 15. Kapitels). 
Eine solche infinitesimale Transformation, die ja nichts neues aussagt, 
nennen wir trivial. 
Es möge nun 7 
ef ô 
ur=i ttt 
eine bekannte nicht triviale infinitesimale Transformation der Gleichung 
Af=0 sein. Wir fragen uns, wie wir sie zur Integration von Af=0 
verwerten können. 
Nach Theorem 29 ($ 2 des 15. Kapitels) hat (UA) die Form 
UA) — AUF) =ZAAf, 
wo 4 eine Function von g, y, 2 ist. Betrachten wir nun die beiden 
linearen partiellen Differentialgleichungen 


afn 
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so lehrt vorstehende Beziehung nach Theorem 12 ($ 3 des 10. Ka- 
pitels), dass sie eine gemeinsame Lösung f = p(z, Y, 2) besitzen oder also 
ein sogenanntes vollständiges System bilden. 

Diese gemeinsame Lösung ø lässt sich nach einem von Dubois- Erste Lö- 


sung von 

Reymond angegebenen Principe durch Integration einer gewöhnlichen, 11=" 
j. s , : x 3 durch Integr. 

Differentialgleichung erster Ordnung zwischen zwei Veränderlichen be- u 


stimmen. Denn interpretieren wir, um diese Integrationsmethode an- zw. » v. 
schaulich zu machen, x, y, 2 als Punktcoordinaten des Raumes, so 
definiert das vollständige System Af=0, Uf = 0 o Flächen: 
g(x, y, 2) = Const. 
des Raumes. Wie wir schon in Satz 4, § 3 des 10. Kapitels, bemerkt 
haben, lassen sich diese oo! Flächen auch dadurch definieren, dass 
auf einer beliebigen derselben x, y, z solche Incremente dx, dy, dz 
haben, welche der totalen Differentialgleichung 
1) (FE Zu)de + (Zë — Xay+ Ku — Yi)de—0 
genügen. Schneiden wir nun diese oo! Flächen p = Const. durch 
die Ebene 


(2) z =x% +4 ay, 
wo a irgend eine Constante sei, so erhalten wir oo! Curven, und diese 


werden eine gewisse Differentialgleichung zwischen x, y erfüllen. Um 
diese Differentialgleichung zu finden, eliminieren wir vermöge (2) und 


dz = dx + ady 
g und dz aus (1) und erhalten sie dadurch in der Form 
(3) u(x, y, ajdx + v(x, y, a)dy = 0. 


Hat man diese Differentialgleichung bei beliebigem Werte der Con- 
stanten a integriert, so findet man auch leicht alle jene oo! Flächen, 
da man dann ihre œ? Schnittlinien mit allen Ebenen z=x-+ ay 
kennt. Fasst man nämlich unter den oo? Curven alle zusammen, welche 
durch einen Punkt der Axe des Ebenenbüschels z = x + ay hindurch- 
gehen, so bilden dieselben im allgemeinen eine der gesuchten Inte- 
gralflächen. 
Ist also etwa 
y(x, y, a) = Const. 
das Integral von (3), so ist, wenn a durch (2) eliminiert wird: 
Fe 
od (z, Y, =2) = Const. 


die Gleichung der o0' Flächen, und somit ist die gemeinsame Lösung 

g(x, y, z) von Af=0 und Uf=0 durch Integration der gewöhn- 

lichen Differentialgleichung (3) von erster Ordnung in &, y gefunden. 
28* 
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Der Leser bemerke, dass das in § 4 des 18. Kap. benutzte Inte- 
grationsverfahren auf einem ähnlichen geometrischen Gedankengange 
beruht. 


Wir können also nunmehr die gemeinsame Lösung (x, y, z) von 
Af=0 und Uf = 0 als gefunden betrachten. Es handelt sich zur 
vollständigen Integration von Af = 0 nun noch um die Bestimmung 
einer zweiten Lösung der Gleichung Af = 0. Dies verlangt, wie wir 
sehen werden, nur eine Quadratur. 
Zweite Lö- Zu diesem Zwecke sei vorausgesetzt, œ enthalte etwa z wirklich. 


sung von 


4/=0 Alsdann können xv, y, p an Stelle von x, y, z als Veränderliche be- 


durch eine 


Quadratur. nutzt werden. In diesen neuen Veränderlichen wird Af zu 
Are. of af əf 
Af = Axt j; t AY Jy +49 5, 
oder, da Agp = 0 ist und aus Ax, Ay die Veränderliche 2 zu elimi- 
nieren ist, etwa: 


Af= a(z, Y, p) 5 ar p(z, Y, P) z = 

und analog nimmt Uf etwa diese Form an: 
i 0 of 
Uf = y(x, y, p) gt + ò (zx, y, p) a 


In der Gleichung Af = 0 kommt kein Differentialquotient nach 9 vor. 
Auch transformiert Uf diese Variabele nicht. Mithin spielt sie nur 
noch die Rolle einer arbiträren Constanten, und x, y allein treten als 
wirkliche Veränderliche auf. 

Jetzt liegt folglich das Problem vor, die Gleichung Af =Q in 
x, y, die noch ø enthält, zu integrieren, welche die bekannte infini- 
tesimale Transformation Uf in x, y, die auch @ enthält, gestattet. 
Dies verlangt nach Theorem 8 (§ 1 des 6. Kapitels) nur eine Qua- 
dratur, indem die zu Af= 0 äquivalente gewöhnliche Differential- 
gleichung 

«dy — Bda = 0 
den Integrabilitätsfactor 
1 
«að — fy 
besitzt, indem «ð — ßy==0 ist, sodass 
= J i a(x, y, p)dy — Plz, y, p)dx 
si a(x, 9 p) ô (z, Y, P) — PR Y, P) Y(T, Y, p) 

die gesuchte zweite Lösung ist. Hierin ist die Integration so aus- 
zuführen, als ob @ eine Constante wäre, und erst nachher ist unter 


g die früher gefundene Function (x, y, 2) zu verstehen. 
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Also hat sich ergeben: 

Theorem 42: Gestattet eine lineare partielle Differential- 
gleichung 

— x of g ê 
o aE u =i 

in drei Veränderlichen x, y, z eine bekannte nicht triviale in- 
finitesimale Transformation, so verlangt ihre Integration nur 
die Integration einer gewissen gewöhnlichen Differentialglei- 
chung erster Ordnung in x, y und eine Quadratur. 


1. Beispiel: Die lineare partielle Differentialgleichung Beispiole 
5 ; ð ù 
af= Pty LA A aa) + (aa tya 0 
gestattet die infinitesimale Transformation 
= of ĝi ef 
UY=aı7,H+r Y y +23 


denn es ist 


(UA) = Af. 
Af=0 und Uf=0 bilden also ein vollständiges System, das der 
totalen Differentialgleichung 


dx dy de | 
LHP Hyr Ay aer azp ye =0 
X y 2 | 


äquivalent ist, das ausgeschrieben so lautet: 
gedz + yedy — (+ yẹP)de = 0. 
Um diese zu integrieren, setzen wir 


z =x + ay 
und erhalten 


(2 + ay)dx + y(x + ay)dy — (+ y’) (dr + ady) = 0 


oder 
ydx — xdy = 0. 


Diese Gleichung ist frei von a und nützt deshalb zur Integration nichts, 
denn sie sagt nur aus, dass die Integralflächen die Ebenen z = z -tF a y 
in den Geraden J= Const. schneiden, welche sämtlich die Axe des 
Ebenenbüschels in demselben Punkt treffen. 
Wir werden also andere Schnittebenen benutzen, etwa diese: 
y =z +a. 

Wenn wir diesen Wert und dy = dx in die totale Gleichung ein- 
führen, so kommt: 
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(22 + a)dz — (22° + 2ax + a)dz = 0 
oder 
27% -+a ds 
ga’ F Zas | a dar il 
d. h. integriert: 


$ lg (22° + 2ax + a?) — lg z = Const. 
oder: 
y = aTe Ti = Const. 
Um hieraus das Integral der totalen Gleichung zu finden, haben wir 
wieder a == y — x zu eliminieren und erhalten: 
In der That ist Ag = 0, Up = 0. 
Nunmehr benutzen wir z, y und @ als Veränderliche, indem wir 


PR ke ii 
p 
eliminieren. Dadurch kommt: 


F er FR er 
af= (e +y H EVE H) H Very) 
und 

gE ru, 


sodass die zweite Lösung y von Ir 0 lautet: 
o (rrt EVE Ft) ay- (ty VEF) ae 
KR (+ et Yy y. z Y) k- mr u 2 yyy) : 
u +y’) y \ Ag +y’ja 


= lg (V£ +} — p (£ — Hy). 
Setzt man nun für ø seinen Wert ein, so kommt: 
eg Vz +y — lge + lg (e — e +y) 
2. Beispiel: Die geometrische Bedeutung unserer Theorie tritt 


an folgendem Beispiel deutlich hervor. Angenommen, es sei uns be- 
kannt, dass die lineare partielle Differentialgleichung : 


af=x 4Y +Z% =o 


die infinitesimale A L F 2-Axe: 
ð 
Uf=—y iHa Ehm 


gestatte. Jede Charakteristik von aa wird bei fortwährender 
Ausübung von Uf in Schraubenbewegung längs der z-Axe hingeführt, 
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indem sie immer wieder in eine Charakteristik übergeht. Sie beschreibt 
dadurch eine Fläche, welche oo! Charakteristiken von Af—=0 und 
oo! Bahncurven von Uf, nämlich Schraubenlinien oder Charakteri- 
stiken von Uf = 0, enthält. Jede solche Fläche, deren es oo! giebt, 
ist demnach gemeinsame Integralfläche von Af=0 und Uf =Q. 
Ist œ die Lösung des vollständigen Systems Af = 0, Uf = 0, so stellt 
w = Const. jene oo! Flächen, die wir Schraubenflächen nennen, dar. 
Nach unserer Theorie lässt sich œ durch Integration einer gewöhn- 
lichen Differentialgleichung erster Ordnung zwischen zwei Veränder- 
lichen auffinden. Wir schneiden nämlich die oo! Flächen œ = Const. 
durch oo! Ebenen und stellen die Differentialgleichung für die oo! 
Schnitteurven mit einer beliebigen dieser Ebenen auf. Oben wählten 
wir als schneidende Ebenen die Schar z = æ + ay. Wir könnten 
auch die Ebenen y = ax benutzen, die durch die z-Axe gehen. Als- 
dann würde sich eine gewöhnliche Differentialgleichung erster Ordnung 
zwischen x und g ergeben. 

Betrachten wir nun diese oo! Schraubenflächen als gefunden, so 
ist es auch geometrisch klar, dass wir dann die Charakteristiken von 
Af=0, also auch die allgemeinste Lösung von Af = 0, durch eine 
Quadratur bestimmen können, denn die oo! auf einer dieser Schrau- 
benflächen gelegenen Charakteristiken gestatten die infinitesimale Ver- 
schraubung Uf längs der z-Axe. Ihre Projectionen auf die (xy)-Ebene, 
die durch eine gewöhnliche Differentialgleichung erster Ordnung zwi- 
schen x und y gegeben werden, gestatten demnach die infinitesimale 
Rotation um den Anfangspunkt: 

— ef. dr 

Uf =y tege 
Nach Theorem 8 (§ 1 des 6. Kapitels) ist also ihre Differentialgleichung 
durch Quadratur integrierbar. 


$ 2. Integration einer partiellen Differentialgleichung Af = 0 in 
%,y,2, welche zwei bekannte infinitesimale Transformationen gestattet. 


Noch mehr wird sich natürlich die Integration einer linearen 
partiellen Differentialgleichung in z, y, z: 


ei th 
M=eX,+tY,+2,-0 


vereinfachen lassen, wenn sie zwei wesentlich verschiedene bekannte in- 
finitesimale Transformationen U,f und U,f gestattet. Dabei nennen 
wir, wie in $ 3 des 15. Kapitels, U,f und U,f wesentlich verschieden, Wi 
wenn keine Relation zwischen U,f, U,f und Af besteht von der Form :dene inf Trt. 


Const. U,f + Const. U f + ol y, 2) Af = 0; 
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denn mit U,f gestattet Af = O auch jede infinitesimale Transformation 
von der Form Const. U,f+ oAf. 

Wohl aber kann zwischen U,f, U,f und Af eine Relation mit va- 
riabeln Coefficienten bestehen: 


B, Uif + Be Uaf + «Af = O, 


in der also ß,, Ê, « Functionen von x, y, 2 sind und a keine blosse 


2 

Constante ist. Demnach unterscheiden wir zwei Fälle, die wir nach 

einander betrachten. 
ll: Erstens: Es bestehe keine lineare Relation zwischen U,f, Uaf und Af. 
ru Nach Theorem 30 (8 3 des 15. Kap.) gestattet Af = O auch die 
GP hh Af infinitesimale Transformation (U,U,). Da sich jede infinitesimale Trans- 
formation in x, y, 2 in ganz bestimmter Weise linear durch U,f, Uf 
und Af ausdrückt, weil zwischen diesen dreien selbst keine lineare 
Relation besteht, so ist auch etwa: 


(4) (U, U) = m Uf + e Uaf + vAr. 

Hier sind also u;, ug, v bekannte Functionen von x,y,z. Nach Theorem 31 
(§ 3 des 15. Kap.) sind nun u, und u, Lösungen von Af = 0 oder 
Constanten. Auch sind dann, weil Af == 0 die infinitesimalen Trans- 
formationen U,f und U,f gestattet, U, us, Uto, Uzt, Uzta Lösungen 
oder Constanten. Auch wenn wir (U, U,) auf u, oder u, ausführen, 
müssen sich solche ergeben. Aber wegen (4) ergiebt sich dadurch 
keine von der vorher angegebenen unabhängige Lösung. Ferner ge- 


stattet Af = 0 nun auch (U,(U,D,)) und (U,(U,T,)). Nach (4) ist: 
(U, (U, U:)) = U,u'Oıf+ U, tg Uf + u (U, Ua) +ọ4f, 


wo ọ eine gewisse für uns gleichgültige Function bedeutet. Dieser 
Ausdruck, aus dem sich noch nach (4) (U,U,) eliminieren lässt, giebt: 


(U,(U, U:)) = (Uu, + uta) Uf + (Uru + u’) Uaf + o Af. 
Nach dem Theorem 31 sind also U, u, + Wu und U,u, + m? Lö- 
sungen von Af = 0 oder Constanten. Offenbar sind sie von den oben 
angegebenen Lösungen abhängig, sagen also nichts neues aus. Dasselbe 
ergiebt sich, wenn wir (U,(U,U,)) bilden. Somit folgt, dass in dem 
vorliegenden Falle nur die sechs Grössen 

H Ue; Urm, Urm; Tu, Urte 
als eventuelle Lösungen von Af == Q0 berücksichtigt zu werden brauchen, 
indem die in 8$ 3, 4 des 15. Kapitels entwickelten Hülfsmittel zur Auf- 
stellung neuer Lösungen nichts weiter ergeben. 
Rrater Da Af = 0 nur zwei von einander unabhängige Lösungen besitzt, 
so folgt, dass sich jene sechs Grössen notwendig auf höchstens zwei 
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von einander unabhängige reducieren. Sind es gerade zwei, so ist 
das Integrationsgeschäft beendet. 


Es kann aber auch eintreten, dass sich so nur eine Lösung er- 
giebt, oder aber, dass alle jene sechs Grössen nur Constanten sind. 
Ergiebt sich eine Lösung p, so verfahren wir am einfachsten so: 
Es sind in diesem Falle U,p und U, Funetionen von ọ allein: 
Up= Q (p) pp) 
Wir bilden die infinitesimale Transformation 
Vf = Qp): Uf — & (p): Uf, 
welche Af = 0 gestattet. In der That ist wegen Ag = 0: 
(VA) = Q(U, A) m 2,(U,A), 
d. h. da nach Theorem 29 (§ 2 des 15. Kap.) (U,A) und (U,A) die 
Form AAf haben, so hat auch (VA) diese Form. Dass Af = 0 
die infinitesimale Transformation Vf gestattet, folgt auch aus den in 
§ 4 des 15. Kap. gemachten Bemerkungen ohne weiteres. Auch ist jetzt: 
Vo = & Up — Q,- Up =E RQ, — Q R = 0. 
Die beiden Gleichungen: 
Af=0, Vf=0 
bilden demnach ein vollständiges System mit der Lösung p, die uns 
schon bekannt ist. Indem man etwa x, y, p als Veränderliche an 
Stelle von x, y, z einführt, findet man wie in § 1 eine zweite Lösung 
von Af = 0 durch eine Quadratur. 
Dass sich eine zweite Lösung durch Quadratur ergiebt, folgt kürzer, 
aber weniger elementar, auch so: Ist 
nf= Etm EHR S, n= h tma + ai 


so besitzt Af—= 0 nach Theorem 32 ($ 5 des 15. Kap.) den Multiplicator 


X Y Z | 
175 Nı ie 
bs mM & 


d. h. nach Jacobi’s Theorie lässt sich zur bekannten Lösung p eine zweite 
durch Quadratur angeben. 


Nun bleibt noch die Annahme übrig, dass alle sechs Grössen 
Uis u2, Uu bloss Constanten sind, also insbesondere 


(UU) = 0 Uf F eUf ForAr 


wird (c,, c3 = Const.). Bei dieser Annahme sind wieder zwei Mög- 
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lichkeiten zu unterscheiden: Entweder sind ce, und c, beide Null oder 
nicht. Im letzteren Falle können wir (wie in $ 1 des 18. Kapitels 
bei den zweigliedrigen Gruppen) leicht erreichen, dass ya=1, & = 0 


wird, indem wir nämlich, wenn etwa c,=#0 ist, uf+2 U,f und 
1 
= U,f an Stelle von U,f und U,f als die beiden infinitesimalen Trans- 


formationen benutzen. Demnach liegen die beiden Möglichkeiten vor: 
(UU)=vAf und (U,U) = Uf + vdf. 
Sei also zunächst: 

(U, U) = v Af. 

Sicherlich bilden 
Af =0 wd UVUf=0 

wegen (U, 4) = 14, 4f (nach Theorem 29, $ 2 des 15. Kap.) ein voll- 
ständiges System. (Vgl. § 3 des 10. Kap.) Es sei ọ die unbekannte 
Lösung desselben. Es ist etwa: 

(UA) = 4,4f 
und wir haben also: 

UA) - AUF) R,Af, 
U,(Uf)— VUN) vAr. 
Setzen wir hierin f= ọ, so ergiebt sich, da 4g = U, p = ist: 
A(U,p)=0, U,(U:p) =O, 

d. h. U,ọ ist Lösung des vollständigen Systems, mithin eine Function 
von @ allein: 

Up = &(9), 
denn es ist die allgemeinste Lösung des vollständigen Systems eine 
arbiträre Function von ø. Wir können uns unter ¢ immer die Lö- 
sung des Systems vorstellen, für die. U, p= 1 ist. Denn ist dies 
nicht der Fall, so ist: 


Ulo (p)) = v (p)2(¢), 
und dies lässt sich durch passende Wahl von œ(g) immer gleich Eins 
machen, da 2(p)=E0 ist. Wäre nämlich 2(p)=0, so hätten wir 
U9=0, UP=0, Ap = 0, d.h. zwischen Af, U,f, Uf bestände 
gegen die Voraussetzung eine lineare Relation, indem die Determinante 


X Y Z 
2 Gt 
b m & 


sein würde. Es hat sich also ergeben, dass eine Function @ existiert, 
für welche: 
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` 


Ag XE+IE+ZE=0, 
Opa en +0, 


VP=h Ete EHR ESI 


© ô ð ð 
ist. Hieraus lassen sich zes Zu T bestimmen, und es ergiebt sich 


mithin @ selbst durch eine Quadratur in der Form: 


dx dy dz | 
Fdal Di > | 
ee É, N éi 
re / Fer 1 
e & m & 
En Na 5 


Ganz analog hätten wir zeigen können, dass es eine Function % 
geben muss, für de Ay=0, U y = — 1, U y = ist, sodass die- 
selbe sicher von @ unabhängig ist, da sonst U, y = O wäre, und sich 
durch eine Quadratur ergiebt in der Form: 


2 dx dy dz 
ghil baea 
J= É m b 
Xr i 
./ È mm & 
| Ë nm $ 


Bemerkenswert ist, dass die beiden Quadraturen, welche die Lösungen 
p und Y von Af = 0 ergeben, von einander unabhängig sind. 


Nun kommen wir zu dem Fall, dass Zweite 
Möglichkeit 

=. im dritt 
(UU) = Uf H vAf Unten ae: 


ist. Alsdann bilden 
Al, Ne 


ein vollständiges System, dessen unbekannte Lösung p heissen möge. 
Es ist etwa (U,A)=A,Af, und aus den Gleichungen: 

U,(Af) — AU,f)=MAf, 

U, (Uf) — V(U f) = Uf + vaf 
folgt, wenn wir darin f = ọ setzen, wegen Ag = U p = 0, dass (wie 
im vorigen Falle) U,p eine Ben von ọ allein ist, und demnach 


ergiebt sich (wie im vorigen Falle) @ selbst durch eine Quadratur in 
der Form: 
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dx dy dz 
xey Z 
ee éi “i & | 
FE AZ 
e A mo é 
È m & 


Somit ist eine Lösung von Af = 0 gefunden. Diese führen wir, 
wenn sie etwa von z nicht unabhängig ist, neben x und y als Ver- 
änderliche ein. Dadurch geht Af = O über in: 
na öf öf 
Af = As, +44 DAT = 0; 
weil Ap =Q ist, und U,f in: 
T f= Tr of T ef 
Ut U,x y“ + Uy öy?’ 
weil auch Up =Q ist. Hierin sind die Coefficienten Functionen 
von &, 4, p, und @ spielt die Rolle eines Parameters, da ọ von U,f 
nicht transformiert wird. Af = 0 ist einer gewöhnlichen Differential- 
gleichung erster Ordnung zwischen x, y äquivalent, die auch ọ ent- 
hält, und diese gestattet Uf, sodass sich das Integral (wie in $ 1) 
durch eine Quadratur nach Theorem 8 ($ 1 des 6. Kap.) ergiebt. 


Man bemerke, dass in diesem Falle die beiden Quadraturen nicht von 
einander unabhängig sind, wie im vorigen. 


Fassen wir alles zusammen, so hat sich also ergeben: 
Theorem 43: Gestattet die lineare partielle Differential- 
gleichung 
Ars Xg tyri Te 


zwei bekannte ais Transformationen U, f und U,f, 
welche keine lineare Relation 

Bi (æ, y, £) U,f + Bay) Uaf + elx, y, 2) Af = 0 
erfüllen, so verlangt die Integration von Af=0 höchstens 
zwei Quadraturen. 


sn eier In betreff der beiden zuletzt betrachteten Fälle, in denen 
Untorfallen (U,V) = 4U, f + aU,f+vAr 


ist, bemerken wir noch Folgendes: Sind p und ẹy zwei von einander un- 
abhängige Lösungen von Af== 0, und ist y eine Function, für die Ay=1 
ist (und die es immer giebt), so sind @, y, y von einander unabhängig, 
und man kann sie als neue Veränderliche an Stelle von x, y, z einführen. 
Alsdann wird 
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G 
arag, 


ee + Uode + Ua f, 


Uf = Uzo Y- + Ua. 
A i dx 


Auch sind U, g, Uy, Uap, Upp als Lösungen von Af = 0 Functionen 
von p und w allein; also ist etwa: 

Up = Qulp, Y), Uy = Ra (p, Y), 

Usp = Ra (p, Y), Urp = Ralp, Y), 
sodass: 


UN jals ip t Sig os L+ 147 SE, 


Uf = Qa a F 2 a + Ur A 


wird. Lassen wir hierin die letzten Glieder fort, so sind die verkürzten 
infinitesimalen Transformationen: 


Ufer è -+ Ay i? 
UN = a y A +2; i 


immer noch solche, welche Af== 0 gestattet, denn sie vertauschen die 
Charakteristiken œ = Const., y = Const. von Af = O unter einander, da 
die & Functionen von p und w allein sind. Es war nun 

(U, U) = GUF + Uf + vAf. 
Die neuen Formen von U f, Uf, Af, geschrieben in p, p, x, zeigen, dass 
alsdann auch en hr 

(U, Ua) = 6, U,f + Uf 

ist, d. h. die verkürzten infinitesimalen Transformationen U, fı Uf bilden 
eine zweigliedrige Gruppe. Dies ist die begriffliche Deutung der beiden 
zuletzt betrachteten Fälle. 


Nachdem nunmehr der erste Hauptfall erledigt ist, kommen wir 
zum zweiten. Also: 
Zweitens: Es bestehe eine lineare Relation zwischen Af, U,f und U,f: _Zweiter 


Hauptfall : 
BU,F+BRU,f+eA—0, Eine Rela- 


= ø keine blosse Constante sein soll, da sonst eine der infini- u ne 


Am 


wo also 


tesimalen "Transformationen trivial wäre. 
In diesem Falle ist, indem wir ß, == 0 voraussetzen dürfen: 


a E A 


und also nach Theorem 31 (§ 3 des 15. Kap.) pọ eine Lösung von 
Af == 0. Sicher ist, da Af = O die infinitesimale Transformation U,f 
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gestattet, U,p eine Lösung von Af=0 oder eine Constante. (Das- 
selbe gilt von Up, aber es ist offenbar Do = — pọ U, p, d. h. es 
ae, ist abhängig von p und U,ọ, giebt also nichts neues.) Ist U,ọ eine 
von œ unabhängige Function, so ist sie eine zweite Lösung von 


Af = 0, und das Integrationsgeschäft ist zu Ende. 


nei Wenn aber Up nur eine Function von ọ oder eine Constante 
ist, so liefern die in $ 4 des 15. Kap. gegebenen Mittel keine neue 
Lösung, denn es ist dann U, eine Function von @ allein und ferner 
ist (U,U,) von der Form A(p)U,f+ 64Af. Um eine zweite Lösung 
zu finden, verfahren wir vielmehr so: Wenn p etwa g wirklich ent- 
hält, so können wir x, y und @ als neue Veränderliche einführen. 


Dadurch geht Af über in: 
a Ar 5, Le + AY Fy iE, 
weil Ap =Q ist, und U,f A über in: 
R 0 PETRE A 


U,f hat keinen Nutzen Pog da wegen der Kenntnis von U,f und ọ 


mnennkes Dunmehr Uf als trivial zu betrachten ist. Ist nun U,p==0, so hat 


Imtertaite. U,f zur Integration der Gleichung A,f—= 0, welche U,f gestattet, 
keinerlei Wert, denn U,f transformiert ausser x, y auch p, das in 
Af=0 nur die Rolle eines Parameters spielt. Es wird dies ein- 
leuchtend sein, wenn wir ein Beispiel nehmen: Z. B. gestattet die 
Differentialgleichung 


0 o 
Xle y) gs + Yy) E= 


ENGE EA: ; of E 5 1 3 
die infinitesimale Transformation 57, wenn wir sie als Differential- 


gleichung in x, y, z auffassen, aber offenbar kann dies zur Integration 
der Differentialgleichung nichts beitragen. Ähnlich verhält es sich 
überhaupt, sobald U,f die Veränderliche p wirklich transformiert. 
Wenn also U,p==0 ist, so haben wir noch Af=0, d. h. eine ge- 
wöhnliche Differentialgleichung erster Ordnung in zwei Veränderlichen, 
zu integrieren. 

Zweite Ist dagegen Up = 0, so transformiert Uf die Veränderliche ọ 


Möglichkeit 


des letzten gar nicht und kann als infinitesimale Transformation in x, y auf- 
Unterfalles. 
gefasst werden, welche Af=0 invariant lässt. Nach Theorem 8 


(8 1 des 6. Kap.) erhalten wir dann eine Lösung von Af = 0 durch 
eine Quadratur. 


www.rcin.org.pl 


Beispiele. 447 


Sonach hat sich ergeben: 
Theorem 44: Gestattet die lineare partielle Differential- 
gleichung 
Hertz mo 
4 alep öy ' oz 
zwei bekannte infinitesimale Transformationen U, f, U,f, welche 
eine Relation 


bı (z, Y, 2) Uf+ B(x, Y, 2) Uf + a(x, Y, 2) Af = 0 
erfüllen, in der sich B,:ß, nicht auf eine Constante reduciert, 
so verlangt die Integration von Af =Q im ungünstigsten Falle 


die Integration einer Differentialgleichung erster Ordnung 
zwischen zwei Veränderlichen. 


§ 3. Beispiele. 


Wir wollen die Integrationstheorien des vorhergehenden Para- 
graphen durch eine Reihe von Beispielen erläutern. 
1. Beispiel: Die lineare partielle Differentialgleichung 


: 7] 0 If 
M=@-y-s+ Di +2W- et E Haya = 0 
gestattet die beiden infinitesimalen Transformationen 

0 if r d ô 2 
uf= 4E, mf =u 2e EHS a), 


wovon man sich überzeugen möge. Hier besteht zwischen U,f, Uf 
und Af keine lineare Relation, während 


— ola af _ əf 2U,f 
wett) ,ren 
ist. Demnach ist JEET oder also 
p =y + 2 


eine Lösung von Af = 0. Nun ist 

Up= 2, Up =l. 
Nach der allgemeinen Theorie des vorliegenden Falles in § 2 bilden 
wir demnach 


Vf =0. Uf— 2. Uf, 
d. h. wir werden als Vf direct U,f benutzen. 
Die beiden Gleichungen 
Af =0 und Uf =0 
bilden ein vollständiges System. Statt der zweiten Gleichung thun 
wir besser die einfachere 
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ef 


y © A 


; o öf 
u= +23 


zu benutzen, die beim Wegstreichen des Factors y +- 2 + 1 übrig 


bleibt. Wir benutzen als Veränderliche x, y und g=y- 2z. Da- 
durch gehen Af und U,f über in: 


Tr et, ef 9, ef 
Ar=(e ns 2e + p) gy’ 
Ure 

Also ergiebt sich die AK zweite Lösung in der Form 


dæ dy 


I 


Fuer e 
AS EM er 
y 
D 


2-42 y—2e+o 
1 2 


a daz— y — p +?) 
e a + Ze Ze9) 
er a ae aaa u) 


Hierin ist nun der Wert p = y + 22 zu substituieren, sodass kommt: 


2. Beispiel: Die lineare partielle a PAA 
Af = (ze + e") 2r —z(i + D mE 2(e=2:— g) “ = 0 


gestattet die beiden infinitesimalen RE 


of of ar af 
yp 0s dr Be TEEPE zu 
N in P= aa 


Man möge dies verificieren. Zwischen U,f, U f und Af besteht 
keine lineare Relation, und es ist 


(U, U) = 0. 
Nach unserer allgemeinen Theorie sind 
o dx dy de 
= L| gep eam — eiF r) zae 
r=] 2 
ee 0 k= 
i+:2 i+ 


und 
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= dz dy dz 
V = a m a — E e 2 
E A 
1 1 
zu Fa) i Fer 
Lösungen von Af=0. Es bedeutet hierin 4 die Determinante 
| æg te —-zi+2 zet — 2 
z 0 —z 
AE 1+® 1+x = (1 + e=). 
1 1 L 
z(1 4 2) 1+x 
Man findet: 
a a — | en +edy__ 
==> — Be a ee A =] a y . 
z 1 + ey ws e? AL m g(e* + e ) 


Es ist daher einfacher e"? + e eine Lösung von Af = 0. Weiter ist 
4 = (= o(a — Ae? + O)dx — ze dy + (1 + DE’ + e)dz 
w = ir J a Ds Bun Z5 = 
z(e"’ + e®) 
ur Br u dày + alae 
= (- dx — dy + — dz + ae N 
ey ale re) 
Demnach werden wir als zweite Lösung die Function x + y — lg z 
benutzen können. 


3. Beispiel: Die lineare partielle Differentialgleichung 


ade jet Ea ty AEU yt)=0 


gestattet die beiden infinitesimalen Transformationen 
ef = öf ,® 2 
uf=, h= 2e EHE 
Zwischen U,f, U,f und Af besteht keine lineare Relation, während 
(UU)=2Uf 
ist. Nach unserer allgemeinen Theorie für den vorliegenden Fall 
ist also 
dg dy dz | 
eU ae ı 49-2 a 


1 0 0 | 
=2 = - 
4 / y Jet fyz 1-y+2 


e/ 1 0 0 
22 1 1 


eine Lösung von Af=0. Es kommt: 


Lie, Differentialgleichungen. 29 
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= a — y + ?2)dly — z) — 2(y — di 
= TE 


T TR) 


= 22 — (lg (y — 2) — (y — 2) 

=y a= eo 2): 
Würden wir nun entsprechend der allgemeinen Theorie x, y und ọ 
als Veränderliche benutzen, so entständen algebraische Schwierigkeiten, 


indem sich z nicht algebraisch durch x, y und ọ ausdrücken lässt. 
Wir benutzen deshalb 


p 


z, yte=u 9 
als neue Veränderliche und finden, dass Af und U,f übergehen in 


Af — Yan of E ef 
Af= 20-0 L42 


“Iu 
=, 
Nach der Theorie ist demnach 


a| dæ du| 
| -P ] 


Moi = f(- dx + €" du) 
Fi 
= — g + 4er 
eine zweite Lösung von Af = 0, wenn darin 
a= guy. 8 ES) 
eingesetzt wird. Demnach kommt: 
p= — t + 4ly— zet, 


y = 


4. Beispiel: Die Gleichung 
öf ð ; f 
Af= (+y t EH E Hy H 2e) gm0 


gestattet die beiden infinitesimalen Transformationen 


— z+y+Ar ôf 
ne O 


mf = (e Hp) E H eH) E He RE. 


Hier besteht zwischen U,f, Uf, Af eine lineare Relation, nämlich: 


U,f = (2y + ye + z2) U,f + Ar. 
Demnach ist: 
p = sy + yz + 2x 
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eme Lösung von Af=0. Nun ist: 
Tp = steti CES 


auch eine Lösung, oder also es J 


(s + y + 42) (@ +y) 


eine Lösung von Af = 0. Diese lässt sich so schreiben: 


(@— y)? + 4p 
und demnach werden wir 
V Y, 
als zweite Lösung annehmen. 


5. Beispiel: Die Eo 
) ô 
az) L+ ye — a) E Hele y mo 


gestattet die beiden infinitesimalen Transformationen 


; ð 2 ð 
or=e ty ta 


CA 1 of 1 an 
Uf = yz 08 Ta îy T zyöz 
Es ist hier 
Bra EZ, U 
und demnach 
p = xyz 


eine Lösung. Es ist U p = 3p, U, p = 3, sie geben also keine neue 
Lösung. Daher führen wir x, y, als Veränderliche ein, wodurch 
Af = Q übergeht in: 


7 of ôf 
a rin 
Da U,9 =E 0 ist, so nützen die infinitesimalen Transformationen nichts 


mehr zur Integration. Es handelt sich noch darum, die Gleichung Af=0 
zu integrieren. Sie ist äquivalent der gewöhnlichen Differentialgleichung 


dx _ 4 
p k4 
Eu Ca 
oder 
dx dy 
xy? — px un py — zty? 
oder auch: 


gd(zy) — z" y’d(x + y) = 0 
Er 


oder endlich: 


— d(x + y) = 0. 
Also ist 
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v= ety 
oder, da p = xye ist: 
y=zs+y+? 


die gesuchte zweite Lösung von Af = 0. 


6. Beispiel: Die Differentialgleichung 
e af 2 i 
af= u) t U- ee A 
lässt die beiden infinitesimalen Transformationen 


T, 
Uf = fz t ! +, 


umf= e y) (s+ Ea.) 
zu. Hier ist 
Uf = (œ — y) Uf 
= E 

eine Lösung von Áf =0. U, =Q liefert keine zweite Lösung. 
Demnach führen wir x, p und z (da ọ von x und y abhängt) als 
neue Veränderliche ein. Dadurch geht die Differentialgleichung über in 

= 2 if 

Af= (z — p — 2) Și + pl — 2) $L = 0, 
während U,f in 


und demnach 


Ur=p ta 


übergeführt wird. Weil U, pọ = O ist, so trägt U,f im jetzigen Falle 
zur Integration von Af = 0 bei. Es ist also 


z da dz 
= ze —- 9-2 9 —:z) = jæ- z)de — (x — p — z)dz 
J Hone ya — z) æ — p — z — p (£ — £) 
1 1 


— I9@- ð (dz — dz) — (2 — p — 2—- phg — D)dz 
æ — p — z — p(x — z) 


A (x — 2) d (£ — #) 
(@— za (1 — p)— p 


er Ig((1 — p) @—-2)—9}) 
= A HE, g0 et) aee) 


eine zweite Lösung von Af = 0. 
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Zur eigenen Durchrechnung empfehlen wir dem Leser noch ein 
7. Beispiel: Die lineare partielle Differentialgleichung: 


e af „of rg 
Af = (ez — y) zg t U2 — a2) gy tC zer =) 
gestattet die beiden infinitesimalen Transformationen: 
uf, 
f= (e + y’) oa Ey) 


Man verificiere dies und integriere die Differentialgleichung in Ge- 
mässheit der einschlägigen Methode des $ 2. Man findet die Lösungen 
x -F yz und y + xe. 


Die vorstehenden Beispiele sind sehr einfacher Natur. In den 
meisten derselben kann man die Integration auch ohne Benutzung 
unserer Theorie ausführen. Diese Beispiele sollten aber überhaupt 
nur dazu dienen, den Leser in der Anwendung jener Theorie zu üben. 

Wir geben nun noch einige Beispiele in geometrischer Einkleidung. 

8. Beispiel: Eine Schar von œ? Curven des Raumes sei durch 
folgende Angaben definiert: Sie sollen sämtlich eine beliebige Ebene 


” — Const. durch die &-Axe in Punkten mit parallelen Tangenten 


schneiden, und zwar soll die Richtung der betreffenden Tangente für 
jede der Ebenen gegeben sein. Man soll die Curven finden. 

Wir verfahren so: Ist (x, y, 2)-ein Punkt einer dieser Curven 
und sind GR dy dz die Incremente der Coordinaten längs derselben, 
so sind 4 und 7 = „ die Tangenten zweier Winkel, durch welche die 
Richtung der BER im Punkt (x, y, 2) bestimmt wird. Da alle 


Curven eine Ebene X 7 = Const, in Punkten mit parallelen Tangenten 
: © ee.‘ dz i 
schneiden sollen, so sind mithin =” und gewisse gegebene Func- 
åz ar a = 


tionen y(*) und z (2). Demnach lautet das simultane System, 


welches die Curven definiert: 
oder 


Die zugehörige paslielig Differentialgleichung ist diese: 


at= t Y (i) agt Z) 
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Ihre Charakteristiken sind jene œo” Curven. Aus der geometrischen 
Vorstellung erhellt sofort, dass jede dieser Curven in eine ebensolche 
übergeht, wenn eine Verschiebung längs der x-Axe ausgeführt wird. 
Af = 0 gestattet demnach die infinitesimale Translation 
z ug 

Uf = za 
Ebenso ist klar, dass die Curven unter sich vertauscht werden, wenn 
alle Radienvectoren vom Anfangspunkt aus proportional vergrössert 
werden, d. h. Af = 0 gestattet auch die infinitesimale Ähnlichkeits- 
transformation 


ôf 
Vf Sant +e 02° 


Man kann nachträglich die Richtigkeit dieser Schlüsse analytisch veri- 
firieren. Es besteht nun zwischen Af, U,f und U,f keine lineare 
Relation, denn ihre Determinante 


1B TZ 
dA=|1 0 0 |= Zy— Yz 
w y s 


ist im allgemeinen nicht identisch Null. Den Fall 4 = 0 betrachten 
wir nicht, denn in’ demselben sind die gesuchten Curven offenbar 


Geraden in den Ebenen Re = Const. Sei also: 


d == 0. 
Es ist ferner 
(U, U) = Uf. 
Nach unserer Theorie in § 2 ist demnach : 
| dx dy de | z T 
-i 1 dy — EA 
p =f: 1 Y Z = Zy = Ke 
m o Q 


eine Lösung von Af == 0. Sie lässt sich auch so schreiben: 


4 dual, 
u rei) 


Nunmehr werden x, z und ọ als Veränderliche benutzt. Dadurch 
geht Af=0 über in: 


H=#+zt- 


0, 


wo aber in z(*) statt Z die betreffende Function von ọ und z zu 


setzen ist. U,f geht in 
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über. Also ergiebt sich die zweite Lösung: 


"de 


Hierin ist vor der Quadratur Z als Function von @ und z aus- 
zudrücken und während der Quadratur @ als Constante zu behandeln. 
Alsdann sind 

p = Const., y = Const. 


die gesuchten Gleichungen der Curvenschar. 


9. Beispiel: Eine Schar von oo? Curven im Raume sei dadurch 
definiert, dass in jedem Curvenpunkte die Neigung der Tangente zur 
x-Axe und ihre Neigung zum Lote vom Curvenpunkt auf die x-Axe 
Functionen der Länge dieses Lotes allein sind. Man soll die Curven 
berechnen. 

Der Cosinus der ersteren Neigung wird durch 

de 
Vda! + dy" F dz’ 
der der letzteren durch 
ydy + zdz. 1 
Vy’ + Vaa’+dy?+ dz? 
gemessen. Demnach sind 
dæ iå ydy + zdz 
Vax! + dy’+ de? da 
gegeben als Functionen von y? + 2° allein. Sei also etwa: 


dæ?’ + dy? +42 EENE 6 + de? 149 +2), 


dx dæ 
ydy -+ sdz g 
rE 3 == p(y” F 2). 
Dann ist: 
d 


ie "Hr we +Vote) v), 


din 
d ER e n 
Ja = T a ley — yV- (+ P) w), 


te 


und die gesuchten Curven genügen dem simultanen System: 
dx dy “ dz 


y’ + P yy teVp WF y zy—yVp UF e V 


Die zugehörige lineare partielle Differentialgleichung lautet: 
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Af =W + 2) a +@wv+:R) y + (y — yh) ar = 

wo zur Abkürzung 
Vo: W +PER 
gesetzt ist. 

Es handelt sich um die Integration der Gleichung Af = 0, deren 
Charakteristiken die gesuchten Curven sind. Aus der geometrischen 
Anschauung erhellt, dass jede unserer Curven durch eine Verschiebung 
längs der -Axe in eine ebensolche übergeht, ebenso durch eine 
Rotation um dieselbe Daher gestattet Af = O die beiden infinitesi- 
malen Transformationen: 


Zwischen Af, U,f und U,f besteht keine lineare Relation, denn ihre 
Determinante: 
PHE yoteR zu —yR 

1 0 0 = (yY + ey 

0 2 N 


à 
I 


ist nicht identisch Null, es sei denn y = 0. Dies aber ergäbe, dass 
unsere Curven zu den Loten zur x-Axe senkrecht verlaufen, also auf 
Rotationseylindern um die x-Axe liegen, d. h. Schraubenlinien sind. 
Wir setzen also voraus, es sei 4==0 oder also y ==0. Nach unserer 
allgemeinen Theorie sind nunmehr 


a dx dy dg 
=} tz ybtzER zy—yR 


1 0 0 
— fev — yBlay — (yv + eB)dz 

z G + 29% 

—_ 1 [Riy +) y 
= — aJ mS + arctg = 


und 


dx dy dz 
j= fi +2 yb+zR zy — yR 
J 0 2 — y 


= 1 [ay + 
Scopa fange 


Lösungen von Af =Q. Die unter den Integralzeichen verbliebenen 
Functionen R und y enthalten nur y? + 2°. Die gesuchten Curven 
haben dann die Gleichungen 


p = Const., y = Const. 
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§ 4. Zweite Integrationsmethode für eine gewöhnliche Differential- 
gleichung zweiter Ordnung in x, y, welche zwei bekannte infinitesimale 
Transformationen gestattet, 


Wir werden nunmehr die in $ 2 durchgeführte Integrations- 
theorie verwerten zur Integration einer gewöhnlichen Differential- 
gleichung zweiter Ordnung in x, y und dadurch zu derjenigen Inte- 
grationsmethode derselben gelangen, auf die im 19. Kapitel mehrfach 
hingewiesen wurde. 


e n A . EEE e inea a Dinig O 

Eine gewöhnliche Differentialgleichung zweiter Ordnung in zv, y: weh 
5 ? 2 inf. Inf, 
y — w(x, Y, y)=0 Uif, Wal 


sei vorgelegt, welche zwei bekannte infinitesimale Transformationen 
in g, y zulässt: 
aea A öf 
N == SE + E 
bi 5 öf f 
usb Dr Fn 7 
Wie wir wissen (vgl. Einleitung des 19. Kapitels), können wir immer 
annehmen, dass U,f und U,f eine zweigliedrige Gruppe von intinite- 
simalen Transformationen bilden, und dass insbesondere der Klammer- 
ausdruck 
(U.U) = 0 oder (U, U) = U,f 
ist. 
Die Differentialgleichung 
y“ — olz yy) =0 
oder 
di = o(s, Y, Y), 
wo 4 = y ist, ist der linearen partiellen Differentialgleichung in drei 


dx 
Veränderlichen x, y, > 


at= ity Et oa yy) iE = 0 


äquivalent, welche F; aus U,f und U,f erweiterten infinitesimalen 
Transformationen 


ef (em [EN ET y2 ê) 
=h a Hm gy + (ga +Y (ay — oe) — 9? T) Da” 
a: af ı a on ‚(Or __ 0 u ei) 
Usf Er rn day T + (5% +y = =) 4 y) oy 
gestattet. Das Problem der Integration der Differentialgleichung 
y”’— u(x, y, y) = 0 redueiert sich auf das der Integration der Glei- 


chung Af = 0. Auf diese Gleichung wenden wir die Integrations- 
theorie des § 2 an. 
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Wir beginnen mit dem Fall, dass U,f und U,f mit einander ver- 


(MU) =0. fquschbar sind: 
(U,U) = 0 
oder, was nach Satz 2, § 1 des 17. Kapitels, dasselbe ist, dass 
E) 


Erster 
Unterfall. 


ist. Es fragt sich zunächst, ob zwischen Af, U,f, U,f eine lineare 
Relation 

BU f + beU f + a Af = 0 
besteht, in der ß,:ß, keine blosse Constante ist (denn sonst wäre 
eine der beiden infinitesimalen Transformationen trivial). 

Wir werden zunächst die Möglichkeit untersuchen und erledigen, 
dass zwischen U,'f, U,f und Af eine Relation besteht. Dabei sind 
die beiden Annahmen, dass zwischen U,f und U,f eine oder keine 
lineare Relation besteht, d. h. dass U,f und U,f dieselben oder ver- 
schiedene Bahneurven in der Ebene (x, y) besitzen, verschieden zu 
behandeln. 

Sei also zunächst: 

U,f = ọU,f (e =: Const.). 
Wir untersuchen, ob dann zwischen U,’f, Uyf und Af eine es 


bestehen kann. Da in U,f und U,f die Coefficienten von Lu und — y 


frei von y' und nicht sämtlich Null sind, so enthält ọ nur & und y. 
U,f ist die Erweiterung von ọU,f oder von 


o$, can en, z 
und diese hat die Form 
Urf =U; f + (me ty (mi 5) at e) 3 
Daher lautet die Determinante von Af, U,f und Uf: 
I1 y oley, y’) 
Er Op m (a — 2) _yröh 


ed ọm eh Grae- yei) 


+% ge „+ y (me ðy ` 2 že) Th Er 
Dieselbe reduciert sich auf: 


| 1 y | öde ' öde de r9£ ce‘ 
Em (mas tr (mi — t 22); y $ dy 
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Hierin ist der erste Factor n, — y’&, sicher nicht Null. Der zweite 
wäre nur dann Null, wenn einzeln 


el 


do _ = 
Mod May de z 


wäre. Dies aber würde, da &, und y, nicht beide Null sind, o = 
g ; A 2 z 

und $£ = 0 liefern, d. h. ọ wäre eine Constante, was, wie gesagt, aus- 
ey 


geschlossen ist. Im vorliegendem Falle ist somit die Determinante 
nicht Null und es besteht keine lineare Relation zwischen Af, U, f 
und Uyf. Dieser Fall kommt also nicht in Betracht. 

Wir wollen nunmehr annehmen, dass U,f nicht dieselben Bahn- 
curven wie U,f habe, also keine lineare Relation zwischen U,f und 
U,f bestehe. Um alsdann zu entscheiden, in welchem Fall zwischen 
Af, U,f und U,f eine lineare Relation besteht, d. h. wann die Deter- 
minante 


1 y o(s, y, y) 
f) ’ DE oË 1 0E, 
a=|5 M en) - 75 
ö On, ë, RG 
& Ma om q y (m 2E) — yr 2e 


identisch verschwindet, denken wir uns wie in § 2 des 18. Kapitels 
canonische Veränderliche g, y der zweigliedrigen Gruppe von infini- 
tesimalen vertauschbaren Transformationen U,f, U,f mit verschiedenen 
Bahnecurven eingeführt, wodurch 


> ef 22 of 
U! = Jp’ U = 7 


D 
= 
a 
[e] 
8 
= 
© 
=” 
3 
© 
= 
EB 
© 
"m 
$a] 
® 
ž 
an 
© 
= 
+ 
z 
= 
& 
Zu 
Ss 
H 
© 
er 
Ei 
2 
N 
= 
=] 
8 
er 
B 
© 
< 
© 
B 
5, 
ik, 
m a 


, of TTF ma ef 
U, f= Jr’ U, Í = 3y 
wird. In den neuen Veränderlichen y, y lautet unsere Differential- 
gleichung zweiter Ordnung etwa: 
u= w(t, Y, y) =Q. 
r und A gestattet, ist hierin w eine Function von Y allein. 
Die Determinante 4 hat nunmehr die Form 
|1 y w) 
12202720 
01 0 
und verschwindet nur dann, wenn w == Q ist, d. h. die Differential- 
gleichung die einfache Form 


Da sie 
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0 
annimmt, deren Integralgleichung lautet: 
y = Const. : p + Const. 


Die Curven y = Const. sind die Bahncurven von U,f, die Curven 
r = Const. die von U,f und jede infinitesimale Transformation von 
der Form c, U, f + c Uz f (Ci, € = Const.) oder c A +e a5 hat offen- 
bar Bahncurven von der Form 
y = Const. - x + Const., 

d. h.: Im vorliegenden Fall sind die Integralcurven der Differential- 
gleichung die 00° Bahneurven aller oo! infinitesimalen Transformationen 
der zweigliedrigen Gruppe D,f, U,f von infinitesimalen Transfor- 
mationen. 

In diesem Fall ist die Differentialgleichung y’— w(x, y, y) = 0 
sofort integrierbar durch Einführung der canonischen Veränderlichen 
t, y. Da die Bestimmung derselben nach § 2 des 18. Kapitels zwei 
von einander unabhängige Quadraturen erfordert, so sehen wir: 

Wenn y’— w(x, y, y) = 0 zwei infinitesimale vertauschbare Trans- 
formationen U,f, U,f mit verschiedenen Bahncurven gestattet und 
zwischen U, f, U,f und Af eine lineare Relation besteht, so verlangt 
die Integration zwei von einander unabhängige Quadraturen. Damit ist 
der Ausnahmefall, dass die Determinante identisch verschwindet, erledigt. 


In dem soeben besprochenen Fall können die zwei Quadraturen 

sogar auf eine einzige reduciert werden. Wenn eine Relation 
BiU, f + BU f + Af = 0 
besteht, so heisst dies nach den geometrischen Auseinandersetzungen 
des § 4, 15. Kap., dass jede Charakteristik von Af == O für sich im 
Raume (x, y, y) eine infinitesimale Transformation von der Form 
U; f+ cU,f gestattet, wo c eine Constante ist, die von Charakteristik 
zu Charakteristik eine andere sein wird. Jede Charakteristik von 
Af = 0 wird also eine Bahncurve einer infinitesimalen Transformation 
Uf + cU;f sein. Kehren wir nun zur gewöhnlichen Differential- 
gleichung 
y — oly y) =0 

in der Ebene (x, y) zurück, so lehrt dies, dass, wie wir schon oben 
auf andere Weise einsahen, jede der œc” Integraleurven dieser Glei- 
chung Bahncurve einer gewissen infinitesimalen Punkttransformation 
U,f +c Uf der Ebene ist. Das Integrationsproblem kommt also 
darauf zurück, diese zu bestimmen. Ist @ eine Invariante von 
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Uf-+eBsf, 


so stellt p = Const. die œo Bahneurven dieser Transformation dar. 
Da U,f und U,f vertauschbar sind, so gestattet die Gleichung 
Uf+eVf=0, 

der @ genügt, die infinitesimale Transformation U,f, d.h. U,ọ ist 
eine Function von ọ allein und, sobald nicht c = 0 ist, nicht Null 
(denn U,f und U,f haben verschiedene Bahncurven). Demnach kann 
p immer so gewählt werden, dass U,f=1 wird, und p genügt also 
den beiden Relationen: 


Upy+teVpy—=0, 
Up Fd I, 
oder: 
Up =l, Up =a 


za 00 ö 
(a = Const.), woraus sich Se und 3 berechnen lassen. Daher er- 


giebt sich pọ durch eine Quadratur in der Form 


dx dy 0 
J 
Ån t 
£ fi Ne — Éa M k i l 
E m a 


Allerdings kommt unter dem Integralzeichen eine arbiträre Constante 
a vor. Ist p(x,y,a) dies Integral, so stellt 


plz, y a) =b 
die œœ? Integraleurven von y’— oly, y, Y) = 0 vor. 


Von dem Ausnahmefall, das zwischen U,;'f, U, f und Af eine 
lineare Relation besteht, können wir nunmehr absehen. Wir nehmen 
also jetzt an: Die Determinante von U; f, U, f und Af sei verschie- 
den von Null, während es für die weitere Behandlung gleichgültig 
ist, ob zwischen U,f und U,f eine lineare Relation besteht oder nicht. 
Denn bei beiden Annahmen giebt die Theorie des § 2, da (U’U,)=0 
ist, durch zwei von einander unabhängige Quadraturen die Integrale: 


a | dz dy dy 
pa EA; © (X, y, y) 
3 & Ph 0 (ee Se) = y 2 EŠ: 
1 Nı 0x y ey dx Yy öy 
dx dy dy 
p= 5 | 1 y (T, Y, y) s 
\ on Eng oë 08, 
A ne a pa (> Fi)? Ey 
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in denen 4 die Determinante von A, f, U, f und U, f bedeutet: 


y olz, y, y) | 

an on, 08 , O8, | 

az= i mn re 
r Of « [0 ) Èi Ja 

uim rta E gah 


Unsere Ergebnisse sprechen wir in folgendem, auch den oben 
betrachteten Ausnahmefall umfassenden Satze aus: 
Satz 1: Gestattet eine gewöhnliche Differentialgleichung zweiter Ord- 
nung M x, y: 
W(z, YY, y“) = 0 
zwei bekannte vertauschbare infinitesimale Transformationen 


-oi ĝ 
Uf=ug tny =R H m 


von denen keine trivial ist, so verlangt die Integration der Differential- 
gleichung höchstens gwei von einander unabhängige Quadraturen. 


Es steht jetzt noch der zweite Hauptfall zurück, dass U, f und U,f 
nicht vertauschbar sind, also etwa 


(U, 0) = Uf 

CO 
ist. Wir erkennen genau so wie früher, dass, wenn U,f und U,f die- 
selben Bahneurven haben, die Determinante von U,f, U,f, Af nicht 
verschwindet. Haben sie verschiedene Bahncurven, d. h. besteht keine 
lineare Relation zwischen U,f und U,f, so verfahren wir analog wie 
oben: Wir führen wie in $ 4 des 18. Kapitels durch zwei successive 
Quadraturen solche canonische Veränderliche x, y ein, dass 


nr=, n= +9 


und daher auch 


wird. Alsdann geht die Differentialgleichung y” — o (x, y, y) = 0 
etwa über in: 
y” — wle, Y, y) = 0. 

Da sie S gestattet, ist w frei von Y, und da sie y A +y ‘I zulässt, 
so hat w die Form: 
19) 

£ 
(vgl. $ 3 des 19. Kapitels). Die Determinante von Af, Uf, Uf 
lautet nun in den neuen Veränderlichen y, 4, da jetzt: 


| 


w 
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g 


oy’ 


GA 

of 

Uf=r ty 

ist: 

. 0) 
I y : 
0 1 (0) 
ev o 


Sie soll Null sein, d. h. es ist fY)=0, und die Differentialgleichung 
redueiert sich auf 
u 
und giebt integriert: 
n = Const. - x + Const. 

Hieraus folgt wie in einem früheren Falle, dass die Integralcurven 
der Differentialgleichung die œo? Bahneurven der oo! infinitesimalen 
Transformationen c, U,f-+ c Uaf (€i, Ca = Const.) sind. 

Der Ausnahmefall, dass die Determinante verschwindet, ist somit 
durch zwei successive Quadraturen zur Einführung von x und y erledigt. 

Jetzt bleibt nur noch die allgemeine Annahme übrig, dass keine 
lineare Relation zwischen Af, U,'f und U,f besteht, während 


(UU) = Uf 
ist. Nach der allgemeinen Theorie des $ 2 ergiebt sich eine Lösung 
g sofort durch Quadratur: 


a | dæ dy dy | 

=f >i! y 0%, y, y) ; 
Ön f r en 8, , A 
f Ro A ty- E) -yE 


wo wieder 4 die Determinante von Af, DO, f, U, f vorstellt. Um eine 
zweite Lösung Y zu finden, hat man etwa v, y und ọ als neue Ver- 
änderliche zu benutzen. Dadurch reduciert sich Af=0 auf eine 
Gleichung Af = 0 in & und y allein und U,f auf eine infinitesimale 
Transformation U,f in x und y allein. Beide enthalten noch ø, doch 
ist @ wie eine Constante zu behandeln. Da Af = O die infinitesi- 
male Transformation U,f gestattet, so ergiebt sich die zweite Lösung 
y durch eine Quadratur. 
Es gilt demnach der auch den Ausnahmefall umfassende 
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Satz 2: Gestattet eine gewöhnliche Differentialgleichung zweiter Ord- 

nung in x, y: 
olz yyy) =0 

zwei bekannte infinitesimale Transformationen U,f und U,f in x, y, 
für die (U,U,) = U,f und von denen keine trivial ist, so verlangt die 
Integration der Differentialgleichung höchstens zwei successive Qua- 
draturen. 

Die beiden Sätze 1 und 2 können wir noch in folgendes Theorem 
zusammenfassen: 


Theorem 45: Gestattet die gewöhnliche Differentialglei- 
chung zweiter Ordnung in x, y: 


Wa, Y, y, y)=0 

zwei bekannte infinitesimale Transformationen U,f, U,f in x,y, 
die eine zweigliedrige Gruppe von infinitesimalen Transfor- 
mationen bilden und von denen keine trivial ist, so verlangt 
die Integration der Differentialgleichung nur zwei Quadra- 
turen. Dieselben sind unabhängig von einander, wenn U,f 
und U,f vertauschbar sind; andernfalls sind sie von einander 
abhängig. 

Man bemerkt, dass dies Ergebnis einfacher ist, als das des 
19. Kapitels, in welchem wir eine nicht so vollkommene Integrations- 
theorie entwickelten. 


$ 5. Beispiele und Ausblicke auf weitergehende Theorien. 


Nunmehr werden wir zu der im vorhergehenden Paragraphen 
entwickelten Integrationstheorie der gewöhnlichen Differentialglei- 
chungen zweiter Ordnung mit zwei bekannten infinitesimalen Trans- 
formationen eine Reihe von Beispielen geben. 

1. Beispiel: Die Differentialgleichung 


yo Way)" aa f (& )- 
gestattet die beiden infinitesimalen Transformationen: 
Ufr=rll y ayi 
= r Y 
Uf = zy ar + 
Man soll sie integrieren. 


Da (U, U) = 0 ist und U,f und U,f dieselben Bahncurven haben, 
so ist die Determinante: 
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$ LAE 
PLs ib 
z zy y— iy 
|sy y} y — ary) 
S Vi) 
verschieden von Null. Demnach ergeben sich sofort durch zwei von 
einander unabhängige Quadraturen die Zwischenintegrale: 


dx dy dy 
En RL) 
a sy y—ary 


je — ydx dy — zdy — pe 
sj a a t rer 77, 
1 
a 
und 

* | dæ dy dy 

E t ‚, (V-ay\® g (Y 

a Be ii 


| æy y?  yly— ary) 
Aaa de _ (2 rer 


dy — zdy — yda\ 
+2 in ar ji 
z (y — xy’) 


1 y y Y y 
æ xy sy) Jee 


Setzt man p und % Constanten a und b gleich und eliminiert y, so 
ergiebt sich die gesuchte Integralgleichung: 


+y DESE eE 


der vorgelegten Differentialgleichung zweiter Ordnung. 


2. Beispiel: Vorgelegt sei die lineare Differentialgleichung zweiter De 
Ordnung 2. Ordnung. 
y+ Xi(s)y + X(z)y + Ka) = 0, 
und es seien 2, (X), 2,(x) zwei bekannte von einander unabhängige Par- 
tieularlösungen der verkürzten Gleichung 
+ Xr+ X=. 

Alsdann gestattet die erstere Gleichung, wie wir schon in einem 
früheren Beispiel ($ 2 des 19. Kap.) bemerkten, die miteinander ver- 


Lie, Differentialgleichungen. 30 
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tauschbaren infinitesimalen Transformationen mit denselben Bahn- 
curven: 


0 
Ufeng, =a 


Hier ist also nach unserer Theorie ein Integral dieses: 


» |dz dy dy ! 
1 [2 d 
Pp fal 1 De A A is 


| O N 
da die Determinante 
1 y — Xy — Xy— X, 
4=|0 z zr = 2 2 — 2 3=E0 
02 Ad 
ist. Es kommt daher: 
= [eat Xy a + Xyz + Kz)de— z'dy +ady 


ZiZa — ĉi 2% 


Da aber 2, und z, die Identitäten erfüllen: 
4 +%ı +X%ı=0, 23°+ X + X, =0 
so lassen sich vermöge derselben X, und X aus @ eliminieren und 


es kommt, da sich die Quadratur zum Teil durchführen lässt, als 
erstes Integral 


ER. EN ie: AK) de — Const. 


a — Ah —22 
Analog ergiebt sich das Integral: 
hr Ay, — 24 + -- dæ = Const. 


ZiZa — Zi 2a A z 


Eliminiert man aus beiden Gleichungen y, so erhält man die definitive 
Integralgleichung zwischen x und y allein: 


j® , 
ya) EX, 3 dz — aJar Xs E dg + Const.z, + Const.2,. 


Au — Z Z N a 


Natürlich lässt sich die in dem früheren Beispiele gefundene Form 
auf diese zurückführen. 

Die gewöhnliche Methode der Variation der Constanten beruht be- 
kanntlich darauf, dass man 

Y = 0,2, + 8% 
setzt und œ, und œ, passend zu bestimmen sucht. Dies führt auf 
die beiden Bedingungen 
oa Horn =0, oza + orz = — Xo. 

Hieraus bestimmt sich 
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Ze 
ac r gr =r 
= Xo ~ dæ + Const. 
eo 2 — a % Bir 


und analog ®,, sodass y = »,2 + ©% in der That die obige 
Form erhält. 

Eine vierte Integrationsmethode ist schliesslich diese: Der linearen 
Differentialgleichung ist die partielle: 


f) a0 
dp y Lay AR 4 A 


äquivalent, welche die aus U,f und U,f erweiterten infinitesimalen 
Transformationen 


falten, UEan Ete 


gestattet. Die drei Symbole in xv, y, y: Af, U'f, Uz f haben nun 
die beiden Eigentümlichkeiten, dass sie erstens mit einander ver- 
tauschbar sind: (A Uʻ) = 0 u. s. w., und dass zweitens ihre Deter- 
minante verschieden von Null ist. Ein Satz der Theorie der Trans- 
formationsgruppen, dessen Beweis wir hier nicht beibringen wollen, 
lehrt, dass es alsdann möglich ist, an Stelle von x, y, y solche neue 
Veränderliche x, Y, 3 einzuführen, Sr 


A: Weg A U= F 


wird. Da dann 4y = 0, A4 = Q ist, so sind y und 3 Lösungen von 


Af=0. Wir werden also nur ) und 3 zu bestimmen suchen aus 
den Forderungen: 


öf ‚ef 2 

a y — (X y Eie y =P 
, = of ‚ of of 

A £ a 2, = Jy’? 2a s£ Eye a 


Die Veränderliche g ER hat kein Interesse für unseren Zweck. 
Y genügt also u drei Bedingungen: 


PO Ta -E 
nyy? = — (X y ++ X), = 0, 


H ai en ey , 0y p 
hgy T u 27,0% N 
Hieraus folgt 
dy yatay + Xy+ Xa ML 
0x PA — 2% 2 oy T Zi — 2i 8%? 


ey — 2, 
on ET ER 


und weiter, wenn wir vermöge 
30* 


www.rcin.org.pl 


468 Kapitel 20, § 5. 
at Xiz + X2, =U, 2, u X, 2, + Xz, =) 


X, und X eliminieren, vermöge einer Quadratur für y derselbe Wert 
wie oben für — y. Entsprechend kommt 3 = — 9, sodass p = Const., 
p = Const, wieder als Integralgleichungen hervorgehen. 


3. Beispiel: Man kann, von zwei infinitesimalen Transformationen 
ausgehend, die eine zweigliedrige Gruppe bilden, nach den Differential- 
gleichungen, zweiter Ordnung fragen, welche diese beiden gestatten. 

Liegen z. B. die beiden infinitesimalen Transformationen vor: 

De 
£ c 
Ul =o E ag 
wo (U,U,) = O ist, so verfährt man so: Nach § 5 des 15. Kapitels 
suchen wir die Form einer Differentialgleichung zweiter Ordnung, 
welche U,f gestattet. Zu dem Zweck erweitern wir U,f einmal und 
bilden die lineare partielle Differentialgleichung in x, y, y': 


u=% =0, 
deren Lösungen & und y sind. Nach dem Früheren hat folglich 


' die allgemeinste Differentialgleichung zweiter Ordnung, welche U,f ge- 


stattet, die Form 
dy 


da = oey) 
oder 
G C (z, y’). 
Nun soll sie noch U,f gestatten, d. h. es soll der Klammerausdruck von 
rere © N C 
U f= ta tn 
und 


; of n ôf 
Aaf =E py y t oley) gy 
ein Vielfaches von Af sein. Es kommt: 
r of 
If = 
(U, 4) = = (% +? 2) 0, 


d. h. œ ist eine Function von x — y allein. Daher lautet die Differen- 
tialgleichung: 

y" — o(s — y) =0. 
Da sie zwei infinitesimale vertauschbare Transformationen U, f, U,f 
gestattet, und da die Determinante 4 von U;'f, U,f und Af nicht 
Null ist, so lange nicht œ = 1 ist, so verlangt ihre Integration zwei 
von einander unabhängige Quadraturen, nämlich 
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>» |dxz dy dy q 
1 , r -= Í -d — y r 
=f; 1 y a@—y) o oe 


0 1 0 
und 
ı |d dy dy 
1 p , 2 —y)-d(e—y 
y f 1 y ølz—y) -7— + rn. 
. ı 1 z 1 


Indem man nach Ausführung der Quadraturen y aus @ = Const., 
Ņ = Const. eliminiert, erhält man die allgemeine Integralgleichung. 


4. Beispiel: Eine Schar von Curven in der Ebene sei dadurch 
definiert, dass der Krümmungsradius ọ eines Curvenpunktes als Function 
der Tangentialrichtung in dem betreffenden Curvenpunkte gegeben ist. 
Man soll diese Curven bestimmen. 

Da sich der Krümmungsradius des Punktes (x, y) einer der ge- 
suchten Curven durch y und y”, die Tangentialneigung durch 3’ aus- 
drückt, so ist also y” als Function von y definiert: 

y” — o(y) = 0. 
Es handelt sich um die Integration dieser Gleichung. Offenbar geht 
eine der gesuchten Curven, wenn sie durch eine Translation fort- 
geführt wird, immer wieder in eine solche Curve über, d. h. die Differen- 


əf 


tialgleichung gestattet die Translationen 5% und =. Die Integration 


reduciert sich demnach auf die beiden von einander unabhängigen 
Quadraturen: 
_ fody— ydy __ yay 
pa jaya oly)? 


fas, 
J oly’) 


p= [e — dy u, 


(A 


5. Beispiel: Eine Curvenschar in der Ebene sei dadurch definiert, 
dass das Verhältnis aus Krümmungsradius ọ und Ordinate y eine 
gegebene Function der Tangentialrichtung r ist: 


e D= 
Q (*, r) Te; 0. 
In diesem Falle ist y” gegeben als eine Function von y, mulipliciert 
mit I: 
y 
y” — $ oly) = 0. 


Bei einer Verschiebung längs der &-Axe bleiben ọ, y und t ungeändert, 
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d. h. jede derartige Curve geht dabei in eine ebensolche über, die 
Differentialgleichung gestattet demnach die Translation 
=, 
Uf= 0x 
Bei einer ähnlichen Vergrösserung der Figur vom Anfangspunkt aus 
bleibt t ungeändert, während ọ und y in proportionaler Weise wachsen, 
sodass auch En dasselbe bleibt. Demnach führt auch die infinitesimale 
Ähnlichkeitstransformation 
E o ô 
Uf =g 3 £ == yY a 
jede Curve der gesuchten Art in eine ebensolche über. Da hier 
(U, U,) = U,f und die Determinante von 


ds: = +y 4 Fr en: f 


, 


U f= Pr = 


= P 
0 
U f= x 1 + 35 f 
nicht verschwindet, sondern den Wert 
A=o(Yy) 


besitzt, so verlangt die Integration nach unserer Theorie zwei suc- 
cessive Quadraturen. Zunächst diese: 


dx dy dy 


1 „A ; 
p mL y oly’) 


e | 1 0 0 
Hat man die Quadratur ausgeführt, so hat man etwa gefunden: 
g= lgy — Hy). 
Nun werden z, y, p als neue Veränderliche benutzt. Sei etwa 
y = 10g y — p) 
die Auflösung der letzten Gleichung nach y, so geht Af = O über in 


8 of 
Af= 3E + gy — 0) ay = O 


Sie gestattet 
U 


und wird sofort integriert, wodurch sich ergiebt: 


== nur 
=t Se 
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Während der Integration ist hierin œ als Constante zu behandeln. 
Durch Elimination von y aus p = Const., d = Const. ergiebt sich 
die gewünschte Gleichung unserer Ourvenschar. 


6. Beispiel: Alle Curven werden gesucht, längs deren das Ver- 
hältnis aus Krümmungsradius ọ und Radiusvector r eine gegebene 
Function des Winkels ®, den r und ọ bilden, ist. Diese Curven sind 
definiert durch eine Gleichung 


2(2,0)=0. 
Offenbar wird jede derartige Curve durch eine Rotation 
zs of af 
ULf=—Y3a tT y 


in eine solche Curve übergeführt, ebenso durch eine Ähnlichkeits- 
transformation 


S of 
Uf =x As +y 3 
Da (s 
— 1 ns 
r=Vè +y, e—H ET, 
te © = æ + yy 
y— ay 
ist, so hat die Differentialgleichung der Curvenschar die Form 
Z ge (u 
IV ty (ee m 


Sie gestattet U, f, ara und es ist (U, U,) = 0. Ferner haben wir hier: 


= (CET of 
m ty th et O oy?’ 


0 ’ 
U; Be a 
U; f=r t an y? 
und es ist die Determinante 
ME 
4 Var ® 
Em j x Kun 
z y 1 


r 
im allgemeinen verschieden von Null. Demnach reduciert sich die 
Integration auf die beiden von einander unabhängigen Quadraturen 
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ride dy dy 
= 1 , 1 d> 
g = ga ey er a) 
e/ —y æ 1+y? 
und 
dz dy dy 
as 1 n a Fy 
p= U Ni a 0 
e 2% 0 


Bequemer wird übrigens die Integration, wenn man statt recht- 
winkliger Polarcoordinaten r, œ benutzt. 


Im vorigen Paragraphen haben wir den Fall ins Auge gefasst, 
dass die Differentialgleichung zweiter Ordnung zwischen z, y, um deren 
Integration es sich handelte, nur zwei bekannte infinitesimale Trans- 
formationen gestatte. Gestattet die vorgelegte Differentialgleichung 
mehr als zwei bekannte infinitesimale Transformationen, so kann man 
das Integrationsgeschäft noch weiter vereinfachen. 

Entsprechend kann man, wenn eine Differentialgleichung dritter 
oder höherer Ordnung en und einige infinitesimale Transforma- 
tionen derselben bekannt sind, die Integration auf einfachere Inte- 
grationen zurückführen. Allardiiks gestattet nicht jede Differential- 
plai hang zwischen x, y infinitesimale Punkttransformationen. Wir 
gaben ja früher ein Beispiel dazu an. (Vgl. S. 384.) Wenn eine 
Differentialgleichung in x, y vorliegt, so wird man sich also zuerst 
fragen, ob sie infinitesimale Transformationen gestattet. Diese Frage 
lässt sich immer beantworten. Gestattet sie infinitesimale Trans- 
formationen, so ist es zweckmässig, zunächst diese zu bestimmen und 
darauf durch Benutzung derselben das Integrationsgeschäft zu verein- 
fachen. Diese wenigen Andeutungen, deren weitere Ausführung hier 
nicht am Platze ist, zeigen schon, dass sich auf dem skizzierten Wege 
eine ganz besimmte Integrationsmethode der gewöhnlichen Differential- 
gleichungen in x, y, welche infinitesimale Transformationen gestatten, 
ergeben wird. 
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Abteilung V. 


Integration von gewöhnlichen Differentialgleichungen zweiter 
Ordnung, welche eine dreigliedrige Gruppe gestatten, und 
verwandte Probleme. 


In der vorhergehenden Abteilung gaben wir eine Integrations- 
theorie für gewöhnliche Differentialgleichungen zweiter Ordnung in 
x, y mit zwei bekannten infinitesimalen Transformationen, welche eine 
zweigliedrige Gruppe bestimmen. Lag eine solche Differentialgleichung 
mit mehr als zwei bekannten infinitesimalen Transformationen vor, 
welche eine Gruppe bilden, so führten wir diesen Fall auf den obigen 
zurück, indem wir eine zweigliedrige Untergruppe jener Gruppe aus- 
wählten. Man kann aber in diesem letzteren Falle einen grösseren 
Vorteil aus den bekannten infinitesimalen Transformationen für das 
Integrationsgeschäft ziehen. Wir werden in dieser Abteilung insbeson- 
dere annehmen, die Differentialgleichung gestatte drei bekannte infinitesi- 
male Transformationen, welche eine Gruppe bilden. 

êf 


Von jetzt ab wollen wir auch für Fa? 4 die schon früher er- 


wähnten Abkürzungen p und y EN En 5. 122), also die in- 


finitesimale Transformation & $ Fr En N Jy L mit &p -+ nq bezeichnen. 


Kapitel 21. 


Bestimmung der Zusammensetzung aller dreigliedrigen Gruppen von 
infinitesimalen Transformationen. 


Im 18. Kapitel haben wir alle Typen von zweigliedrigen Gruppen 
von infinitesimalen Transformationen bestimmt. Dabei war es zunächst 
(in $ 1) gleichgültig, wie gross die Anzahl der Veränderlichen war. 
Wir fanden daselbst, dass die zweigliedrigen Gruppen jedenfalls zwei 
von einander unabhängige infinitesimale Transformationen U,f, Uf 
enthalten, für die entweder 

(U,0)=0 
oder 


(U, U) = U,f 
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ist. In entsprechender Weise werden wir in diesem Kapitel die 
Klammerausdrücke bei den 'dreigliedrigen Gruppen von infinitesimalen 
Transformationen auf einfache typische Form zurückführen. Dabei 
müssen wir aber zuvörderst einige wichtige allgemeinere Begriffe be- 
sprechen. 


& 1. Begriff der Zusammensetzung und Begriff der invarianten 
Untergruppen einer Gruppe von infinitesimalen Transformationen. 


Unter einer Gruppe von infinitesimalen Transformationen ver- 
stehen wir nach § 4 des 17. Kapitels eine Schar von infinitesimalen 
Transformationen von dieser Art: Ist sie r-gliedrig, so enthält sie r 
von einander unabhängige infinitesimale Transformationen U, f, Uf- U,f 
und mit diesen auch jede infinitesimale Transformation von der Form 

afta tte, 

in der &,, Cs: c irgend welche constante Werte haben. Ferner ist 
jeder Klammerausdruck zwischen zwei infinitesimalen Transformationen 
der Gruppe wiederum eine infinitesimale Transformation derselben, d. h. 
linear mit constanten Coefficienten durch U,f, Uf +- U-f ausdrückbar. 
Dazu ist offenbar notwendig und hinreichend, dass dies für die r in- 
finitesimalen Transformationen U,f --- U,f selbst eintrifft, d. h. dass 
jedes (U;U,) die Form hat: 


(1) (UU) = Lauf 
G k=1, F Lir). 
Dies tritt z. B. ein bei den drei infinitesimalen Transformationen 
in £, y: 
Uf=p+4 Uf=sp+yg Usf = xp + y4, 
denn hier ist: 
(U0) = Ur CCE a (UU)=U,sf, 

d. h. es ist hier: 

Ca = l, Cie = 0, C2 = 0; 

Cis = Ô, Cse = 2, Cg = 0; 

Cag = 0, Ca = Ô, Cy =L. 
Mithin bilden die infinitesimalen Transformationen 


elp +4) + aolep + yg) + alp + ya) 
(a + er gap + la t ey + eya 


in ihrer Gesamtheit eine dreigliedrige Gruppe. 


oder: 
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An Stelle der r infinitesimalen Transformationen U,f--- U,f 
können wir irgend welche r von einander unabhängige infinitesimale 
Transformationen der Gruppe, etwa: 


O men 
(2) Uf = va Uf+ + Helıf, 


Üf = YraUif 4° + YrrUrf 
benutzen, in denen die y irgend welche Constanten bedeuten, deren 


Determinante Æ + YıYaz'''Yrr #0 ist. Alsdann treten an Stelle 
der Relationen (1) andere. Es ist ja: 


(U.U) = (aU, f + ut Pir Url, Yalıft Se Yxr Urf) 


D Dlrera(UU), 
1 31 
d. b. nach (1): 


(U, Ux») =X Yrura X Ciks Uf, 


und hieraus können wir die U,f, die sich nach (2) linear mit con- 
stanten Coefficienten durch die Uf ausdrücken lassen, entfernen, 
sodass sich schliesslich zu (1) analoge Relationen ergeben: 
(T.T) = Xp Usf. 
1 

Man sieht also, dass durch Benutzung anderer r von einander unab- 
hängiger infinitesimaler Transformationen der Gruppe die Relationen 
für die Klammerausdrücke abgeändert werden können, und es stellt 
sich damit das Problem, in einem vorliegenden Falle solche infinitesimale 
Transformationen der Gruppe auszuwählen, dass diese Relationen eine 
möglichst einfache Gestalt annehmen. Dies Problem haben wir für 
zweigliedrige Gruppen U,f, U,f schon in $ 1 des 18. Kapitels erledigt. 
Wir erhielten dort die beiden Formen (U,D,)=0 und (U, U) = U,f. 
Dasselbe Problem werden wir nachher für dreigliedrige Gruppen er- 
ledigen. 


Wir sagen, dass die Coefficienten c;,. in den Relationen (1) die zanni 
Zusammensetzung der r-gliedrigen Gruppe vorstellen, ihre Kenntniseiner Gru 


zieht die der Relationen (1) selbst nach sich. Das zu erledigende 
Problem ist also dies: Alle möglichen Zusammensetzungen von drei- 
gliedrigen Gruppen von infinitesimalen Transformationen auf möglichst 
einfache typische Formen zu bringen. 
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Hierbei wird sich der schon in $ 4 des 17. Kapitels eingeführte 
Begriff der Untergruppen als nützlich erweisen, den wir kurz recapitu- 
lieren: Wir sagen, dass in der Gruppe U,f--- U,f etwa Uf- U,f 
eine o-gliedrige Untergruppe bilden, sobald jeder Klammerausdruck 
zwischen U,f--- Uf allein sich linear mit constanten Coefficienten 
durch U,f--- U,f allein ausdrücken lässt, d. h. sobald U,f--- Usf 
für sich eine Gruppe bilden. 
Te Insbesondere nennen wir diese Untergruppe U,f--- U,f eine in- 
gruppe. variante Untergruppe, wenn auch die Klammerausdrücke dieser U,f--- Uf 
mit allen U,f--- U,f sich linear mit constanten Coefficienten durch 
U,f-:- Wf allein darstellen lassen. In der oben als Beispiel an- 
gegebenen dreigliedrigen Gruppe 
pHa ty pt 
ist offenbar 
P+, zp +ya 
eine zweigliedrige Untergruppe, denn ihre Klammeroperation giebt 
p-+-gq. Ebenso ist 
sp +yg, Aptyg 


eine zweigliedrige Untergruppe. Dagegen ist 


?»+94 Art ya 
keine Untergruppe, denn ihr Klammerausdruck giebt 22» + 2yq und 
diese infinitesimale Transformation lässt sich nicht linear mit con- 
stanten Coefficienten durch p 4- g und z?p + y?q ausdrücken. Keine 
der beiden angegebenen Untergruppen ist übrigens eine sogenannte 
invariante Untergruppe. 
Dagegen besitzt die dreigliedrige Gruppe von infinitesimalen 
Transformationen in zwei Veränderlichen x, y: 
P, 9, 79, 
wo 
(p, 9)=0, (p, 240) =4, (4, 29) =0 
ist, zweigliedrige invariante Untergruppen, nämlich die von der Form: 
9, p+azg. 
Hierin bedeutet a irgend eine Constante. In der That ist 
(m p) =0, (4,9) =0, (q, zg) = 0; 
(p + azg, p= — aq, (p + azg, 9) =O, (p + azg, sg) =q. 


Liegt eine r-gliedrige Gruppe von infinitesimalen Transforma- 
tionen U,f--- U,f vor, so ist leicht einzusehen, dass die (U;U+), die 
ja auch infinitesimale Transformationen der r-gliedrigen Gruppe sind, 
für sich eine invariante Untergruppe bilden. Es giebt nämlich jedes 
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(U:U:), eombiniert mit irgend einem U;f, eine aus den (U,U,) allein 
linear mit constanten Coeffieienten zusammensetzbare infinitesimale 
Transformation, denn nach (1) ist: 


(UO)U) = Štor (U.U). 
1 
Also gilt das 
Theorem 46: Ist U,f--- U,f eine r-gliedrige Gruppe von 
infinitesimalen Transformationen, so bilden die (U;U,) eine 


invariante Untergruppe derselben. 

Es sind zwei Fälle denkbar: Entweder sind unter den (U;Ü,) 
gerade r von einander unabhängige enthalten oder weniger. Der 
erste Fall tritt z. B. bei der Gruppe 

pr+g ty Ap+yg 
ein. Allgemein nennen wir die Gruppe der (U;U;) die erste derivierte „Kr, 
Gruppe. Man kann von dieser derivierten Gruppe wieder die erste Gruppe. 
derivierte Gruppe suchen u. s. w. Die sich dadurch ergebenden Unter- 
gruppen heissen dann die zweite, dritte u. s. w. derivierte Gruppe der 
gegebenen Gruppe U,f--- U;f. So hat die fünfgliedrige Gruppe 
P, 2P, l, 2q, ag 
als erste derivierte die viergliedrige: 
P, 94 29, 24, 
als zweite die zweigliedrige: 
9, #9, 

während eine dritte derivierte Gruppe wegen (q, xg) =O nicht vor- 
handen ist. 


Die hier eingeführte Terminologie hat tiefer liegende Gründe, die N 
an dieser Stelle noch nicht erörtert werden können. Wir wollen nur Gruppen v. 
die Bezeichnung der Gruppen von infinitesimalen Transformationen Gruppen v. 
etwas näher begründen und gehen dazu von Beispielen aus. (Vgl. dabei Tet 
§ 2 des 2. Kap.) Im 18. Kapitel fanden wir vier Typen von zwei- 
gliedrigen Gruppen von infinitesimalen Transformationen in der Ebene. 
Der erste derselben war dieser: 

P, 4. 
Dieser Gruppe gehört allgemein die infinitesimale Transformation 
p+ aq (a= Const.) 
an. Dieselbe erzeugt, wie wir wissen, eine eingliedrige Gruppe von 
endlichen Transformationen: 
n =s4t, py=y + at 
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Wenn wir nun zu jeder beliebigen infinitesimalen Transformation 
» + aq unserer zweigliedrigen Gruppe die zugehörige eingliedrige 
Gruppe von endlichen Transformationen aufsuchen, so haben wir a 
beliebig zu lassen, und wir haben also œ' Scharen von je oo! end- 
lichen Transformationen, also insgesamt oo? endliche Transformationen 
von obiger Form, in denen ? und a willkürliche Parameter sind, und 
die sich daher auch iu der Form schreiben lassen: 
„=ı+te y =y + b 
Diese œo? Transformationen bilden, wir wir wissen, eine Gruppe von 
endlichen Transformationen und zwar eine zweigliedrige. ($ 1 des 1. Kap.) 
Der zweite Typus von zweigliedrigen Gruppen von infinitesimalen 

Transformationen der Ebene war dieser: 

9, #4. 
Hier lautet die allgemeine infinitesimale Transformation: 

q + azg, 
und die von ihr erzeugte eingliedrige Gruppe von endlichen Trans- 
formationen stellt sich so dar: 


t =z, Yı =y + (1 + az). 
Lassen wir a alle möglichen constanten Werte annehmen, so ergeben 
sich o0? endliche Transformationen, die sich auch so schreiben lassen: 


tı = 2, Yı =Y + «+ Ba. 
Dieselben bilden eine zweigliedrige Gruppe, denn eliminieren wir %1, Y; 
vermöge dieser Gleichungen aus den Gleichungen: 


La = i, Y =Y H a + he, 
= h= y+ (e +e) +E +R). 
Der dritte Typus war dieser: 


9, zp + yg, 
und hier lautet die von der allgemeinen infinitesimalen Transformation 


q + alzp + yg) 


erzeugte eingliedrige Gruppe von endlichen Transformationen: 


so kommt: 


i 


z= s, Yı =y" + 
Hierin lassen wir wieder die Constante a variieren und erhalten 


dadurch œœ? Transformationen, die sich auch schreiben lassen: 


z=ur, Yy = «y + Ê. 
Offenbar stellen sie eine zweigliedrige Gruppe von endlichen Transfor- 
mationen dar. 
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Ganz ähnlich ergiebt sich beim vierten Typus 
9, Y4 
mit der allgemeinen infinitesimalen Transformation 
atayg 
die zweigliedrige Gruppe von endlichen Transformationen 


; d —i 
z =8, y =y" t 


a 
oder anders geschrieben: 
z, =£, Yı = «y + Ê. 

Ahnlich verhält es sich nun, wie wir ohne Beweis angeben, bei 


jeder Gruppe von infinitesimalen Transformationen. Bilden U,f--- U,f 
eine r-gliedrige Gruppe von infinitesimalen Transformationen, so ist 
Uf + &Uf + @Usf + +U,f 
die allgemeine infinitesimale Transformation derselben, wenn a,, @;*+' ar 
irgend welche Constanten bedeuten. Diese infinitesimale Transformation 
erzeugt eine gewisse eingliedrige Gruppe von endlichen Transforma- 
tionen mit einem Parameter i. Die Gleichungen derselben enthalten 
Ay, A, --qa, und lauten etwa, wenn &,:--x%, die in den Uf vor- 

kommenden Veränderlichen sind: 


Li = Pla: Sn, Ag: Ar, t) d=1,2:::n) 


Variieren wir hierin nicht nur i, sondern auch a,, ag - --q,, so ergeben 
sich œo” endliche Transformationen und dieselben bilden eine r-gliedrige 
Gruppe, wie man allgemein beweisen kann. 

Hiernach wird es der Leser gerechtfertigt finden, dass wir den 
Begriff einer r-gliedrigen Gruppe von infinitesimalen Transformationen 
eingeführt haben. 


$ 2. Erster Typus von dreigliedrigen Zusammensetzungen. 


Wir gehen nunmehr daran, alle Zusammensetzungen von drei- 
gliedrigen Gruppen von infinitesimalen Transformationen U;f, U,f, U,f 
zu bestimmen. Dabei kümmert uns zunächst die Zahl der Veränder- 
lichen, die in der Gruppe vorkommen, gar nicht. 

Nach den Bemerkungen des vorigen Paragraphen können wir das 
Problem in die folgenden einzelnen zerlegen: Alle Zusammensetzungen 
von dreigliedrigen Gruppen zu bestimmen, deren erste derivierte Gruppe 
dreigliedrig (d. h. sie selbst ist) oder zweigliedrig oder eingliedrig 
oder nullgliedrig ist. Im gegenwärtigen Paragraphen erledigen wir 
den ersten Fall. 
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Die erste Vorausgesetzt wird also, dass U,f, Uaf, Uf eine eingliedrige 


derivierte 


ums Gruppe bilden, d. h. dass (U,D,), (U, U,) und (U,T,) sich linear mit 
constanten Coefficienten durch U,f, Uaf und U,f selbst ausdrücken 
lassen und dass diese drei Klammerausdrücke drei von einander unab- 
hängige infinitesimale Transformationen seien. Wir werden auf zwei 
Wegen erkennen, dass sich die Zusammensetzung einer solchen Gruppe 
immer durch passende Auswahl dreier von einander unabhängiger 


aus der Schar der infinitesimalen Transformationen 
Const. U,f + Const. U,f + Const. U,f 


auf eine gewisse canonische Form bringen lässt. 

Der erste Weg, um dies zu beweisen, ist rein elementar. Der 
zweite, elegantere, setzt die Kenntnis homogener Punkt- und Linien- 
coordinaten in der Ebene, sowie einige Sätze aus der projectiven 
Geometrie voraus und ist deshalb von Wichtigkeit, weil er typisch 
ist für die Bestimmung von Zusammensetzungen von Gruppen überhaupt. 

Ermehrtder Zunächst schlagen wir den elementaren Weg ein: Nach Theorem 40 
($ 4 des 17. Kap.) gehört jede infinitesimale Transformation der Gruppe, 
also etwa U,f, wenigstens einer zweigliedrigen Untergruppe an und 
diese kann, wenn U,f eine von U,f unabhängige Transformation der- 
selben ist, nach Satz 1, § 1 des 18. Kapitels, auf eine der beiden Formen 

(WU) = Uf, (UU)=0 
gebracht werden. Der zweite Fall ist auszuschliessen, da (U,U,), 
(U, U,) und (U,D,) drei von einander unabhängige infinitesimale Trans- 
formationen sein sollen. Wir nehmen daher an 


(U, U) = Uf- 


(U, U3) = a, Uf + a Uf + @ Uf, 
(U: U3) = B Uf + b: Uaf + Bs Uf, 
wo die « und ß Constanten bedeuten. Wir wenden auf Uf, Uf Uf 
die Jacobi’sche Identität, die wir in § 4 des 10. Kapitels kennen 
lernten, an. Es ist danach 
((U, U) Us) + (UUs) U) + (0; 0)U) = 9, 
also, wenn wir ausrechnen: 
a, U, + &2U, + as U, — Pa U, — Bs, U, + œU + @U) — 
— œU, + æ,(ß,U, + B2U: + BUs) = 0 
oder, da zwischen U,f, U,f, Uf keine lineare Relation mit con- 
stanten Coefficienten besteht: 


«w =0, — b — be =0, (l — f) = 0. 


Sei nun etwa 
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Sicher ist «, #0, denn sonst wäre (U, 0) = «U, = a, (U,T,), d. h. 
die drei Ausdrücke (U, U), (U,7,), (T,U,) wären nicht von einander 
unabhängig. Da «a, also #0 ist, so folgt , = 1 und b, = — &,, 
sodass wir haben, wenn U;f von nun an kurz mit U; bezeichnet wird: 

(U, U) = U, 

(UU) = &@ U, +10, (æ= 0), 

(UU) -— ßı U, =R U, a U;. 


An Stelle von T’,f können wir nun eine infinitesimale Transformation 


UT = Uf + AUSH abf, 
in der A,, A, irgend welche Constanten bedeuten, und die sicher U,f 
enthält, einführen. Dann haben wir: 


(U U) = «a U, + œU, +%U, 
(UU) = bU, aU U aE 
= EO e 


Nehmen wir also 
à = ir h = — a 
an, so kommt 
(UUs) = taU, (UU)= U. 
Die von Null verschiedene Zahl œ kann leicht gleich irgend einer 
von Null verschiedenen Zahl gemacht werden. Setzt man nämlich 


Of=adf, U= Uf, Uf=alyf (a--0), 
so kommt 

Co = T G= den, (um=u. 
Durch passende Wahl der von Null verschiedenen Constanten a können 
wir hier dem Factor a?«, jeden von Null verschiedenen Wert geben. 


Insbesondere wollen wir a@«, = 2 machen. Wir finden demnach 
die Klammerausdrücke 


ThT, (ER nem. 
Jede dreigliedrige Gruppe von infinitesimalen Transformationen, 
deren infinitesimale Transformationen durch die Klammeroperationen 
sämtlich reproduciert werden, kann also durch passende Auswahl der 


drei von einander unabhängigen Transformationen auf die Zusammen- 
setzung 


UD)=U (U0)=2U, TANA 


gebracht werden. 
Lie, Differentialgleichungen. 31 
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Beispiele hierzu sind in einer und in zwei Veränderlichen diese 
drei Gruppen: 
P, ap, 2p; 
2(p +24), ar +29, @— y)p + ryg; 
p+a, +9, Arte 


ze Art Nunmehr betreten wir zum Nachweis jener Zusammensetzung den 
tion auf die- 3 7 
ion auf die zweiten, eleganteren Weg. | 

Dabei bedienen wir uns einer eigentümlichen, in der Gruppen- 
Deutung dertheorie äusserst fruchtbaren geometrischen Deutung. Wir wollen nämlich 
Punkte der der allgemeinen infinitesimalen Transformation 


E 
a, U, + aU; + 0,0, 


unserer dreigliedrigen Gruppe U,, U}, U, als Bildpunkt einen Punkt 
in einer Ebene zuordnen, der, bezogen auf ein Coordinatendreieck, die 
homogenen Coordinaten a,, a,, a, hat. Hiernach wird jede infinitesi- 
male Transformation der Gruppe symbolisch durch einen Punkt dieser 
Ebene dargestellt, und umgekehrt entspricht jedem Punkte dieser 
Ebene mit den homogenen Punkteoordinaten a,, a,, a, eine infinitesi- 
male Transformation 


a, U, + aU; + 0 U; 


der Gruppe. Da die homogenen Coordinaten nur ihren Verhältnissen 
nach bestimmt sind, so wird dem Punkte (a,, a,, a) zwar auch jede 
infinitesimale Transformation von der Form 


Ala, U, + 00, + as Us) 


zugeordnet sein, aber diese sind wir schon gewöhnt als mit der obigen 
identisch anzusehen, da sie sich von ihr nur um einen constanten 
Factor A unterscheidet. 

Es ist ohne weiteres einzusehen, dass dreien von einander unab- 
hängigen infinitesimalen Transformationen die Ecken eines wirklichen 
Dreiecks, dreien von einander abhängigen aber drei Punkte einer Geraden 
entsprechen. 

Durch die Klammeroperation wird zwei infinitesimalen Trans- 
formationen 

«U, +, + eUs, BiU, + bU + BT, 
wegen der Relationen 
(3) (U) = oma U, + orme Us F Crs U; 
(i k = 1, 2, 3) 


eine dritte infinitesimale Transformation 
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& U, + elU + aU = (EaU, EBU) = 
= (æ, be — &abi) (roS 
+ Cæzbs — aspa) (UUs) + 
+ (æßı — a B3) (Uz U) 
= (æ pa — zbi) a + Cro Uz F G23 Us) + 
+ (ah — «s 2) (C231 + Coso Uz + C233 U3) + 
+ (aß, — abs) (Cs Ui + Csr Ua + 6305) 
zugeordnet, wo also: 
2 = (aß, Fr b1) C121 + C&B — &s Ba) Casi + (æsi — Ps) u 
(4) 1 = (aba — abı) C122 + (Abs — čs Bz) Cose + (Asbi — @1 B3) Eye, 
Ik = (æ, be — Ao h1) C23 + (Qa b3 — «a Be) Cass + (C31 — a, B3) C13 
ist. Entsprechend gehört danach jedem Punktepaar («,, &,, a,), (Bi; 
Bz, Bs) der Bildebene ein Punkt (e, &, &) derselben zu, dessen 
Coordinaten &,, &, & sich vermöge (4) durch die der ursprünglichen 


beiden Punkte ausdrücken. Die beiden ersten Punkte — wir be- 
zeichnen sie kurz mit (æ) und (ß) — bestimmen eine Gerade. Zwei 


beliebige Punkte (&) und (ß) derselben haben die Coordinaten: 
un + Ep =, F opo, Os = a + obs; 
Bunt, B= a, tH ahe, Ps = as + Ops; 


ihnen gehören die infinitesimalen Transformationen 
aU, + & U; + œU; + (bU, + BiU: + BUs), 
«U; + 2U; + U; +0 UV, + U, + Bs Us) 
zu. Der Klammerausdruck derselben ist offenbar gleich 
(o — ọ) (%0, + U: + «Us, BU + B2U: + bs Us). 
Die Coordinaten des dieser infinitesimalen Transformation zugeordneten 
Punktes (2) unterscheiden sich demnach von den obigen &,, &, & nur 
um den Factor (6 — e), d. h. dieser neue Punkt (£) deckt sich mit 
dem Punkt (e). 
Wenn also zwei Punkten («), (ß) der Bildebene ein dritter Punkt 
(£) derselben vermöge der Klammeroperation zugeordnet ist, so ist 
jedem Punktepaar (&), (8) der von («) und (8) bestimmten Geraden 
eben dieser Punkt (£) zugeordnet. Daher rechtfertigt es sich, zu 
sagen, dass die Klammeroperation jeder Geraden der Bildebene einen 
Punkt derselben zuordnet. Es fragt sich nun, welches der geome- 
trische Charakter dieser Zuordnung ist. 
Die durch die Punkte (x) und (ß) bestimmte Gerade hat die 


Liviencoordinaten 
318 
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aß, — Qabi, Rh — Ah, «sbi ah, 
und die Punktcoordinaten £, &, & des dieser Geraden zugeordneten 
Punktes drücken sich nach (4) linear und homogen durch dieselben 
aus. Die Determinante dieser Ausdrücke ist diese: 


Cios Cig Cıss Cios Ciar Cigg 
J == | Casy Cogg Cosg | == | Cogs Cost Cogo 
C31 si C313 Cs GB sie 


Wir wollten nun nur den Fall im vorliegenden Paragraphen ins Auge 
fassen, in welchem 


(U, Ue) = ti Ur F Cio Uz + Gios U33 
(3) (Uz U3) = Cog1 Ur F Cose Uz + Coss Uss 
om = by U, F Gel: F Gis U3 

von einander unabhängig sind, d. h. die Determinante 


AcE 


ist. 


Benutzen wir die Jacobi’sche Identität: 
((U, U.) U) + ((0,0,)O,) + (U; U) U) = 0, 


so liefert sie nach (3): 


3 3 3 
Dos) + Des U) + DoE 0 
1 T 


1 
oder, da (U;:U:) = 0 und (U; U) = — (U: Ui) ist: 
(Ci22 — 6313) (U; Us) + (Ca — a) (UU) + Cesi — C232) (U Ua) = 0. 
Da nun (U,U,), (U,U,) und (U, U) nach Voraussetzung von einander 
unabhängig sind, so folgt, dass einzeln 


Cig == Cag; Cass = Cies Csir == Cage 
ist. Mithin ist auch die Determinante I symmetrisch. 

Die projective Geometrie lehrt, dass hieraus folgt, dass die durch 
(4) hergestellte Zuordnung von Gerade und Punkt die durch einen 
(nicht ausgearteten) Kegelschnitt vermittelte Beziehung zwischen Polare 
und Pol ist. 

In der Bildebene existiert also ein gewisser Kegelschnitt von der 
Art, dass der Bildpunkt des Klammerausdruckes aus zwei infinitesi- 
malen Transformationen der Gruppe der Pol der Geraden ist, welche 
die Bildpunkte dieser beiden letzteren infinitesimalen Transformationen 
verbindet. Die Gleichung dieses Kegelschnittes lautet übrigens nach 
den Lehren der projectiven Geometrie in den homogenen Punkt- 
coordinaten fi, La, La: 
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N a 


C31 Csu a KH “ai 


C39 zig Ciz de 


Cr Csi Gas Es 

Da nun die Abbildung eine ein-eindeutige ist, so können wir diese 
geometrische Eigentümlichkeit gruppentheoretisch verwerten: Wir con- 
struieren irgend ein Dreieck, bestimmt 
durch eine Sehne und die Tangenten 
des Kegelschnittes in den Schnitt- 
punkten der Sehne und bezeichnen 
diese Schnittpunkte als Bildpunkte der 
neuen infinitesimalen Transforma- 
tionen U), U, und den Schnittpunkt 
der Tangenten als Bildpunkt der 
neuen U,. (Figur 35.) Sicher sind 
diese neuen drei infinitesimalen Trans- 
formationen der Gruppe von einander 
unabhängig, da ihre Bildpunkte ein wirkliches Dreieck bestimmen. 

Der Sehne ist der Tangentenschnittpunkt als Pol zugeordnet, und 
es ist daher jetzt 


Fig. 35 


(U, U) = B Uz. 
Ferner hat jede Tangente ihren Berührpunkt als Pol. Demnach ist 
auch jetzt: 
(U, U) =«U, (UD)=yV,. 
Sicher sind die Constanten «, ß, y sämtlich verschieden von Null, da 
sonst J = () wäre. Die Jacohi’sche Identität liefert noch: 
«(U Us) + 7 (UU) =0, 
d. h. 
& = y. 
Benutzen wir schliesslich an Stelle von U,, U,, U, die infinitesimalen 
Transformationen 
Al; „Un bus, ‚Del, 
so kommt: 


T= b0, GD (= bT. 


Über die Constanten a, b, c können wir beliebig (doch so, dass keine 
Null wird) verfügen. Wir setzen also: 


und dann kommt 
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(UU) =U, (UV0)=2U, (UU)=T,, 


und wir sind in der That zu der oben auf anderem Wege gefundenen 
Zusammensetzung unserer dreigliedrigen Gruppe gelangt. 


Wählt man an Stelle von U,f, Uf, U,f drei infinitesimale Trans- 
formationen Y,f, Vaf, Vf, deren Bildpunkte die Ecken eines Polardrei- 
eckes unseres Kegelschnittes sind, indem man etwa setzt: 


P= N Ui a iU,f), 

Vr = u Uz, 

Vf = v( Uf — iU f), 
so kommt 


. dih 
P=» (P= o DS Ve 


Hierin kann man durch passende Wahl der von Null verschiedenen Con- 
stanten A, m, v erreichen, dass inbesondere 


We A a M E= 


wird. 
Es ist dies eine symmetrischere Form der Zusammensetzung unserer 
dreigliedrigen Gruppe. Ein Beispiel hierzu ist dies: 
— sgt yp, q+ eup tya — p — ip — sya. 


Wir werden jedoch in diesem Buche die weniger symmetrische frühere 
Form der Zusammensetzung benutzen. 


$ 3. Die übrigen Typen von dreigliedrigen Zusammensetzungen. 


Nachdem wir im vorhergehenden Paragraphen die dreigliedrigen 
Zusammensetzungen für den Fall bestimmt haben, dass die Determi- 
nante 4 der Coefficienten C:s verschieden von Null ist, kommen wir 
jetzt zur Erledigung der übrigen Fälle. 

Es sei also die Determinante 

d= 0, 
dagegen sollen zunächst nicht sämtliche zweireihigen Unterdetermi- 
nanten von 4 verschwinden, d. h. es sollen von den drei infinitesi- 
malen Transformationen (U,T,), (U,T,), (U,U,) zwei und nur zwei 
> yon einander unabhängig sein, mit anderen Worten, die erste derivierte 
nm Gruppe der Gruppe U,f, Uf, Uf soll gerade zweigliedrig sein. 

In diesem Falle wählen wir als U,f und U,f zwei von einander 
unabhängige infinitesimale Transformationen der derivierten Gruppe 
und können, wie wir nach Satz 1, $ 1 des 18. Kapitels, wissen, ins- 
besondere ( U, U,) = 0 oder (U, U,) = U, also allgemein 


(U, U) = ba U 
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annehmen. Dann müssen sich (U,U,) und (U,U,) linear mit con- 
stanten Coefficienten durch U, und U, ausdrücken, d. h. es ist: 
(U, U3) = Gia Ui; 
(T Us) = C231 Ua F Cos Un» 
(UU) = esu U, + tsia Uz- 
Die Jacobi’sche Identität 
(CU, Ua) Us) + (U U)U) + (0U) U) =0 
liefert nun: 
al Cs Ui — el) F Sl Ga U) E Gua U = 0 
oder also: 
lan = Ô, CG = O. 
Wäre c, #0, also Cogg = Cyg = 0, so würden in 
Gen O 
A= | Ci Ca O 
Cu C O 
alle zweireihigen Unterdeterminanten verschwinden, was der Voraus- 
setzung zuwiderläuft. Also ist Cip, = 0 und 


(UU) = 0, 
während die Determinante 

Casi Caga +0 

C3 Gin | 


ist. Bedeuten nun x und A zwei Constanten, so ist 
«U, + AU, U)=»(UU,) + 4(0,0)= 

= (— XC + A) Ui + (— #lyı + A) Uns 
und dies lässt sich wegen des Nichtverschwindens der vorstehenden 
Determinante durch passende Wahl der beiden nicht gleichzeitig ver- 
schwindenden Constanten x, A immer auf die Form 

a(xU, + 4U) 
bringen. Diese Forderung führt nämlich zu den Bedingungen: 
— XC F AC = ax, — ACs F Alg = ad. 

Es sind dies zwei lineare homogene Gleichungen für x, 4, welche 
nur dann nicht-verschwindende Werte für x, A liefern, wenn ihre 
Determinante 

| ann Cost Pe 

I en Ba ae | 
ist. Dies aber ist eine quadratische Gleichung für œ, welche sich 
immer durch passende Wahl von « erfüllen lässt. Da bisher U, und 
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U, ganz symmetrisch aufgetreten sind, weil (U, U) = O ist, so können 
wir insbesondere x + 0 voraussetzen, und danu verwerten wir 
xU, -HAU, als ueues U, und erhalten: 


CA 
A TOA 
(U: Us) = B Ui + BU- 
Hier sind die Constanten œ und ß, beide + 0, da soust die erste 
derivierte Gruppe nicht mehr zweigliedrig wäre. 
Benutzen wir an Stelle von Uf: 
rE ur Palhf, 
wo a eine noch verfügbare Constante ist, so erhalten wir 
(UU,)=0 
und 
(UUs) = B U, + b:U; + aU, = B, U, + (bi +(e — B)a)N,. 
Sobald œ + ß, ist, können wir hiernach a so wählen, dass 
(U,U,) = bU, 
wird; ebenso dann, wenn zwar « = ĝ,, aber auch f, = O ist. Es 
ergiebt sich somit in diesen Fällen, wenn Uf von jetzt ab mit U,f 
bezeichnet wird, die Zusammensetzung: 


(U U) =O, 
(U U) = «U, 
( U; U3) = Be Ups 
wo « und f 4+0 sind. Benutzen wir schliesslich an Stelle von U, 


i N ne a 
noch —U,, so erreichen wir insbesondere diese Form: 


(DVU)=0 (UU)=U, (UU)=elL, 


ce==V0. 


Ein Beispiel hierzu ist die dreigliedrige Gruppe in æ, y: 
P, 9 zp + eyg 
Wem dagegen «= ß, und ß, #0 ist, so haben wir zunächst: 
(UU)=0, 
(U, U) = «U, 
a= hat 
und hier sind « und ß, #0. Nehmen wir aueh hier U, als neues 
Uz, so ergiebt sich: 
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(UD)=0, 
(U, U) = U, 
> (U: U) = Ú, + cU, 


wo c0 ist. Noch können wir cU, als neues U, benutzen, und 
dadurch geht der Typus hervor: 


er a E, 


der sich nicht auf den vorher gefundenen zurückführen lässt. Ein 
Beispiel hierzu ist die dreigliedrige Gruppe in x, y: 
P, 9 @+tYWp+ 94 
Wir sind also zu zwei verschiedenen Typen gelangt und heben 
noch hervor, dass sich die Constante ce im ersten nicht durch passende 
Wahl der infinitesimalen Transformationen U, U, U, specialisieren 
lässt. Nur lässt sich dadurch, dass man 


U= U, U= U, T,= ŁU, 
setzt, jene Zusammensetzung überführen in: 
G=, m=, (Q=, 
also c in = verwandeln. Je zwei jener Zusammensetzungen sind also 


in einander überführbar, mit Ausnahme derjenigen, für die -- 
dei. 


’ 


Wir wollen nunmehr annehmen, für unsere dreigliedrige Gruppe 
U,, U,, U, seien alle zweireihigen Unterdeterminauten von 4 gleich 
Null, während nicht alle Glieder der Deterininante einzeln verschwinden. 
Es sollen sich also (U,D,), (U Us), (U;U,) alle durch eine einzige 
infinitesimale Transformation, die wir als U, benutzen, darstellen 
lassen und nicht sämtlich verschwinden, d. h. die erste derivierte Gruppe Die erste 


derivierle 


soll eingliedrig sein. In diesem Falle ist: Gruppo sei 
eingliedrig. 
(UDO)=el, (DO)=BU, (VU) = pU 
und «&, , y verschwinden nicht sämtlich. Die Jacobi’sche Identität 
liefert hier für œ, ß, y keine Bedingungen. Wohl aber können wir 
durch passende Einführung von xU, + 4U, als neues U, erreichen, 
dass insbesondere (U,U,)=0, d.h. œ = O wird. 
Ist dann f = 0, so setzen wir nachträglich 
DEU yü 


und erhalten 
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wW)=0, (LU)=rU —-,.Bu=0. 


Dann können wir also durch Benutzung von U, an Stelle von U, 
auch y=0 machen. = U, als neues U, macht schliesslich noch 


ß= 1, und so ergiebt sich die Zusammensetzung: 


(VU)=0 WUO)=U (VU)=0|. 


Als Beispiel hierzu diene die Gruppe 
P, 9 TP. 


Ist dagegen ß = 0, so ist y+ 0 und yU, als neues U, macht 
y = 1, sodass wir den Typus erhalten: 


| UU)=0 (un)=0 (GYS |. 
Diese Zusammensetzung besitzt z. B. die Gruppe: 


9, P, 24. 


Wir kommen nun zur letzten Annahme, dass nämlich alle Glieder 
De este der Determinante 4 verschwinden, d. h. die erste derivierte Gruppe 


derivierto 


Gruppe wi s A A s ee 
uuleiteang Nullgliedrig, gar nicht vorhanden ist: 


One = (um=or. 


Hier diene als Beispiel: 
9, 24, a’. 


Fassen wir die Ergebnisse des vorigen und dieses Paragraphen 
übersichtlich zusammen, so ergiebt sich 
Satz 1: Jede dreigliedrige Gruppe von infinitesimalen Transforma- 
tionen lässt sich durch passende Auswahl dreier von einander unab- 
hängiger Uif, Uf, Usf aus der Schar ihrer infinitesimalen Transforma- 
tionen auf eine und nur eine der folgenden Formen bringen: 
4.1) UD)=U (Ul)=2U (Ul)=U, 
B. 2) (U)=0 (UU)=U (UU) = cU, e==u=#1, 
2) (UU)=0 (V,U)=U_ (VU)= V, 
8) (U U)=0 (UU)=U" (VU) = U + U, 
C. 4) (UU)=0 (UU)=UV, (UU) =0, 
D C= E T O E 
Do R A S Ae 
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Wir haben hier den Typus 2) vom Typus 2) abgetrennt, weil er 
aus gewissen Gründen eine bemerkenswerte selbständige Bedeutung 
besitzt, 


1. Beispiel: Die drei infinitesimalen Transformationen in zwei 
Veränderlichen: 

Uf=p, Uf = sinx- p+ cosx:-q, UVf=cos2:p—sinx-q 
bilden eine dreigliedrige Gruppe von infinitesimalen Transformationen, 
denn es ist: 

E 0 aa E 
Offenbar ist die erste derivierte Gruppe dreigliedrig. Die vorliegende 
Gruppe gehört daher zum ersten Typus. Um sie darauf zurück- 
zuführen, denken wir uns wieder U, U}, U, als Punkte einer Bild- 
ebene interpretiert, wie in § 2. Sie bilden alsdann sicher ein Polar- 
dreieck jenes daselbst auftretenden Kegelschnittes, da die Combination 
zweier U jedesmal das dritte U giebt. (Vgl. die Note zum Schluss 
des $ 2.) Nach § 2 handelt es sich nun darum, statt dieses Polar- 
dreiecks ein Dreieck aus zwei Tangenten und ihrer Berührsehne ein- 
zuführen. Als Tangentenschnittpunkt wählen wir den Bildpunkt von 
U, selbst. Die Berührsehne ist alsdann die Gerade, welche die Bild- 
punkte von U, und U, verbindet. Auf ihr müssen die neuen U, und 
U, liegen. Wir setzen daher: 
U = «U, + 6U, U= yU, + ôU; 
und müssen nun die Constanten «, ß, p, Ò so wählen, dass 
C= eT E, 
wird. Dies liefert die Bedingungen: 
«= ọßf, Bon, 
— y= 6ð, — ð = 67. 
Überdies muss die Determinante 
; | & & 
m el a AU eah 
sein. Dies erreichen wir, wenn wir etwa setzen: 
g= v= S 
e=1, =n o 
Wir nehmen somit an: 
U = U, + UỌ = (1 + cos z) -p — sins q, 
U, = U — UỌ = (1 — cos z)-p + siung: g 
und erhalten dann 
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UD)=U, (G= y, 
während 
(U, U) = U + V= 20, 
wird. Somit ist 
(1 + cos z)-p — sing: q, snx-p-+ csx-gq, 
(1 — cos z): p + singz- q 


eine solche Gestalt unserer Gruppe, wie wir sie suchten. 


2. Beispiel: Die drei infinitesimalen Transformationen in x, y: 
OP = o Uz=yw, Uf=zap+(+ da 
bilden eine dreigliedrige Gruppe von infinitesimalen 'Iransformationen, 
denn es ist 
a OR ee) E e 
Sie soll auf ihren Typus zurückgeführt werden. Da die erste deri- 
vierte Gruppe zweigliedrig, nämlich U), U, ist, so ist der Typus ent- 
weder der zweite oder der dritte. Wir bestimmen: 
D=au +ßU, 
so, dass A 
(U, Us) = ọ U, 
wird. Dies liefert: 
«= ọß, = — o4, 
und wir setzen daher ọ = îi, « = 1, B = — i, sodass 
U = UỌ— iU, 
ist. Dann kommt: 
(U, U)=0, (U U)=iU. 
ludem wir alsdann 
U= —iU, 
setzen, kommt: 
WU)=0, (UV U)= U, (UU)=-iU—U,. 
Wir setzen noch 


U, =4U, uU, (u+0) 


und bekommen: 
Oe E une o uae T. 


Indem wir also etwa 


=i, = — 2 
annehmen, erhalten wir insbesondere 
(T, U = = 
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Mithin hat unsere Gruppe in der Gestalt: 
Kelly U=l yo BE ml tyn 


die gewünschte Form. Sie gehört zum Typus 2 des Satzes 1. 


Kapitel 22. 


Bestimmung aller Typen von dreigliedrigen Gruppen von infinitesi- 
malen Transformationen in zwei Veränderlichen. 


Die Bestimmung aller möglichen Zusammensetzungen von drei- 
gliedrigen Gruppen von infinitesimalen Transformationen, die im 21. Ka- 
pitel durch Reduction derselben auf gewisse typische Formen geleistet 
wurde, war, wie bemerkt, ganz unabhängig von der Zahl der Ver- 
änderlichen. Gleichwohl haben wir damals jeder typischen Form als 
Beispiel eine derartige Gruppe in zwei Veränderlichen hinzugefügt. 
Jetzt werden wir in systematischer Weise alle dreigliedrigen Gruppen 
von infinitesimalen Transformationen in zwei Veränderlichen x, y, also 
in der Ebene, dadurch bestimmen, dass wir alle derartigen Gruppen 
der Ebene von den gefundenen sechs Zusammensetzungen durch Ein- 
führung zweckmässiger neuer Variabeln auf möglichst einfache, von 
arbiträren Grössen freie Typen zurückführen. 

Es ist dann klar, dass sich jede dreigliedrige Gruppe der Ebene 
durch passende Auswahl der infinitesimalen Transformationen und 
passende Wahl des Coordinatensystems auf eine der zu findenden 
Formen zurückführen lassen muss. 


§ 1. Bestimmung aller Typen von dreigliedrigen Gruppen der 
Ebene, deren erste derivierte Gruppen dreigliedrig sind. 


Es handelt sich zunächst um die Bestimmung der betreffenden 
Gruppen von der Zusammensetzung 1 des Satzes 1 (§ 3 des 21. Kap.): 
(U U) = U, (UU)=2U, (UU) = U. 
Nach $ 4 des 18. Kapitels lässt sich die zweigliedrige Gruppe, peeter al 


welche hier U, und U, bilden, durch Benutzung zweckmässiger Va- ‘haben 


vorsch 


riabeln auf die Form bringen: Bahncurven. 
U =p, G=xp-+yg, 


sobald U, und U,, wie wir zunächst annehmen, verschiedene Bahn- 
curven haben. Ist dann: 
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U = Ep 4 ni 


so wird 


ə 2 
(UU et lg 


2 en ð 0 
UU) =r (Ep tira) ty Grt q) — Ep — ma. 


Da ersteres gleich 2 U,, letzteres gleich U, sein soll, so kommt: 


0x 2 e eY 
gen hr A E 
A U = R Ea T a 


Hieraus folgt, dass ë und y die Formen haben: 
=x + ay’, n= 2ry + Bi, 
wo « und ß Constanten sind. Es wird also: 
U, = (2 + ay’)p + (xy + pya 


Führen wir nun die neuen Veränderlichen 


t =g} yy J =y 
ein, so wird 


U =p, U, = (x + vy)P + ya = zP + Yu 


U; = (2° + ay? + 2yay + By) p + (22y + By’) 
= (Z + (e + by — MP + (229 — 273 + Ba. 
Nehmen wir also die Constante y, über die wir verfügen können, so 
an, dass 


und 


Gor Py = p= 


U, = °p + (239 + 09). 
Jetzt also hat unsere Gruppe, wenn wir &, y nunmehr mit z, y be- 
zeichnen, die Gestalt: 


p, sp + yg, p+ (2zy + oyP)a 
Wenn nun ọ 0 ist, so lässt sich durch Einführung von Vielfachen 


von x und y als neuen Variabeln erreichen, dass schliesslich ọ = 1 
wird. Sonach ergeben sich die beiden Typen: 


wird, so kommt: 


p aptyg pt (2zy+yda |, 


p sp+yg p+ ryg 


Diese beiden Typen sind wesentlich von einander verschieden: es giebt 
keine Transformation, welche den ersten in den zweiten überführen 
könnte. Der Grund hierfür wird in § 2 des 23. Kap. gegeben werden, 
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; . it. Fall 
Wir hatten oben angenommen, dass T,f und U,f verschiedene?y*, kay 


» . . al 
Bahncurven haben. Besitzen sie dagegen dieselben Bahncurven, son An. 


können wir wegen (U,U,) = U, nach $ 5 des 18. Kapitels solche Ver- urn 
änderliche x, y annehmen, dass insbesondere 


Ve u 


U =p + ng, 


wird. Sei dann 


so ist: 
ö d 
(du) = Sép 2 iv g, 
e oÈ ö 
(UU) =y F: aF T q) — ga. 


Der erstere Klammerausdruck soll gleich 2 7,, der letztere gleich U, 
sein. Demnach folgt: 


ger da 
Jy == 0, 3y == 2y, 
[77 2 
Y Jy = È» Yy =n 


Also ist E= 0 und y = y”, sodass die Gruppe lautet: 


q4 yg y4 


Wir haben also gefunden, dass sich jede dreigliedrige Gruppe 
von infinitesimalen Transformationen der Ebene, deren erste derivierte 
Gruppe auch dreigliedrig ist, auf eine der drei typischen Formen 
Bringen lässt: 


1) | 2» =» +yg zot Eryt ya 


’ 


7 


2) | p zp+ya ap -t 2xyq 


3) | a ya va. 
Für die beiden ersten Typen wollen wir noch einige andere Formen 
angeben, die sich durch Einfachheit auszeichnen. Um Typus 1) zu er- 
halten, führten wir schliesslich die neuen Variabeln 
M z=2H4rY4, 9-Yy 
in die Gruppe 
pP, +90 + ayp + (ry + by)a 


ein, indem wir y als Wurzel der quadratischen Gleiehnng 


a + By — y =0 
wählten. Da diese Gleichung zwei Wurzeln y, etwa y, und y; besitzt, 
so können wir auch, sobald y, Æ y; ist, 
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z=ı+r7YM, J= + vy 
einführen, wodurch sich ergiebt 
?»+4 E i Aa 4. 
Diese typische Form hätten wir auch direct aus der Form 1) ableiten 
können, indem wir 
se: J=r+y 
in dieselbe einführten. Wir sind also zu dem Typus gelangt: 
p+a spt yg, p++ sa 
Wenn wir dagegen in Typus 1 die neuen Veränderlichen 
z= 2r- y, J7 = 27 + 2ry 
einführen, so kommt: 
2(p + z9), sp +2yg, (2 — y)p + tyg, 
wo wir natürlich in der erslen infinitesimalen Transformation den 
Factor 2 weglassen können. 
Führen wir in Typus 2) die neuen Veränderlichen 
ek J =y 
ein und bezeichnen dann Z, % einfach mit x, y, so kommt die aus 
gewissen Gründen vorzuziehende Form 
p, bap + yg), pt zygs 
wo natürlich der Factor 4 gestrichen werden darf. Wenn wir noch 
in diese neue Form die Veränderlichen 
m dl -a £ 
UiT y? Ji y 
einführen, so ergiebt sich die noch einfachere Gestalt: 


— #0, Yq — IP, Yr. 


$ 2. Bestimmung der übrigen Typen von dreigliedrigen Gruppen 
der Ebene. 


Es ist jetzt unsere Aufgabe, die Gruppen zu bestimmen, deren 
Zusammensetzung die in Satz 1 des 21. Kapitels mit 2) bezeichnete ist: 
(U,U,)=0, (UU)=UV, (UU) = cU, 

(e =|= 0). 
Wenn zunächst U, und U, verschiedene Bahncurven haben, so 
können wir nach $ 2 des 18. Kapitels wegen (U, U,) =Q solche Ver- 
änderliche eingeführt denken, dass 


Dr, V= 
wird. Sei dann 
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U = $p + n4, 
so haben wir wegen (U, U,) = U, und (U, U) =c U, zu verlangen: 
E p4 êlqg=p, EP + a q=cq 
=j, J =O, d.h. Sx 4+ a, 
E =e, dh. = cy +b, 


sodass 


wird. 


U, = (x + a)p + (cy + b)4 


Da die Gruppe schon U, =p und U, = q enthält, so können 


wir statt U, cinfach: 


U, — a U, — b U, = xp +- cyq 


benutzen, sodass sich der Typus ergiebt: 


| p q preyq e-o |. 


Haben aber U, und U, dieselben Bahncurven, so können wir 
wegen (U, U) = 0 nach $ 3 des 18. Kapitels annehmen: 


U =q, V=xq 


und haben, wenn 


UE = ED a ng 


ist, zu fordern: 


d. h. 


also 


i ò ð 
p+i=n ah ptg a)— t= ezg, 
oa ôn — ôn = 
3y ~O 3y ~ b £ 3y — E507, 
= (I er, E Me) 


Daher lautet der Typus zunächst so: 


4, zq, G — oap + (y + Pla: 


Führen wir y + (x) statt y ein, wobei y die Gleichung 


(1 — xry (s) + p =% 


erfüllen soll, so kommt: 


q zq (1 —c)zp + ya 


c=+9 


Man sieht, dass der Fall c = 1 besonders ausgezeichnet ist, denn nur 
Lie, Differentielgleichungen, 32 
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für c = 1 haben alle imfinitesimalen Transformationen der Gruppe 
dieselben Bahneurven y = Const., da dann der Typus lautet: 


q xq yq. 
Typen von Wir gelangen zu den Gruppen mit der dritten Zusammensetzung 
der Zu- 
sammen- des Satzes 1: 
setzung 3. 


(U, U) = 0, (UU) = U, (U:U)= U, + U. 
Haben U, und U, verschiedene Bahneurven, so können wir 
UT =p, U=g 
setzen und müssen von 


U, = £p + na 
verlangen, dass 
JÈ on öğ op E 
e e Ea 
d. h. 
dE 1, %—1, alo Sr tHy ta, 


wird. Somit kommt 
U, = (e +y + a)p + w + bg 
oder, da p und q schon in der Gruppe auftreten: 


(x + y)p + ya. 
Der Typus ist folglich: 


pqa (& TUT yq 


Wenn dagegen U, und U, dieselben Bahncurven haben, so können 


wir annehmen: 


U =q, UV =z 


und erhalten die Forderungen für T;: 


oE n 08 on ar 
oe H S rt a) — E= + ra, 
sodass 
oE a on _ on 
Jy “0s jy F L rue I+z, 
d. h. 
BES E= E) 
also 


U, = — p + (u + p @))a, i 
wird. Statt x wird — x, statt y die Function e:(peda benutzt. 
Dann folgt: 


q —zq4 p+ ya |. 
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Wenden wir uns zur vierten Zusammensetzung: 


a Vai, U. 
Wie früher können wir zunächst annehmen: 
U =p, V=g 


und haben für U, die Bedingungen: 


} i = ô$ = 
JP + IEn, peP +g, 
d. h. 
=r +a, =b, 
sodass 


U, = (x + a)p + ba 
ader, da p und q schon als U, und U, auftreten: 
U, = gp 
Also finden wir: 


D EY I 


Ist dagegen anzunehmen: 


gesetzt werden darf. 


GE OEE 
so kommt: 
3 On ôE ên er 
Jy P t gy1 FD a (Èp + aa) — t=, 
d. h. 
OË ôn — ôn See 
= Jy F b £y 7 
also 
H= = tel), 
daher 


fr U, = sp + (y + pla))g- 
y — zj = dx als neues y macht 


U, = zp + y9, 
sodass wir erhalten: 


| q zq zpH+yq |. 


Die fünfte Zusammensetzung ist nach Satz 1, § 3 des 21. Kap., diese: 


(T0) = 0 (U00, (V U)= U- 
Zunächst haben wir 
U, = p, U: =q, 
also 
3E oh -a oE ðn __ 
en t= O Jy P T Jy 15 P, 
d. h. 
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si E 
U, =y + a)p + bg 
oder, da p und q schon in der Gruppe vorkommen: 
U; = yp. 


E G NR |. 


"Wenn wir andererseits haben: 


U= U = 


so kommt: 
Jy P E gy1 7O ehrt g a) EME, 
E= — U, n = p(x), 


U, = — p + pa). 
Benutzen wir y + [g(a)d& als neues y, so bleibt: 
Uo === 
und es kommt der Typus (in dem — U, statt U, geschrieben ist): 


E sq p l 


Er deckt sich aber mit dem vorhergehenden Typus, wie sich durch 
Vertauschung von x mit y ergiebt. Dass dies eintreten kann, liegt 
darin, dass im vorliegenden Falle U, und U, völlig äquivalente Rollen 
spielen. In allen übrigen bisherigen Fällen sind die erhaltenen Typen 
wesentlich von einander verschieden. 


Typen von Jetzt haben wir nur noch die letzte Zusammensetzung zu erledigen: 
der Zu- 
setzung 6. (U.U) =0, (UU)=0, (UDO)=0. 
Hier würde die Annahme: 
U=p, 0=4 


für U, ergeben: 


DI DE On 
a... 3y ~O» (0) 


d. h. E = Const., n = Const. und 
U, = Const. p + Const. q, 


wäre nicht von U, und U, unabhängig. Diese Möglichkeit ist also 
ausgeschlossen. Es bleibt die andere: 


E E 


in welcher sich für U, ergiebt: 
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V S ôn — za 
Jy ~Ù Iy ~O ¿=0, 
d. h. 
U, = X(2)g. 


Also haben wir als letzten den Typus: 
M q xq Xla)q |. 


In demselben ist X(x) eine arbiträre Function von x. 

Die bemerkenswerte Thatsache, dass die Annahme U, = p, UỌ =q 
in dem jetzigen Falle, wo alle Klammerausdrücke Null sind, keine 
dreigliedrige Gruppe liefert, können wir mit Benutzung der in § 4 
des 14. Kapitels eingeführten Bezeichnung so aussprechen: 

Satz 2: Sind drei infinitesimale Transformationen Uf, Uz,f, Uzf 
der Ebene mit einander vertauschbar, so sind sie von einander abhängig. 


8 3. Zusammenstellung aller Typen von dreigliedrigen Gruppen 
von infinitesimalen Transformationen der Ebene. 


Die in §§ 1 und 2 gefundenen Typen sollen nun in einem 
Schema zusammengestellt werden. Dabei bemerken wir Folgendes: 

Zwei Typen ergaben sich, die eine arbiträre Constante c ent- 
hielten, die +0 war. Die speciellen Formen, für die c = 1 ist, be- 
sitzen aus gewissen Gründen besondere Bedeutung und sollen deshalb 
besonders angegeben werden. Wir sehen übrigens, dass, wenn c = 0 
gesetzt wird, Typen hervorgehen, die später besonders aufgestellt wurden. 

Für die beiden ersten Typen haben wir in $ 1 mehrere Formen 
abgeleitet. Einige derselben sind in dem folgenden Schema ange- 
geben. Dabei bedeutet das Zeichen = die Worte: „durch Einfüh- 
rung neuer Veränderlicher überführbar in“. 


A. Die erste derivierte Gruppe ist dreigliedrig. 


p+a AD sp + y’ |= 
ee T Hrped zp + 2y np +n |, 


| p 2zp+ y4 22 Wa = 


2) 


d 


=| æq ap —yq yp 
3) q4 yq Wa 
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B. Die erste derivierte Gruppe ist zweigliedrig. 


4) | r q xp + cyq e==0, ==} | 


5) | g zg l-dap+yg =o 1 


6) | p q4 aptyq 


1) | a zg va | 


9 |p a atmet 
9) | 4 2g P+y4 . 


C. Die erste derivierte Gruppe ist eingliedriy. 


| 


10) | van | 


11) |u s4 ap +yg | 


2) va 


D. Die erste derivierte Gruppe ist nullyliedrig. 


13) | q4 xq Xl(a)q 


Nach § 4 des 4. Kapitels sind fast alle Typen projective Gruppen, 
nämlich Typus 1 in seiner zweiten und die übrigen in den hin- 
geschriebenen Formen mit Ausnahme der beiden Typen 3 und 13, 
von denen man beweisen kann, dass sie sich nicht durch Einführung 
neuer Variabeln auf eine solche Form bringen lassen, dass ihre in- 
tinitesimalen Transformationen projectiv werden. Obgleich wir von 
dieser Thatsache keinen Gebrauch machen werden, wollen wir ihren 
Beweis kurz angeben: Da eine infinitesimale projective Transformation 
die Differentialgleichung zweiter Ordnung y” = 0 invariant lässt (vgl. 
das Beispiel zu $ 6, Kap. 16, S. 389), so müssten auch die drei in- 
finitesimalen Transformationen g, yq, 4°y gemeinsam eine Differential- 
gleichung zweiter Ordnung invariant lassen, wenn der Typus 3 durch 
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Einführung neuer Variabeln projectiv gemacht werden könnte. Es 
müsste also eine Schar von oo? Curven existieren, welche durch 
7, Yq, yq unter einander vertauscht würden. Wäre y = f(x) eine 
dieser Curven, so würden die endlichen Translationen der eingliedrigen 
Gruppe q diese in die Curven y = f(x) + a überführen, die auch der 
Schar angehören müssten. Ferner würden die endlichen Transforma- 
tionen der Gruppe yq die Curven y = f(x) + a offenbar in die Curven 
by = f(x) + a überführen, und die endlichen Transformationen der 
Gruppe y°q würden diese in die Curven 
rieti 
ehr) 
oder also in die Curven 
fix) + a 
To 
verwandeln. Dies aber sind 00° Curven. Jede Curve wird also bei 
4 Yq, Y q in 00° Curven übergeführt, niemals in nur 00%. Es existiert 
demnach auch keine invariante Differentialgleichung zweiter Ordnung 
beim Typus 3. Beim Typus 13 wird eine Curve y = f(x) auch stets 


in 00° Curven 

y=fla)+a+bz + cX(a) 
transformiert, soduss auch dieser Typus keine Differentialgleichung 
zweiter Ordnung invariant lassen kann. 


Kapitel 28. 


Zurückführung der dreigliedrigen Gruppen von infinitesimalen Trans- 
formationen der Ebene auf ihre eanonischen Formen. 


Das Ziel aller unserer jetzigen Betrachtungen ist, wie schon 
hervorgehoben werde, die Integration derjenigen gewöhnlichen Differen- 
tialgleichungen zweiter Ordnung in x, y, welche eine bekannte drei- 
sliedrige Gruppe von infinitesimalen Transformationen gestatten. Durch 
die Aufstellung der canonischen Formen der dreigliedrigen Gruppen, 
wie sie in $ 3 des vorhergehenden Kapitels angegeben ist, sind wir 
diesem Ziel schun bedeutend näher gerückt. Die Schritte, die noch 
nötig sind, werden nun in diesem und dem nächsten Kapitel gethan. 
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§ 1. Differentialgleichungen zweiter Ordnung in v, J, welche eine 
dreigliedrige Gruppe von infinitesimalen Transformationen gestatten. 


Speisschh, Nehmen wir an, die Differentialgleichuug 
dass jede 

Integral- ^ 77 

us eine R(x, Y, Y, y ) E 0 
Bahncurve 


oder inv. gestatte die drei infinitesimalen Punkttransformationen U,f, Usf, Uf, 
Covo SE welche eine dreigliedrige Gruppe bilden. Alsdann ist die Schar der 
00° Integraleurven: 
v(x, y, a, L) =O (a b= Const.) 
der Differentialgleichung invariant gegenüber dieseu dreien und über- 
haupt jeder infinitesimalen Transformation 
Const. U, f + Const. U f + Const. U,f 


der dreigliedrigen Gruppe. 

Betrachten wir insbesondere eine bestimmte, aber beliebige unter 
diesen Integraleurven, erteilen wir also a und b bestimmte Werte. 
U, f führt diese Curve 

w(x, y, a, b) = 0 
in die Curve 
olx, y, a, bO) — U odt = 0 
über. Diese muss zur Schar der Integralcurven gehören und also auch 
eine Gleichung von der Form haben: 
wlz, ya— ða, b — ò b) = 0 
oder: i 
o(s, y, a, b) — = ða — = 
Hier sind òu und d,b gewisse unendlich kleine Zahlen. Es ist also: 
__.dada , dw db 
Vest 
Analog führen U,f und U,f die Curve œw = O in benachbarte Curven 
ole, y, a — òa, b — òb) = 0, > 
o(s, y,a — d,a,b — òb) = 0 
über, und es ist 


_ o d,a on d,b 
Meute 
öv ð, a 00 ôb 


Di pa ò 
Uo = ga t t 7D ot 


Nun ist es leicht, eine intinitesimale Transformation 
c Uf + c Uaf + cs Usf 


der dreigliedrigen Gruppe anzugeben, welche die Iutegralcurve 


www.rcin.org.pl 


Differentialgl. 2. Ord. in x, y, welche eine dreigl. Gr. v. inf. Trf. gestatten. 505 


olz, y, a, b) = 0 
invariant lässt. Wir haben ja nur c, G, €, so zu bestimmen, dass 
& Uo + c Vo + e Uo = 0 
für alle Punkte (x, y) der Curve wird, d. h. wegen der obigen Werte 
von Uo, Uw, U,» haben wir c,, Cy, c;, so zu bestimmen, dass 


ôa ða . ô, a A 
ĉi AT +% .- lt, 
ö,b 


wird. Es lassen sich aber stets solche Constanten c,, C, C, augeben, 


da P f @ h è s F 
denn er u. s. w. sind ja sämtlich bestimmte Zahlen. Unter den iu- 


finitesimalen Transformationen der dreigliedrigen Gruppe giebt es also 
sicher mindestens eine, welche eine beliebig ausgewählte, aber be- 
stimmte Integraleurve invariant lässt, d. h.: 

Satz 1: Gestattet die Differentialgleichung zweiter Ordnung 

ar, Y, y”) Zul > 

cine dreigliedrige Gruppe von infinitesimalen Transformationen in £, y, 
so ist jede Integraleurve bei mindestens einer infinitesimalen Transfor- 
mation der dreigliedrigen Gruppe invariant. 

Auch aus diesem Satze kaun man schliessen, dass die beiden 
ıreigliedrigen Gruppen 

l Yl, Ya 
q, zq, X(x)q 

keine Differentialgleichung zweiter Ordnung invariant lassen. Denn 
die erste hat nur oo! Bahncurven x = Const. und ausser diesen bleiben 
nur gewisse Geraden y = Const. bei irgend einer infinitesimalen Trans- 
formation der Gruppe invariant, sodass also keine œœ? solche Curven 
existieren, deren jede wenigstens eine der infinitesimalen Transforma- 
tionen zulässt. Die zweite Gruppe besitzt die oo! Bahneurven x = Const. 
und ausser diesen giebt es keine Curve, welche irgend eine ihrer in- 
finitesimalen Transformationen gestattet. Hiermit ist die zum Schluss 
des § 3 des Kap. 22 gemachte Bemerkung in etwas anderer Weise 
begründet, als dort geschehen. 


Handelt es sich nun darum, eine vorgelegte Differentialgleichung 
zweiter Ordnung 
Qly, y, y) = 0 
zu integrieren, welche eine bekannte dreigliedrige Gruppe von infini- 
tesimalen Transformationen Uf, Uf, Uf gestattet, so bietet sich die 
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folgende Iutegrationsmethode dar: Man führt in die Gruppe solche 
neue Veränderliche ein, dass sie ihre canonische Form annimmt. Dabei 
seht die Differentialgleichung in eine solche über, welche eine der 
oben bestimmten Typen von dreigliedrigen Gruppen gestattet, und 
vereinfacht sich deshalb bedeutend, da jene Typen selbst sehr einfache 
Gestalt haben. 

Die Integration wäre also geleistet, wenn man 

1) jede dreigliedrige Gruppe auf ihre canonische Form zurück- 
führen und 

2) jede Differentialgleichung zweiter Ordnung, welche eine jener 
canonischen Gruppen gestattet, integrieren könnte. 

Mit dem ersten Problem beschäftigen wir uns in diesem, mit 
dem zweiten im nächsten Kapitel. Eine andere Integrationsmethode, 
nach der die Zurückführung auf die canonischen Formen in den meisten 
Fällen vermieden werden kann, soll zum Schluss des nächsten Ka- 
pitels entwickelt werden. 


ER Unsere Aufgabe ist also jetzt die, eine vorgelegte dreigliedrige Gruppe 


Reduction 


r Uh Uf, Uf auf ihren Typus durch Denutzung passender Variabeln 

ihren Pyrus zurückzuführen. Dabei bemerken wir, dass dies Problem eigentlich 
zwei einzelne enthält. Erstens nämlich handelt es sich darum, über- 
haupt zu erkennen, welche von den obigen 13 Gruppen der zugehörige 
Typus ist, und zweitens darum, wie man die zur Überführung nötigen 
neuen Variabeln bestimmt. In bezug auf das erste Problem, das wir 

ertum@das der Normierung der Gruppe nennen, können wir Folgendes von 
vornherein aussagen: Indem wir (U,T,), (U,T,) und (U,UD,) bilden, 
erkennen wir, ob die erste derivierte Gruppe 3-, 2-, 1- oder O-gliedrig 
ist, d. h. ob der gesuchte Typus in der Zusammenstellung des § 3 
des vorigen Kapitels unter A, B, C oder D vorkommt. Dadurch wird 
die Zahl der Typen in jedem Fall erheblich verringert. Auch können 
wir die Gruppen 3 und 13 nach dem Obigen von vornherein aus- 
schliessen. 

Wie sich die weitere Normierung des Typus und die Überführung 
in den Typus in jedem einzelnen Falle gestaltet, soll in den folgenden 
Paragraphen entwickelt werden. 

Dabei wird von einer einfachen Bemerkung mehrfach Gebrauch 
gemacht, die wir hier vorausschicken wollen. 


Bosakosung Bilden U, f, U,f, Uf eine dreigliedrige Gnun und sind U, f, 


Ding vo Uf, U,f die einmal erweiterten infinitesimalen Transformationen, 
also etwa 
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uUVfeEsptmytmdg G= 
© . : B . . 
wo {= 7y? go können wir nach den Differentialgleichungen erster 


Ordnung f 
Way, y) =0 


frageu, welche U,, U, und U; gestatten. Für diese müssen 


oa = + ng 
nWw=S, A +H oE +% D, 
U W=6 +n A + Fr 
sämtlich vermöge W = 0 verschwinden, d. h. es muss, da ug E 


o in en: A ; 5 
und Pr nicht sämtlich vermöge W = 0 verschwinden oder wenigstens 


W = 0) immer so geschrieben werden kann, dass dies vermieden wird, 
die Determinante 


MM 
=, m M | =0 
| Es Ma ns 


sein vermöge W = 0. Ist sie nun nicht identisch Null, so muss 
A=0 völlig die Gleichung W = Q ersetzen, d. h. J = O ist die 
gesuchte Differentialgleichung erster Ordnung. 

Man kann nun umgekehrt beweisen, dass 4 == 0 immer die drei- 
gliedrige Gruppe U,f, Uf, Uf gestattet. Doch brauchen wir diesen 
Satz nicht. Es genügt, durch Nullsetzen der Determinante überhaupt 
ein Mittel zu haben, alle eventuell existierenden invarianten Differential- 
gleichungen erster Ordnung zu finden. Zerfällt A in einzelne Factoren, 
so kann man in einem concret vorliegenden Fall, wie dies unten ge- 
schehen wird, immer verificieren, dass jeder Factor gleich Null ge- 
setzt eine invariante Differentialgleichung erster Ordnung darstellt, 
vorausgesetzt, dass er y enthält. Doch entgeht bei dieser Ableitung 
unter Umständen eine invariante Differentialgleichung der Aufmerk- 
samkeit, nämlich die der oo! Geraden z = Const. mit der Gleichung 

1 


` >=. 
y 


Es liegt dies in einem Mangel des Cartesischen Coordinatensystems. 
In jedem Fall ist also noch besonders zu untersuchen, ob die Schar 
æ = Const. iuvariant bleibt. Dies tritt dann und nur dann ein, wenn 
die Incremente von x sämtlich nur von x abhängen. 
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§ 2. Zurückführung einer dreigliedrigen Gruppe, deren erste 
derivierte dreigliedrig ist, auf ihre canonische Form, 


Angenommen, es handelt sich um die gegebene dreigliedrige 
Gruppe U,, U,, U,, deren erste derivierte auch dreigliedrig ist, und 
deren infinitesimale Transformationen nicht sämtlich dieselben Bahn- 
curven haben. Nach dem Früheren muss sie auf einen der Typen 
reducierbar sein: 

1) p+ ats Arte 
2) p 2ap+ yg, pt sya. 
on Um zu entscheiden, auf welchen, suchen wir die Anzahl der in- 
varianten Differentialgleichungen erster Ordnung. Zu dem Zweck 
bilden wir nach der Schlussbemerkung des vorigen Paragraphen die 
Determinante 9. Beim Typus 1 lautet sie: 
L 1 0 
© y 0 = 2(y — )’Y. 
æ y 2y — a)y | 
In der That ist, wie man verificieren mag, y = O0 eine invariante 
Differentialgleichung erster Ordnung. Offenbar ist auch 


j= 
beim ersten Typus eine solche. Beim Typus 2 lautet die Determinante 
1 0 0 | 
2x y — y = y’. 


|æ sxy y— ryj | 
Sie liefert also keine invariante Differentialgleichung. Aber offenbar 
ist auch hier 
y == (0) 

invariant. Typus 1 und 2 unterscheiden sich mithin dadurch, dass 
` der erste zwei, der zweite nur eine Differentialgleichung erster Ord- 

nung invariant lässt, weshalb sie auch wesentlich verschieden sind. 

Nun suchen wir in derselben Weise die bei U,, U,, U, invarianten 

Differentialgleichungen erster Ordnung. ‘Sind es zwei, so ist die vor- 

gelegte Gruppe auf die erste Form, ist es nur eine, so ist sie auf die 

zweite Form reducierbar. 


Reduction r e v 2 k ? 
aii. Zunächst mögen es zwei sein, d. h. U,, U, U, sei auf Typus 1 


reducierbar. Dieser Typus hat die Zusammensetzung: 
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UD = P TO E= N Mr), 
wenn seine infinitesimalen Transformationen mit V, V}, V3 bezeichnet 
werden. Wir bringen daher die gegebene Gruppe auf dieselbe Zu- 
sammensetzung und zwar in der allgemeinsten Weise, in der dies 
möglich ist. Zu dem Ende setzen wir etwa: 


U, =a, U, + aU; + aU, 
U, =b, U, + bU: + bU, 
USU +49, FaU 
und bestimmen die Constanten «a, b, c in allgemeinster Weise so, dass 
(wW =u, (U0)=2T, (WÜ)=T, 


wird. Dies ist offenbar ein rein algebraisches Problem und immer zu 
erledigen. Ist dies geschehen und ist etwa: 


Vesprng U= bp + mg, Us = bap + mg 
so können die é und y noch einige der Constanten a, b, c als arbiträr 
enthalten. Es muss nun notwendig solche Functionen % und 3 von x 
und y geben, dass U, in V,, U, in V, und U, in V}, geschrieben in 
z und % statt x und y, übergeht, und zwar, wie man allgemein be- 
weisen könnte, bei ganz beliebiger Wahl der noch arbiträren Con- 
stanten. Wir setzen also an: 


ef af — URL. 5 
Ëi Ja + M gy = oa t ap? 
Berner 
23a a, Tr 
ð of 0 -2 0 
tn ak re E, 
Hieraus liessen sich y und y durch Integrationen bestimmen, denn 
setzen wir f=%x oder =y, so ergeben sich jedesmal Differential- 
gleichungen für z, 9%. Aber wir können einfacher verfahren: Es sind 


dies drei Gleichungen, welche das Verschwinden der Determinante 
nach sich ziehen: 


spend 1 1 
bap H md ž ğ|=0 


bp tng 7 
oder: 


(J —ã) (Ep + n9) + zy — 3) (Ep +m) — a — 7’) (Ep Hng) = 0 
oder: 

Gp + na) + zap + ma) — (E +7) p + ng) = 0. 
Andererseits besteht aber zwischen den drei infinitesimalen Trans- 
formationen die Relation (vgl. § 1 des 7. Kap.): 
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ae E 

gbp tH ma & 

STE nA Es M 
oder: 


(im — bam) (Ep + na) + Cans — Esn) Gip + ma) + 
+ sn — bns) Ep + mg) = 0. 
Sicher besteht keine andere Relation als diese zwischen ihuen, denn 


zwischen 


Pen 
© 
| 
oO 


pta, sp +Hyn spt ya 
besteht nur eine, und auf diese Gruppe soll ja die gegebene reducierbar 
sein. Wir fanden aber vorher eine Relation. Dieselbe muss sich also 
mit der jetzigen decken und der Vergleich giebt: 


z — fh — Èst 


x 
4 Ëi Em’ 
5 Em — Éi s 
z+ g= an, 
+y Èi 1 — Es M 
Also lassen sich z und y rein algebraisch als Functionen von x, 3 


bestimmen. 
Damit ist die Reduction geleistet und zwar in der allgemeinsten 


Weise, in der sie überhaupt möglich ist. 


Redueti s ' . a 

cn Gesetzt nun, die Gruppe U, U,, U, lasse nur eine Differential- 
gleichung erster Ordnung invariant, sei also auf den zweiten Typus 
reducierbar: 


p, 22p + yg, 2p + ryg. 
Wir schlagen dann denselben Weg ein wie vorher: Dieser Typus hat 
die Zusammensetzung 

C S VY)=rN, V= 
und wir bringen zunächst die vorgelegte Gruppe in allgemeinster 
Weise auf eine solche Form 
U=ép t+ mgn U= $p + mg, Us = Ep A mg, 

dass sie dieselbe Zusammensetzung hat. Dies erfordert, wie wir 
wissen, nur algebraische Operationen. Alsdann giebt es Funetionen 
x und y von x, y, so dass: 
g 2r Poa 
` jg EE N oy de 

of o EE -2 
(1) atmet É 

af Di r 

GEF + s oi zr tyg 
wird. Also besteht die Relation: 


2 
& 
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E E A O 
&p + ma 27. y |=0 
Ent o èy 
(Ep + na) +p + ma) — Er + ag) = 0, 
während doch zwischen den drei infinitesimalen Transformationen nur 
die Relation 


` s HA Ea t E 4 a 
(Šp +) + a a (&,P tm) + E Ta =a = Ep TRUE 


oder: 


bestehen kann. Somit ist, wie der Vergleich lehrt: 


__ Ém z _ ih imh, 
An Eim m 


= 


Diese Relationen geben z, aber nieht 3. Dass sie sich nicht wider- 
sprechen, ist von vornherein sicher. Um auch y zu finden, benutzen 
wir die drei Gleichungen (1). Setzen wir darin f = z, so ergiebt sich 
keine Bestimmungsgleichung für 3, wohl aber, wenn wir f=% setzen. 
Dann kommt: 


dx I ey ’ 
py öğ 

dr -+ Na öy R 
oy y , 

s Fa +m öy m 


Die letzte Gleichung muss sich natürlich, wenn in ihr für & der ge- 
fundene Wert eingesetzt wird, auf die vorletzte reducieren, kommt 
: lg Y and Ê g 2 al 
oy 
bekannte Functionen und daher lg %, also y selbst durch eine Quadratur. 
Die Reduction ist also vermittelst einer Quadratur zu leisten. 


also nicht in betracht. Die beiden ersten geben 


Das in beiden Fällen zuerst zu erledigende Problem, die vor- 
gelegte Gruppe in allgemeinster Weise auf die betreffende Zusammen- 
setzung zu bringen, deckt sich wegen der in $ 2 des 21. Kapitels 
gegebenen geometrischen Deutung mit dem Problem der analytischen 
Geometrie, als Grunddreieck des homogenen Coordinatensystems in all- 
gemeinster Weise ein aus zwei Tangenten jenes Kegelschnittes und 
ihrer Berührsehne gebildetes Dreieck einzuführen. Doch wird man, 
wenn es nur darauf ankommt, überhaupt auf irgend eine Weise die 
Reduction zu leisten, bequemer verfahren, indem man versucht, ob 
nicht irgend eine leichter zu findende speciellere Auswahl der infinite- 


simalen Transformationen U,, U,, U, zum Ziele führt. 
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Nach einem allgemeinen Satze, den wir jedoch hier nicht ent- 
wickeln, ist dies bei jeder Annahme der Fall. 
1. Beispiel: Man soll die dreigliedrige Gruppe 
ptg —ap+yg p+r 
auf ihre canonische Form bringen. Da ihre erste derivierte drei- 
gliedrig ist, muss sie sich auf Typus 1 oder 2 reducieren lassen. Die 
Determinante aus den erweiterten infinitesimalen Transformationen 
lautet: 
1 — 22 
a=|—e y 2y = (szy + 1)? 2y. 
I # yy 
Die Gruppe lässt also die Differentialgleichung erster Ordnung y = 0 
invariant (wie noch verificiert werden mag) und überdies offenbar diese: 
D y 
Ya 
im ganzen mithin zwei, und sie ist daher auf Typus 1 zurückzuführen. 
Man erkennt, dass sie überdies schon genau dieselbe Zusammensetzung 
wie dieser hat. Versuchen wir daher, direct anzusetzen: 


£p +q =p +9, 
— zp + yg = Ip +99, 
pya = p Han. 
Es würde sich hieraus ergeben: 
£p +a ioo 
- pp Ta y 0 
REV P 
oder: 
(y — 2) (p + 8a) + z3 — z) (p +0) — a — w) (anty) 
oder also: 
(p + 3a) + zalen + a) — (a + y) (— ep + yn) = o. 
Andererseits besteht aber die Identität: 
sp +a z 1 
EU = y E0 


PEU 1 
oder: 


(2y +2) (p +y) — leyt y) lp H ao) (ey 1) (I ap ya), 


also: 
Sa 
+A- Alep Ha E O apt) E. 
Der Vergleich giebt: 
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2 y a xy — 1 
z=, 5493-9, 
also: 
xu 1 
z— y= 47 au 
Wir können also entweder setzen: 
s 3 1 
z= Yy, — y 
oder: 
en 1 
g = — == Y= y. 


In der That führen beide Variabelnpaare die vorgelegte Gruppe auf 
Typus 1 zurück. 
2. Beispiel: Man soll die dreigliedrige Gruppe 
p, sin y-p + cosgz-q, eosxz-p— sinx-q 
auf ihre canonische Form bringen. Ihre erste derivierte Gruppe ist 
dreigliedrig, sie ist also auf Typus 1 oder 2 zurückzuführen. Wir 
bilden die Determinante der erweiterten Transformationen. Sie ist: 


1 0 0 
A=|snx cosg — sing — y cosg |= — 1. 
cosx — sing — cosg + ysinz| 


Daher lässt die Gruppe nur die eine Differentialgleichung erster Ord- 
nung en invariant, die Gruppe ist mithin auf Typus 2 zu redu- 
cieren. In $ 3 des 21. Kapitels haben wir schon dies Beispiel 
betrachtet. Danach nehmen wir die Gruppe in der Form an: 
U, = (1 + cos z) -p — sin e:q, ,=2sinx:-p-+2cosa-g, 
U, = (1 — cos x) -p + sinz:q. 
Wir stellen nun die Relation auf: 
U 1-+cosxz — sinz 
U, 2sinz 2 cosg |= 0 


U, 1— coss sing 

oder: 
(1 + cos z)U, + (1 — cos z) U, — sin zU, = O, 
während andererseits 
U + PU — zU, =0 

sein soll, wie oben in der allgemeinen Entwickelung. Somit haben wir: 

= sin & E 1 — cos x 

9 Tp oss) TFTs: 
In der That ist die zweite Gleichung eine blosse Folge der ersten. 


Zur Bestimmung von % haben wir nun die Gleichungen: 
Lie, Differentialgleichungen. 33 
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ey 


a L 
(1 + cos z) zz — sinz ym 


2 


2 sin g 5 + 2cos& 3% =, 
woraus folgt: 


dx (1 + cosx)’ 0y 27 
und eine Quadratur giebt: 


ô lg y sin £ o lg y 1 


u 
lg y = 5 — lg cos $z, 


also setzen wir: 


y 
na sin x z e? 
nem a! IT eds 


In der That gehen U,, Up, U, durch Benutzung dieser neuen Variabeln 
über in 

P, 2ap +90, 2P + rya, 
womit die Reduction durchgeführt ist. 


§ 3. Zurückführung einer dreigliedrigen Gruppe, deren erste 
derivierte zweigliedrig ist, auf ihre canonische Form. 


Es liege nunmehr eine dreigliedrige Gruppe 7, Ua, U, in z, y 
vor, deren erste derivierte zweigliedrig ist, und die überhaupt Differen- 
tialgleichungen zweiter Ordnung invariant lassen kann. Dieselbe muss 
sich nach dem in $ 3 des 22. Kapitels gegebenen Schema auf einen 
der folgenden Typen zurückführen lassen: 


p 4 wm -teyg, CED 

q xq (1 —c)zp 4 yq, (er =:1 
a 2g yq, 

p a (= +yp+yg, 

q zq p+ ya. 


Der damals mit 6 bezeichnete Typus ist hier in dem ersten Typus 
enthalten, da bei diesem nur der Fall c= 0 ausgeschlossen wird, 
nicht auch c = 1. 


ont Zunächst ist leicht zu entscheiden, wann die vorgelegte Gruppe 

auf die dritte Form gebracht werden kann, nämlich dann und nur 

dann, wenn ihre infinitesimalen Transformationen sämtlich dieselben 

Bahncurven haben. Vom dritten Typus kann daher weiterhin bei der 
Normierung abgesehen werden. 

Um nun zu unterscheiden, auf welchen der übrigen Typen die 

vorgelegte Gruppe reducierbar ist, werden wir die ersten derivierten 
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Gruppen betrachten. Sie sind die Gruppen p, q und q, vq. Im ersten 
und vierten Fall haben die infinitesimalen Transformationen der ersten 
derivierten Gruppe verschiedene, im zweiten und letzten Falle die- 
selben Bahncurven. Indem wir auch die erste derivierte Gruppe der 
vorgelegten Gruppe U), U,, U, daraufhin betrachten, entscheiden wir 
sofort, ob die Gruppe auf den 1. oder 4. oder aber auf den 2. oder 
5. Typus redueierbar sein muss, denn es ist klar, dass eine drei- 
gliedrige Gruppe jene Eigentümlichkeit nicht ändert, wenn neue Ver- 
änderliche in dieselbe eingeführt werden. 

Nun fragen wir weiterhin nach der Anzahl derjenigen infinitesi- 
malen Transformationen Vf der Typen, welche sich bei jeder Klammer- 
operation reproducieren. Bei allen Typen geben ja die Klammer- 
operationen nur infinitesimale Transformationen der ersten derivierten 
Gruppe, so z. B. beim ersten nur p, q. Wir suchen daher z. B. bei 
diesem eine Transformation «p + fg, sodass jedes 


(ap + ba, Ap + ug + v(ap + cya) 
die Form ọ(«p + ßgq) hat, welche constanten Werte auch A, u, v 
haben mögen. Da die erste derivierte Gruppe aus vertauschbaren 
infinitesimalen Transformationen besteht — wie auch bei den andern 
Typen —, so brauchen wir offenbar nur zu verlangen: 


(ap + Ba, ap + cyg) = olap + Pa). 
Ausrechnung giebt: 


ep + bcg = o (ep + Pa), 


1-9)e—0, (c— ọ)ß = 0. 

Ist c+ 1, so liefert dies ọ = 1 oder o=c. Für o=1 kommt 
6B = 0, die gesuchte Transformation ist also p. ọ =c liefert «œ = 0, 
d. h. die Transformation q. Im Falle c + 1 giebt es also gerade zwei 
infinitesimale Transformationen der gesuchten Art. Wenn dagegen c = 1 
ist, so ist ọ = 1 (weil sonst «œ = f = O wäre) und « und ĝ sind 
beliebig, d. h. alsdann sind alle unendlich vielen Transformationen 
«p + bq solche der gewünschten Art. 

Beim zweiten Typus reproducieren sich analog nur q und gg. 

Beim vierten Typus fordern wir: 


(ap + Ba, (£ + np + ya) = o(lep + B9). 


Ausrechnung giebt: 


an + (p +4) = olap + Ba), 
(1 — ọ)a +8 =0, (1— ọ)b = 0. 


, 33* 


d. h. 


d. h. 
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Mithin ist ọ = 1 und ß=0, d. h. hier ergiebt sich nur eine infini- 
tesimale Transformation der gewünschten Art, nämlich p. 

Beim fünften Typus endlich ergiebt sich analog auch nur eine, 
nämlich q. 

Dieselbe Rechnung führen wir bei der gegebenen Gruppe durch 
und entscheiden dadurch, ob sie zu Typus 1 für c + 1 oder zu Typus 2 
oder aber zu Typus 1 für c= 1 oder endlich zu Typus 4 oder 5 
gehört, denn die Anzahl solcher sich bei den Klammeroperationen 
reproducierender infinitesimaler Transformationen bleibt unverändert, 
wenn auch neue Variabeln in die Gruppe eingeführt werden. 

Da wir schon oben entschieden haben, ob sie auf Typus 3 oder 
aber auf Typus 1 oder 4 oder aber auf Typus 2 oder 5 reducierbar 
ist, so ist nunmehr der Typus, auf den sich die vorgelegte Gruppe 
zurückführen lassen muss, bekannt, 


Es erübrigt jetzt noch, die Reduction für die einzelnen Möglich- 
keiten wirklich durchzuführen. 
Toduction Angenommen sei also erstens, dass die Gruppe U,, Up, U, auf 
erstenTypus. den Typus 
P, 4, 2p teyg 
zurückführbar sei, wo allerdings die Constante c, die sicher + O ist, 
noch unbekannt ist. Der Typus hat die Zusammensetzung: 
BEI, (pap + cya) =p, (a, xp + cya) = cg. 
Entsprechend werden wir die infinitesimalen Transformationen der 
vorgelegten Gruppe in allgemeinster Weise so auswählen, dass: 


(0.0) =0, (0U) = U, (UU) = Const. T, 
wird. Dies erfordert nur algebraische und verhältnismässig einfache 


Überlegungen. Die Constante, die bei der letzten Klammeroperation 
auftritt, benutzen wir als die Grösse . Wenn nun etwa: 


u 0 p 
U= kE hng 
(È= 1,32, 3) 


ist, so giebt es sicher solche Functionen z und % von v, y, dass: 


Fon 
Mo TA 5 
g êf ar DE 
ty 3y’ 

0 ð o. m0 
rät! 


wird. Zwischen den drei infinitesimalen Transformationen besteht 
daher notwendig die Relation 
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CARER 
U, 0 1 |=0 
|v, & cy 


oder: 
U, — zU, — cJ U, = 0. 


Bekanntlich besteht aber zwischen ihnen nur eine lineare Relation, 
nämliche diese: 


TT Es Ma — Ea Mo en U — Es N == 

n Ti 1 Eins Em v =0. 
Demnach ist: 

a m En mem 1 mn, 


7 
EN PER TE “ o in an 


Die Reduction ist hiernach rein algebraisch durchführbar. 


Nicht so im zweiten Falle: Die vorgelegte Gruppe U,, U,, U, Bedteton 


P auf dem 
sei auf den Typus abere 


Typus 
l, 29, (i FE c)tp FF yq 
redueierbar. Wie vorher bestimmen wir auch hier drei von einander 
unabhängige infinitesimale a, 


U= b E mE 


der vorgelegten Gruppe in allgemeinster Weise so, dass sie dieselbe 
Zusammensetzung liefern, wie der Typus, d. h. dass: 


(UU)=0, (U.U) =Ù, (0,0, = Const. U, 


wird. Die zuletzt auftretende Constante nehmen wir als das e an. 
Nun giebt es Functionen x, y von v, y, sodass: 


+ of of of 
5 Bots Fa Sy 3g’? 
Pr ðf = =» 
(2) his +n J € Jy’ 
f4 = 1-95 4y 
15 dy ) y Jy 


wird. Hiernach besteht zwischen den U die lineare Relation: 
U, 0 1 
U, 0 x 
U, (Q —c)e y 


oder = 
U, = 2U, 
d. h. es ist: 
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bap F ng I + mg), 


also: 


(Dass diese beiden Werte dieselben sind, ist von vornherein sicher.) 
Um % zu bestimmen, setzen wir in (2) f= 7, y. Die erste Annahme 
giebt für y keine Bestimmungsgleichung, hat also keinen Zweck. 
Setzen wir aber f==%, so kommt: 


0% 0% 
tm dy , 
ĝi E 
Dtm; 
ex ey 


(Die zweite Gleichung giebt offenbar nichts neues.) Hieraus lassen 


z ð AH : r en 
sich 5 und 2, berechnen als lineare Functionen von %, deren Üoeffi- 


cienten von &, y abhängen. Bekanntlich erfordert alsdanu die Be- 
stimmung von y nur Quadraturen. 
Die Reduction verlangt also nur Quadraturen. 


Wenn die vorgelegte Gruppe U,, U,, U, drittens auf die Form 


d: 29, Y4 
gebracht werden kann, so wählen wir wieder drei von einander unab- 
hängige infinitesimale Transformationen der gegebenen Gruppe: 


s 8 of 
Uif = b: T + Ni 4 
(i = 1, 2, 3) 


in allgemeinster Weise so, dass die U dieselbe Zusammensetzung 
haben wie der bekannte Typus, dass also 


(UU) = 0, (UU) = Us (U,U,) = U, 


wird. Alsdann setzen wir: 


öf ôf _ of 
5, pE Er Jy 3y’ 


of I EE, i 
tat 
of of _ ôf 
e II a 
u 7 


Zunächst ist hiernach 
U, = 3U, U, = JU. 


Andererseits müssen U, und U, sich notwendig in den Formen dar- 
stellen lassen: 


U, = ọ(z,y)U, U = o (2, Y)U,, 
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da die infinitesimalen Transformationen U,, U,, U, sämtlich dieselben 
Bahneurven haben. Also ergiebt sich sofort 

7 = o(z, Y), y = alz, y). 


Die Reduction erfordert demnach weder Integration noch Quadraturen. 


Sei die vorgelegte Gruppe U,, U, U; viertens auf die Form Erg 
P, 4 @+yp +y Typus. 


reducierbar. Wir wählen zunächst wieder drei von einander unab- 
hängige infinitesimale T re dar Ay Gruppe: 


U=b;, Lang 
Aa 


in allgemeinster Weise so aus, dass die U dieselbe Zusammensetzung 
ergeben wie der bekannte Typus, d. h. dass 


O = (Ueli, 
ist. Darauf setzen wir an: 
Tr A aT A 
rnit, 
TEENETE ETEA 


Hiernach ergiebt sich: 
U, = (@ + 7)U, +90, 
während doch 


— fan ~ Èn éna = am 
h Wi i 13 1713 Eu 
l men Re TAA A 
ist. Demnach kommt: 


= en ui. Es Na — N - _ $m == Èa h, 
er ae hn A Eine — EN 


Die Reduction erfordert also keinerlei Quadraturen oder Integrationen. 


Endlich wenden wir uns zum fünften Fall: U,, U,, U, sei redu- Reduction 


cierbar auf finften 
9, 2, PYA u 
Nachdem die infinitesimalen ir 
of 
Usb ey ES Ni A 
G=1,2 3) 


in allgemeinster Weise aus der vorgelegten Gruppe so ausgewählt 
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; : a T. 
sind, dass sie auch die Zusammensetzung des Typus geben, nämlich 
diese: 


(TU)=0, (0,0) = Ü, (UU) = U, — 1 


so setzen wir: 


cf 
g Ei T- = 3y? 
a e — of 
SEF T he Alena öy’ 
0) ʻ of öf 


EER, e 
09x + n3 0y 0%! y ey 
und erhalten hieraus: 
of ôf z ôf 
b Fz F e Sinat z(e fl tai 5), 


also: 

AS i ) 

Um 3 zu finden, setzen wir f=% und unsere drei obigen Gleichungen 
geben (indem die zweite en wird): 


0% 
a A "+ N nn = íl; 
i 25 I 
T ET. 
Wie bekaunt, lässt sich hieraus y durch Quadraturen als Function 


von &, y berechnen. 
Diese Reduction fordert also nur Quadraturen. 


In allen fünf Fällen kann mithin die Zurückführung der vor- 
gelegten Gruppe auf ihre canonische Form durch algebraische Opera- 
tionen und höchstens einige Quadraturen geleistet werden. Doch ist 
in jedem Falle eine ähnliche Bemerkung wie im vorigen Paragraphen 
zu machen. Sicher existiert jedesmal eine Form U,, U,, U, der ge- 
gebenen Gruppe derart, dass U,, U,, U, direct in die drei infinitesi- 
malen 'Transformationen des betreffenden Typus übergeführt werden 
können. Diese Form suchten wir, indem wir in allgemeinster Weise 
U,, U,, U, so bestimmten, dass sie dieselbe Zusammensetzung liefern, 
wie der Typus. Bei dieser Bestimmung treten völlig willkürliche 
Constanten auf. Für gewisse Zahlenwerte derselben muss die Über- 
führung zu leisten sein. Dass sie für alle zu leisten ist, folgt aus 
allgemeinen Sätzen, die hier nicht erörtert werden können. Man mag 
sich in jedem Beispiele davon überzeugen. 
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1. Beispiel: Man soll die dreigliedrige Gruppe Beispiele 
U =zp, U:=yq, V=elge-p+tyley.g 
auf ihre canonische Form bringen. Hier ist 
(CU) = 0 (UU)=U, (UU)=U,. 
Die erste derivierte Gruppe ist also zweigliedrig, nämlich U,, U}. 
Ihre infinitesimalen Transformationen haben verschiedene Bahncurven. 


Mithin kaun die Gruppe nur auf den ersten oder vierten Typus redu- 
cierbar sein. Da nun 


(eV, + BU, Us) = «U, + BU, 
ist, so giebt es unendlich viele sich bei den Klamimeroperationen 
reproducierende infinitesimale Transformationen «œ U, -+ œU, die 
Gruppe ist demnach auf Typus 1 für c = 1, also auf 
P, 4 ap +yg 
reducierbar. Um das allgemeinste neue Veränderlichenpaar z, y zu 
finden, welches die Reduction vermittelt, nehmen wir 


U, =aU,+%U,, 
U, = B U, + BU, 
U; = 7, U, + 2U: + 7U, 
wo die «, ß, y Constanten mit nicht verschwindender Determinante, d. h. 
y0 und œb, — ap +0 
sein sollen, so an, dass 
(UU)=0, (UU) = Co UTU =y 
wird. Dies liefert für die «, ß, y nur die Bestimmungen: 
E O A 0; 
G — z)fi =0, (1 — v): =0. 


Also ist y, = 1 anzunehmen, während die «œ, ß und y,, ya willkürlich 
sind. Nun setzen wir 


ima 
pt, 
er f 
U, = psp + Ryd = Gy’ 


U; : nap + pya +elgs:ptylgy g =3,i +y, 
d. h.: 


(yx + zìigz)p+ (ry + ylsy)jg =z ap + eyt) + 3lbap + Bu, 


sodass 
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(vı + lg z) = («z + PB Nz, 

(r + lg y)y = (ne + pay)y 
sein muss. Dies giebt: 
P. 7 +H lgg Bi; TT ~ y +lgz | 
ahah |p Hlgy p? ” 


% > 


& fe — AA s Pa + lgy js 
Die neuen Veränderlichen führen also U,, U,, U, in 

Et, ze 

om) 07. e EA y 
über. Dabei sind œ, œz; Bi, Bz; Po 9%, ganz willkürlich. Nimmt 
man z. B. diese alle gleich Null an mit Ausnahme vn = f; = 1, 
so kommt: 

z= lgz, J =lgy. 

In der That wird dann: 
r E 
ya =y E A y Er E m E mg, 


algarptylsya=ilga p+lgy g= zp + ya 


rp =g 


2. Beispiel: Die Gruppe 
1 
m zb pP — ya 
soll auf ihre canonische Form gebracht werden. Hier ist 
(U,U:)=0, (UU) =— U,, (UU) = U, — U. 
Die erste derivierte Gruppe ist demnach zweigliedrig: U, U, und die 
infinitesimalen Transformationen U,, U, haben dieselben Bahncurven, 
nicht aber hat auch U, eben diese Bahncurven. Also ist die Gruppe 
auf den zweiten oder fünften Typus reducierbar. Wir fragen nach 
der Anzahl der infinitesimalen Transformationen «œ, U, + ß,U,, welche 
sich bei den Klammeroperationen reproducieren: 
(«U, + BU,, Us) = ọ(«U, + BU). 
Es kommt hier: 


— «U, + (U, — U) = ọ(« U, + BU,), 


(e +1) +6 =0, +1) = 0. 
Wäre ọ + — 1, so käme « = f = 0. Also ist ọ = — 1 und ĝ = Q, 
d. h. es giebt nur eine infinitesimale Transformation der gesuchten 
Art, nämlich U,; die Gruppe ist sonach auf den letzten Typus 
9, 24, PHY 
zurückführbar. Zunächst setzen wir nun allgemein an: 


also 
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D, = 4,0, 0 
U, = pU F BU, 
U, = y, U, F YU F YU 


und nehmen an, dass y +0 und aß, — @,ß, #0 sei. Die U, sind 
so zu bestimmen, dass 


(D,D,) = 0; (U, U;) = Uy (U,U,) = (Up = Uh 
wird. Dies giebt für die «, ß, y die Bedingungen: 

— OPs F Ray = i, O LE) 

— Birs F Bats = Bi — m — Bevs = Be — %- 


Wäre y, + — 1, so käme , = 0, d. h. «a, = 0, was auszuschliessen 
ist. Somit ist y, == — 1 zu setzen, d. h. a, = 0, ß,=a,. Also 
haben wir die Relationen aufzustellen: 


pen öf 
U= adma 


| 


ey’ 
> — 0 
n= (B+ {)e= 4, 

5 h m 
0, = (rn +2 +u) p= + 

Demnach ist: 
TLP 
g a, k! 


während f= ğ liefert: 
7 0% ð 
& 5 1, (v, +? +a) emn. 

Es ist daher y zunächst von der Form; 

4 

J z + ọ(7), 

f 

also nach der zweiten Gleichung 


Ya 1 24o Y 
(n+ +) n ae: 


d. h. 


Zeha) 
dx a N en} 
daher 


ar 1 > 
r a A a = 
p Su a 


wo c eine beliebige Constante bedeutet, sodass also 
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die neuen Veränderlichen sind, welche die Transformation in die 
canonische Form leisten. In der That ist wegen: 


1 
= diese CEE 1 { y N 
P u u art Fr - $) 
EEE AN. 1 - 
I Hat! 
auch 
U= ag= 4, 
T=(B +t) =+) za, 

i 
ea Ha (ll + n.i +ž)a+p+(2+ee)g= 
54. 

Natürlich kann man die Constanten specialisieren, z. B. « = 1, 


Bı = yi = p = c = Q setzen, sodass 
1 
A T? U= 
wird. 
$ 4. Zurückführung einer dreigliedrigen Gruppe, deren erste 
derivierte eingliedrig ist, auf ihre canonische Form. 


Eine dreigliedrige Gruppe U,, U,, U, in æ, y, deren erste deri- 
vierte Gruppe eingliedrig ist, lässt sich nach dem Schema in $ 3 des 
22. Kapitels auf eine der drei folgenden canonischen Formen zurück- 


führen: 
P, 0% wp; 
9, 29, zp + yg; 
9. P) #9. 


In allen drei Fällen stellt die erste infinitesimale Transformation 
die erste derivierte Gruppe dar, also im ersten p, in den beiden 
anderen q. Im dritten Falle ist q mit p und zg vertauschbar, im 
ersten und zweiten Fall ist die erste infinitesimale Transformation 
nicht mit allen übrigen vertauschbar. Ferner besteht im ersten Falle 
zwischen den drei infinitesimalen Transformationen die Relation: 


CDE (=, 


Normierung. 


im zweiten diese: 


(sg) -a()=0 
und es ist im ersten 
A i (p, zp) =p, 
im zweiten 
(4, £9) =Q. 
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Um also für U,, U, U, den zugehörigen Typus zu bestimmen, 
bilden wir (U, Uz), (U,D,), (U,U,) und erhalten dadurch die infinitesi- 
male Transformation der ersten derivierten Gruppe. Sie sei etwa !7.. 
Alsdann untersuchen wir, ob sie mit allen Transformationen der 
Gruppe vertauschbar ist oder nicht. Ist sie es, so ist die Gruppe auf 
Typus 3 reducierbar. Ist sie es nicht, so kommen nur die beiden 
ersten Typen in Frage. Dann bilden wir die sicher bestehende Relation 
von der Form: 


a, U, + æU, + ~s Us — p(x, y) U, = 0, 
wo ọ eine wirkliche Function, nicht aber, wie «&,, «&,, œg, nur eine 
Constante sein soll. Ist dann 


(Ui & Ui t eU F aU) = 0, 


so ist die Gruppe auf Typus 2 zurückzuführen, andernfalls auf Typus 1. 


Sei — nach Beendigung dieser Normierung — die vorgelegte Reduction 
auf der 
Gruppe auf den ersten Typus ersten 
Typus. 
P, 9, 2P 


reducierbar. Auch sei U, die erste derivierte Gruppe. Sicher lassen 
sich dann in allgemeinster Weise U, und U, so aus der Gruppe aus- 
wählen, dass sie von U, uud von einander unabhängig sind, und dass 
sie dieselbe Zusammensetzung wie der Typus geben: 


(00 aE OS: 


Uf = ip + mg 


(i = 1, 2, 8), 


Ist etwa: 


so können wir dann &, % so als Functionen von x, y bestimmen, dass 


P 
Ep Sr N1 zZ iE, 
df 
bap F nag = p? 
= Of 
bp + m4 = 2 aa 


wird. Zunächst kommt hiernach sofort: 


Indem wir f= y setzen, kommt ferner: 


9% 0% 
Egs +h gy =À 


Yy 
0% 0% 
5, + Ma Fs = 1, 
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woraus sich 4 durch eine Quadratur bestimmt. Die Reduction erfor- 
dert also eine Quadratur. 

Reduction S 

en Ist zweitens 

zweiten Y, T4, P + yq 

Typus. k l . 
der Typus, auf den die vorgelegte Gruppe redueierbar sein muss, und 
U, ihre erste derivierte Gruppe, so wählen wir wieder in allgemeinster 
Weise U}, U, so, dass die Zusammensetzung der vorgelegten Gruppe 
in der neuen Form genau die des Typus, d. h. 


(U, U) = 0, (T U) =U; (0, U,)=0 


ist. Ist etwa 


so kommt das Gleichungensystem: 


&P + 97 = 75 


f 
y’ 


of 
&p + n= ta 


y? 
0 = 
rate 
Daraus folgt: 
en . __% 
$i Nı 


und f=% giebt: 
öy ou S 
A dx SE Nı dy 1 7 
ey 


Ës gs t's gy = y- 


Hieraus bestimmt sich bekanntlich y durch Quadraturen. 


en Wir kommen zum letzten Fall, in dem D,, U,, U, auf die ca- 
dritten N 
Doms nonische Form 

1 P, 74 


zurückgeführt werden kann. Nachdem wir wieder U,, U}, U, in all- 
gemeinster Weise so aus der gegebenen Gruppe ausgewählt haben, 
dass sie von einander unabhängig sind, und dass sie dieselbe Zusam- 
mensetzung wie der Typus haben, also: 


mu)=0 Boy, T 
ist, setzen wir, wenn 


U: = bip + nig 
: (=e) 
ist: 
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if 


Ui 


$p + mni = 3 


af 
bp F na ;; 


D? 
Ma 
a F 
Hiernach wird: 
rabh 
5 N 


und f= ğ liefert: 


woraus % durch eine Quadratur berechnet wird. 


In jedem Falle reichen also auch jetzt algebraische Operationen 
und höchstens Quadraturen zur Reduction der vorgelegten Gruppe 
aus. Es ist hierbei, wie in § 2 und § 3, zu bemerken, dass die U 
noch völlig willkürliche Constanten enthalten, demnach auch in den 
Werten von x und y solche auftreten. Sicherlich giebt es gewisse 
Werte der Constanten, für die #, y in der That diejenigen neuen Ver- 
änderlichen sind, welche die Reduction leisten. Man würde sie in 
jedem Falle durch wirkliche Einsetzung von z und y in die U rein 
algebraisch bestimmen können. Aber man kann beweisen, dass diese 
Constanten in der That gänzlich willkürlich gewählt werden dürfen. 
Doch gehen wir darauf nicht ein. 

Beispiel: Die Gruppe 


P, YP, Yq 


soll in allgemeinster Weise auf ihre canonische Form zurückgeführt 
werden. Hier ist: 


(UU) = 0, (U,V) =0, (UU) = — Us. 
U = yp also stellt die erste derivierte Gruppe dar. Da U, nicht 
mit U, und U, vertauschbar ist, so ist der zugehörige Typus sicher 
nicht der dritte. Nun besteht zwischen den infinitesimalen Trans- 
formationen der Gruppe nur die folgende Relation 
1 

U — m U, = 0 
und es ist (U ,U,) = 0. Daher ist die Gruppe auf den zweiten Typus 

9 zq, Pr yg 
reducierbar. Wir haben nun zu setzen: 
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De, 
U, = f, U, + be Uz + bs Uz, 
Leu +»; a a E 


und die Constanten a, ß, y so zu bestimmen, dass 


a0, fiy — By FO 


und ausserdem 
Ta o E A, 
wird. Dies liefert 


«ß, = 0, 
d. h. p, = 0, ferner: 
— ap =n, 
d. h. y, = — 1, und endlich 
By = 0, 
d. h. B, = 0, sodass sich ergiebt und zu setzen ist: 


F o 
U, = «U, = ayp = 4, 


U, TAN a agi ’ 
Bei - G= 


£ f € 
= (p tm — y =t a tT 5" 
Hiernach ist: 


T= Ar 
ay? 
während f=% liefert: 
oy 
GU ru 1, 
Yı Hy) Tr y öy u 


also zunächst 
x 
JE ay + o (y), 
und, wenn dies in die zweite Gleichung eingesetzt wird: 
1 ’ 
i try) ag e y= o, 
woraus sich durch Quadratur ergiebt: 
ZN, 2 Y 
gr: y lg u F , 
sodass die neuen Veränderlichen diese sind: 


EnG a e ya ET er 
mn De E 


ay’ 


Wirklich wird bei Einführung dieser neuen Variabeln: 
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u) 


n 


ar 
ar 
Ue = Pa = ihe a = El, 


U; = tr — ya = (7 + ny) z = 


$ 5. Reduction der dreigliedrigen Gruppen, welche keine Differential- 
gleichung zweiter Ordnung invariant lassen, auf ihre canonische Form. 


Wir haben von vornherein in den drei letzten Paragraphen die- 
jenigen Typen von dreigliedrigen Gruppen von infinitesimalen Trans- 
formationen von der Betrachtung ausgeschlossen, welche bei der 
Integration von Differentialgleichungen zweiter Ordnung nicht vor- 
kommen. (Vgl. $ 1.) Da aber das in den $$ 2, 3, 4 behandelte 
Problem unabhängig von der Integration von Differentialgleichungen 
eine gewisse Bedeutung in der Gruppentheorie hat, so wollen wir uns 
nun noch fragen, wann eine Gruppe U,f, Uf, Uf in æ, y auf einen 
der ausgeschlossenen Typen, d. h. nach dem Schema des $ 3 des 
22. Kapitels auf eine der beiden Formen 


4 y4 vu 
q zq Kla)q 
reducibel und wie diese Reduction auszuführen ist. 

Die Gruppe U,, U, U, ist dann und nur dann auf einen dieser 
Typen zurückführbar, wenn U, und U, sich nur um von einander 
abhängige Factoren von U, unterscheiden. Insbesondere ist sie anf 
den ersten oder zweiten Typus redueibel, je nachdem ihre erste deri- 
vierte Gruppe 3- oder O-gliedrig ist. 


Sie sei zunächst 3-gliedrig, d. h. U,, U3, U, sei auf den ersten 
Typus 
% yq, ya 
reducibel. Dann wählen wir U,, D,, U, so von einander unabhängig 
in allgemeinster Weise aus der vorgelegten Gruppe aus, dass sie die 


Zusammensetzung des Typus ergeben, also 
Lie, Differentialgleichungen. 34 
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(U, U) =U, (V,U) =2U,, (V U,) = U, 
wird. Ist etwa 
OEE ng 
U: = oltp + na), 
U, = o (tp + ng), 


und ist demnach 


so wird angesetzt 


af 
Ep + ng = > 
elp + n9) =y E, 
of 
olp + na) = F 35 
Hiernach ist : 
vA oe’ 
während z die Dee 
5 z en ng C u ne 


erfüllen muss, d. h. als Integral der gewöhnlichen Differentialgleichung 
erster Ordnung: 


bestimmt wird. 
Wenn zweitens: 
a, æq, Xla)q 

der Typus der Gruppe ist, in dem allerdings X noch unbekannt ist, 
so wählen wir U,, U,, U, irgendwie von einander unabhängig aus 
der vorgelegten Gruppe aus. Es ist dann jedes (U; U) = 0. Wenn 
wieder: 

U, = p +, 

PT, =T, 


wird, so setzen wir 


Ep + me 
elp + ang) =i ya 


P E 27 
Hieraus folgt: 
A 
und 
X(f) = 6, 


während sich % aus 
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0% du 
E Bi +n a il 


berechnet. Bekanntlich erfordert letzteres die Integration der ge- 
wöhnlichen Differentialgleichung erster Ordnung 


dæ _ dy 
: $ n 
und eine Quadratur. 
Das Gesamtergebnis der §§ 2 bis 5 ist dieses: ee 
assung. 


Theorem 47: Die Zurückführung einer dreigliedrigen Gruppe 
von infinitesimalen Transformationen der Ebene, welche nicht 
sämtlich dieselben Bahncurven haben, auf ihre canonische Form 
erfordert ausser ausführbaren Operationen höchstens einige 
Quadraturen. Haben jedoch alle infinitesimalen Transfor- 
mationen der Gruppe dieselben Bahncurven, so verlangt die 
Zurückführung unter Umständen auch die Integration einer 
gewöhnlichen Differentialgleichung erster Ordnung in zwei 
Veränderlichen. 


Kapitel 24. 


Integration einer gewöhnlichen Differentialgleichung zweiter Ordnung 
in x, Y, welche eine bekannte dreigliedrige Gruppe von infinite- 
simalen Transformationen gestattet. 


In $ 1 des vorigen Kapitels skizzierten wir den Weg, auf welchem 
eine gewöhnliche Differentialgleichung zweiter Ordnung in v, y, welche 
eine bekannte dreigliedrige Gruppe von infinitesimalen Transformationen 
gestattet, integriert werden kann: Zunächst bringen wir die dreiglie- 
drige Gruppe, welche eine der in §§ 2, 3, 4 des vorigen Kapitels be- 
trachteten ist, auf ihre canonische Form. Die Bestimmung der dazu 
nötigen neuen Veränderlichen verlangt nach Theorem 47 (8 5 des 
23. Kap.) ausser ausführbaren Operationen höchstens einige Quadraturen. 

Durch Einführung der neuen Veränderlichen geht die vorgelegte 
Differentialgleichung in eine solche über, welche bei einer der typischen 
dreigliedrigen Gruppen invariant bleibt. Es fragt sich demnach nur 
noch, wie man diejenigen Differentialgleichungen zweiter Ordnung in 
zwei Veränderlichen integriert, welche einen der Typen von dreiglie- 
drigen Gruppen von infinitesimalen Transformationen gestatten. 

Wir werden daher die bei jedem der Typen invarianten Differen- 


tialgleichungen zweiter Ordnung aufstellen und zu integrieren suchen. 
34* 
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Noch bemerken wir, dass wir nachher, in $ 3, diejenige Inte- 
grationsmethode entwickeln, nach der die Zurückführung auf die cano- 
nischen Formen in den meisten Fällen nieht nötig ist, und auf welche 
wir schon im vorigen Kapitel hindeuteten. 


& 1. Die gewöhnlichen Differentialgleichungen zweiter Ordnung, 
welche eine dreigliedrige Gruppe vom Typus 1 oder 2 gestatten. 


Der Typus 1 des in $ 3 des 22. Kap. angegebenen Schemas hat 

die Form: 
pHa sp+yg 2p ++ ya 
Wir fragen nach denjenigen Differentialgleichungen zweiter Ordnung: 
Im o(s, y, y) = 0, 

welche diese drei infinitesimalen Transformationen gestatten. Dazu 
benutzen wir das Theorem 35 des § 3, 16. Kap. 

Soll die Gleichung y” — œ == 0 die infinitesimale Transformation 
p+ q gestatten, so muss œ danach diese Bedingung erfüllen: 


dw 


do 
öx 2 dy =. 
d. h. œ hat die Form: 
o = ols — y, y). 
Soll sie auch zp + yq gestatten, so muss dies œ ferner der 
Gleichung genügen: 
do , o 
Bezeichnen wir z — y für den Augenblick mit «, so ist: 
da _ _do dm ___ do 
(Ei ST ou’ 
die Bedingung geht also über in: 


o + u —=(, 


iT 
z 


sodass œ die Form hat: 
ee. 
= U 


Nun soll „"— w = 0 auch z?p + y?q gestatten, und daraus folgt 
die letzte Bedingung: 
2y? — 2y + (2y — 4x) — 2y (y — z) 


do 


Fy 
dw do 
OO E) Bien 
T Jæ Y õy 
Da 
Dem} O L E o 
0% a’ da Ta 


ist, so nimmt sie die Gestalt an: 
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2? I — Bft yo) 0. 
Dies ist eine lineare Differentialgleichuung erster Ordnung in f und y, 
deren Integration in bekannter Weise liefert: 


=. — 2023 VT — 233°, 
sodass die gesuchte Differentialgleichung zweiter Ordnung lautet: 
yip o ENE o. 
a ist darin eine beliebige Constante. 


Es fragt sich nun, wie man diese gefundene Differentialgleichung 
zweiter Ordnung integriert. Dazu verwerthen wir die Thatsache, 
dass sie die zweigliedrige Gruppe 


r+4, sp +yg 
gestattet, wo (p + q, zp + yq) =p + q ist. Nach § 4 des 20. Ka- 
pitels fangen wir die Integration also so an. Wir bilden: 
TA . wach 
Afzp+yqy+teqg («= 5) 


und erweiteren unsere beiden infinitesimalen Transformationen: 
Uf=p +9, 
Uf = xp + ya. 
Durch Erweiterung tritt kein Glied mit q' hinzu. Ein erstes Inte- 
gral ist daher: 


dx dy dy 
er 
| 0 — dydu , (1 — y)dy 
mem [— + — ee 5): 
yo \u eW +ay Vy +y’) 
a 110 
xy 0 | 


Die Ausführung der Quadratur liefert das Integral 


ge pa er ENE ayy ty) 
oder also das Integral: 
-Yvy 
itayy+y 
Man kann nun fernerhin die Gleichung 


$ = 


pæ E L a Const.— 5 
1+ayy+y 5 
integrieren. Bezeichnet man nämlich Ju ai. mit v, so kommt 


durch Auflösung der letzten Gleichung nach y: 
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y = 20 + 20 Vè — 1 — 1, 


also, da - 
el 
ist: 
z=! = — vy Ti, 
sodass 
R dv 1 N 
| een = bz = Const. = c 
oder also: 
-E 
v+ Vo — 1 


die gesuchte vollständige Integralgleichung unserer Differentialglei- 
chung zweiter Ordnung ist. Sie lässt sich auch so schreiben: 


2v = TET + bx + c 
oder da 
A 
2 
ist: 


papa ttute +amo. 


Wenn also eine vorgelegte Differentialgleichung zweiter Ordnung 
eine bekannte dreigliedrige Gruppe von infinitesimalen 'Transformationen 
vom Typus 1 gestattet, so wird ihre Integration dadurch geleistet, 
dass man durch ausführbare Operationen (siehe $ 2 des 23. Kap.) 
canouische Veränderliche x, y einführt. Sie wird dadurch auf die 
soeben integrierte Form gebracht. 


Wir suchen nun die beim Typus 2: 
P, 22p+yg 2p + zyg 
invarianten Differentialgleichungen zweiter Ordnung in genau derselben 
Weise. Nach Theorem 35 (§ 3 des 16. Kap.) ist die Differential- 
gleichung 
y“ — olx, y, y) = 0 
nur dann bei allen drei infinitesimalen Transformationen invariant, 
wenn œ die Bedingungen erfüllt: 
Jo _ 
gz 9 
, co da ĝo 
RL, 
3xzo + (y — xy) jy t? mi A 
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Nach der ersten enthält ® nur y und y, sodass sich die zweite re- 
duciert auf: 


‚olgo ol 
i Prie „ds _o, 


Diese ist äquivalent dem simultanen System: 
dy dy dio 
F A 
das die beiden Integrale yy und fi besitzt, sodass œ die Form hat: 


o =y ° fuy). 
Sonach giebt die dritte Bedingung 
bruy) + yyf Uy) =0, 
a 
Im pi 
Die gesuchte Differentialgleichung zweiter Ordnung lautet daher so: 


d. h. 


” a 


Wir könnten diese Differentialgleichung mit Benutzung des Um- 
standes, dass sie die zweigliedrige Gruppe p, 2æp + yq gestattet, 
nach unserer allgemeinen Theorie integrieren. Aber die Integration 
ist auch ohne diese sehr einfach. Die Gleichung lässt sich so schreiben: 


r on 2ay 


2y y pt 


und liefert integriert: 

y? + nn = Const, = b. 
Es kommt also: 
, _YVly—au 


3 Y 


d. h.: 
ydy 


vby’ — a 
als vollständige Integralgleichung. Die Ausführung der Quadratur giebt: 


— x = Const. = c 


> Vb — a —xr=c 
oder 
by = b’(s + o 4 a. 

Liegt eine gewöhnliche Differentialgleichung zweiter Ordnung vor, 
die eine Gruppe von infinitesimalen Transformationen vom Typus 2 ge- 
stattet, so integrieren wir sie also dadurch, dass wir canonische Ver- 
änderliche einführen, wozu einige Quadraturen hinreichen (vgl. § 2 
des 23. Kap.), denn alsdann nimmt sie die eben betrachtete integrabele 
Form an. 
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$ 2. Die gewöhnlichen Differentialgleichungen zweiter Ordnung, 
welche eine dreigliedrige Gruppe gestatten, deren erste derivierte 
weniger als dreigliedrig ist, 


In ähnlicher Weise wie wir im $ 1 die Typen 1 und 2 erledigten, 
führen wir nun die Rechnungen für die übrigen Typen durch. Wir 
geben die einzelnen Schritte nur noch schematisch an, da sich doch 
immer dieselben Bemerkungen wiederholen würden. 

4., 6. und 10. Typus: 

P, m zp + eyg. 
J p 
p) z =0, J) = 
ap + cya) (e — De — y (c — 1) To = 0, 
d. h. 
c— 3 


= 'e—i. 
o = Const. y °! ; 


also lautet die Differentialgleichung: 
c— 2? 
y’ — aj! = 0. 
Sie kanu offenbar ohne weiteres integriert werden. Wenu insbeson- 
dere c = 1 ist, so kommt œ = 0 und die Differentialgleichung lautet 
einfach: 


5, 7. und 11. Typus: 
9 zg, Ü —c)ep ++ ya. 


DFS =0, =, 
(1 — co) zp + ya) (2e — 1)o + (c — 1)x = =% 
d. h. 
IE, 
o = Const. z7! , 


1-26 
a re E 
Die Integration ist sofort zu leisten. Für c= 1 jedoch folgt œ = 0 
und die Differentialgleichung lautet: 
y =; 
8. Typus, der nach Vertauschung von y mit y die bequemere 
Form annimmt: 
P, 9 spt (s+ ya 


n) ge = 0, d =o, 
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x 


i 
sp + (e +y) o+ Fr =o, 
d 


o =ar", 
y — ar = 0. 
Die Integration macht keine Schwierigkeiten. 
9. Typus: 
9 24 PHY 


ca 


00 
4) 3y = 0, z4) Dy = 0, 


l 
p+y) o— i=, ; 
d. h. 
Zul”, 
"-ae=(0. 


Diese Differentialgleichung ist sofort integrierbar. 
12. Typus: 
D, 9, 0. 


dw do e à 
P) 5o =0, g) Jy m0, 24) Iy FO, 


o = Const. = 4, 
y —a=0. 


Auch diese Gleichung lässt sich ohne weiteres integrieren. 


$ 3. Zusammenfassung der Ergebnisse. Vermeidung der Reduction 
auf canonische Formen. 


Nunmehr können wir die Ergebnisse dieses Kapitels offenbar in Aenne 
diesem Theorem zusammenfassen: 


Theorem 48: Gestattet eine vorgelegte gewöhnliche Differen- 
tialgleichung zweiter Ordnung in z, y eine bekannte dreiyliedrige 
Gruppe von infinitesimalen Punkttransformationen, so ver- 
langt ihre Integration ausser ausführbaren Operationen nur 
noch in einzelnen Fällen einige Quadraturen. 

Denn nach Theorem 47 (§ 5 des 23. Kap.) verlangt die Reduction 
der Gruppe auf ihre canonische Form höchstens einige Quadraturen. 
Nach der Reduction aber ist die Differentialgleichung ohne weiteres 
integrabel, 

Nachstehend stellen wir die Ergebnisse in Form einer Tabelle 
übersichtlich zusammen: 
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| pHa zp+yg spya | ya WEN). 


| p 2ap +yg ap + ayg | U 
ST, Sr di FEN 
| p 4 apteyg c1 | aeara i 
| p q sp+yq | yY_=)d. 
Sun ER s saa ze 

| q zq l—odap+tyg c1 | y’ — aust! =Q. 
| 4 29 yq | y=(0. 
| p q p+ +y) | h= o e 

q zq p+yq | y’ — ue = l. 


Den y —a=0. 


Unter den angegebenen Typen der Difterentialgleichungen zweiter 
Ordnung, welche eine dreigliedrige Gruppe von infinitesimalen Trans- 
formationen gestatten, sind, wie man leicht durch Rechnung findet, 
vier enthalten, welche nicht mehr als drei von einander unabhängige 
infinitesimale Transformationen zulassen. Es ist dies der erste, zweite, 
dritte und siebente. Dabei ist vorausgesetzt, dass in denselben a + 0 
angenommen wird. Alle übrigen aber bleiben bei mehr als drei, nim- 
lich bei acht von einander unabhängigen infinitesimalen Transforma- 
tionen invariant und lassen sich durch Einführung neuer Variabeln 
auf die Form y” = 0 bringen, da sie sämtlich die Form y” — g(x) = 0 
haben. Bekanntlich gestattet y"=0 die acht von einander unab- 
hängigen infinitesimalen projectiven Transformationen. 


Vermeidung Schliesslich wollen wir noch hervorheben, dass die Integration 


der Iuluo- 


tion auf einer gewöhnlichen Differentialgleichung zweiter Ordnung, welche eine be- 


cauonisob 


Formen. 


"kannte dreigliedrige Gruppe von infinitesimalen Transformationen gestattet, 
in den meisten Fällen die Reduction der Gruppe und der Diferential- 
gleichung auf ihre canonische Form nicht verlangt. Wenn nämlich die 
Gleichung 

y — oyy) =0 
die dreigliedrige Gruppe U,f, Uf, Uf gestattet, so gestattet die zu- 
gehörige lineare partielle Differentialgleichung 
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af=2 +y to? 2f 0 


TT A oy 
die drei einmal erweiterten infinitesimalen Transformationen U/’f, 
U; f, Usf. (Vgl. Satz 7, § 3 des 16. Kap.) Es besteht aber zwischen 
vier Symbolen in drei Veränderlichen, wie hier zwischen Af, UF, 
U; f, U; f immer eine lineare Reitin, etwa diese: 
Us f= um, Urf + tUr f + vAf, 
wo sich %,, “g und v als Functionen von v, y, y auf algebraischem 
Wege berechnen lassen. Nach Theorem 31 (§ 3 des 15. Kap.) sind 
alsdann, vorausgesetzt, dass nicht schon zwischen Uʻf, Uyf und Af 
eine lineare Relation besteht, die Coefficienten u, und u, Lösungen 
von Af = 0. Um zu erkennen, ob dieselben in den einzelnen Fällen 
auch unabhängig von einander sind, nehmen wir jetzt vorerst die 
Gruppe U,f, Uaf, U,f in ihrer canonischen Form an. 
Ist dies die Gruppe p + q, zp + yq, ©’p + y?q, so ist nach dem 
Obigen: 
I oa N a 


2 —y ? 


also: 
A E e = wí ty? 
U = a 
Uif = zp + yg, 
OS r O A 
wo TE sein soll. Hier besteht zwischen Af, U, f und U; f keine 


lineare Relation, wohl aber lässt sich Uyf linear durch diese aus- 
drücken. Berechnen wir nämlich aus den ersten drei Gleichungen 
P, q und q und setzen die gefundenen Werte in U, f ein, so kommt: 


U, = — [ey (y-ay)\U/ f+ Ir ++ 7 
o @— Iy Af. 


Hierin sind die Coefficienten von U;ʻf und U, f wegen des obigen 
Wertes von œ von einander unabhängig und sie stellen also gleich 
Const. gesetzt die Integralgleichungen von y’— œ = 0 dar, aus denen 
man durch Elimination von y die gewünschte Gleichung zwischen 
x, y und zwei Constanten erhält. 

Sobald also die Gruppe U,f, U,f, Uf zum soeben betrachteten 
Typus gehört, giebt die Relation: 


Vr=uUf+WUyf+vAf 
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stets von einander unabhängige Lösungen u, und u. Diese Relation 
aber kann man immer aufstellen, okne die Gruppe auf ihre canonische 
Form gebracht zu haben. Ähnliches gilt in den meisten anderen Fällen. 
Wenn nämlich zweitens die Gruppe auf die Form 
pP, 22p +y, p+ syg 
gebracht werden kann, so wird zugleich nach der obigen Tabelle 


Hier haben wir also: 

A =E furl: 

uUf=», 

Urf = 2ap + y4— yi, 

Usf = zp + syg + (y an). 
Hier besteht zwischen Af, U;ʻf und U,f ebenfalls keine Relation, 
dagegen drückt sich U,'f durch diese aus. Es kommt ja: 


’ a 
IAC ) A 
Uf w o0 0 —oQ 
Uf 22 y —Yy 
Uf z zy y—ay 
oder: 
r 3—2 ‚ rp y , 
Urs [e or F e-a 
oa F v’+ y 
3 
+ Af. 
A| 


Auch hier sind die Coeffieienten von U,'f und Uyf von einander un- 
abhängige Lösungen von Áf = V. 
Im dritten Fall p, q, zp + cyq ist o = ay”, wo n = = 2 und 
c 1 ist. Hier besteht auch nur die eine Relation: 
Afa Lya aay 
Opna D EO 0 
U O 0 


=o 
(ar x cy ey | 


c—- i 1 


Usf = (e — Ta) Urf + (ey — Bpa) Uʻf + a Ar 
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und folglich geben auch hier die Coeffieienten von U f und U,f zwei 
von einander unabhängige Lösungen von Af = 0, sobald a +0 ist. 
Wenn aber a = Q ist, so ergiebt sich nur diese Relation: 
Uf =— y Urf + Af, 
die nur eine Lösung y von Af = 0 liefert. 
Im Fall p, q, xp + yq ist œ = O und es besteht schon zwischen 
A=p+Ya, 
UTEP, 
Uf =q 


U= i, 
worin der Coefficient y von U, f eine Lösung von Af = 0 darstellt. 
Ferner ist hier 


eine lineare Relation: 


U f= zp + yg 
U, f= (y — £y) Urf + zAf, 


sodass der Coefficient y — xy‘, der von y unabhängig ist, eine zweite 
Lösung von Af = 0 liefert. 

Liegt eine Gruppe vom Typus q, zq, (1 — c)zp + yq vor, so ist 
o = ax", wo n= = und c+ 1 ist. Zwischen Af und den Uf 
besteht dann nur diese Relation : 
U h= W OE gar A nt N S G 

A 

und hier sind die Coefficienten von U, 'f und Uyf von einander un- 
abhängige Lösungen von Af = Q. 

Im nächsten Falle q, xq, yq ist w = 0 und die einzige Relation 


und also 


ist diese: 

Usf = (y — sy) Uf + Y Uf, 
in der y — zy und y von einander unabhängige Lösungen von 
Af=O sind. 


Ist die Gruppe vom Typus p, q, xp + (£ + y)g, bei dem o = ae™” 
ist, so besteht nur diese Relation: 


A a E ee Ah 


in welcher wiederum die Coefficienten von U,’f und U; f von einander 
unabhängig sind, sobald a+0 ist. Für a—=0 dagegen kommt: 


DEN 


Diese Gleichung aber liefert nur eine Lösung y von Af = Q. 
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Beim Typus q, zq, p + yq ist o = ae und die einzige Relation 
lautet: 

Usf = (y Hase — y — sey) Uf + (y — ae) Urf + Af. 
Sie giebt zwei von einander unabhängige Lösungen, auch wenn 
a = 0 ist. 

Endlich beim letzten Typus p, q, æq ist o = a und es existiert 
nur diese Relation: 


Usf=— 4 Uf — (Y — a) Uf + Ar. 


Sie ergiebt nur eine Lösung — — x von Af =Q, sobald a #0 ist. 
Für a = 0 haben wir 

Ui = = o a 
und so ergiebt sich auch dann nur eine Lösung von Af = 0. 

Wir sehen also: Nur in wenigen Ausnahmefällen liefern die 
Relationen zwischen Af und den U’f nicht zwei von einander unab- 
hängige Lösungen. Sehen wir von diesen Ausnahmefällen ab, so folgt, 
dass wir, ohne die canonischen Variabeln einzuführen, die vorgelegte Dif- 
ferentialgleichung durch rein algebraische Processe integrieren können, 
denn die Relationen, welche zwischen Af und U,’f, Uyf, Uyf be- 
stehen, lassen sich stets aufstellen, ohne dass man nötig hat, zu den 
typischen Formen seine Zuflucht zu nehmen. 

In den bezeichneten Ausnahmefällen werden wir dagegen nur 
eine Lösung der Gleichung Af=0 auf rein algebraischem Wege 
finden, während sich eine zweite nach unseren früheren Theorien durch 
Quadratur bestimmen lässt. 


Kapitel 25. 


Lineare partielle Differentialgleichnngen in vier Veränderlichen und 
gewöhnliche Differentialgleichnngen dritter Ordnung in x, y. 


Vom 16. Kapitel an haben wir uns mit der Integration von ge- 
wöhnlichen Differentialgleichungen zweiter Ordnung in &, y beschäftigt, 
indem wir voraussetzten, dass sie eine bekannte eingliedrige (16. Kap.) 
oder eine bekannte zweigliedrige (18. bis 20. Kap.) oder endlich eine 
bekannte dreigliedrige Gruppe von infinitesimalen 'Transformationen 
(24. Kap.) gestatten sollten. In ähnlicher Weise könnten wir fort- 
fahren. Wir wollen uns jedoch statt, dessen in diesem Kapitel mit 
den gewöhnlichen Differentialgleichungen dritter Ordnung und ihrer 
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Integration beschäftigen für den Fall, dass sie eine bekannte drei- 
gliedrige Gruppe von infinitesimalen Transformationen gestatten. Dies 
erfordert einige Vorbereitungen in den folgenden §§ 1 und 2. 


$ 1. Über das Problem der Integration von gewöhnlichen Differential- 
gleichungen dritter Ordnung mit bekannter dreigliedriger Gruppe. 


Zunächst fragt es sich, was es überhaupt heisst, dass eine ge- PiS 3 O 


wöhnliche Differentialgleichung dritter Ordnung inf. Trf 


gestattet 
y” = o(s, YY, y“) =0 
cine infinitesimale Punkttransformation Uf = Ep + nq gestattet. Sie 
gestattet sie dann und nur dann, wenn sie die œ? Integralcurven 
unter einander vertauscht oder, was auf dasselbe hinauskommt, wenn 
die dreimal erweiterte infinitesimale Transformation Uf der linken Seite 
der Differentialgleichung ein Increment erteilt von der Form: 
ey” — w)ôt, 

wo ọ irgend ein offenbar von y” freier Factor ist. Natürlich bedarf 
es eigentlich eines Beweises, dass diese beiden Thatsachen sich mit 
einander decken, aber wir verzichten darauf. Der Beweis ist ganz analog 
dem Beweise, die wir für den Fall einer Differentialgleichung zweiter 
Ordnung gaben. Wir werden überhaupt noch einige unbewiesene Sätze 
in diesem Kapitel benutzen. Die Entwickelungen dieses Kapitels 
sollen eben nur dem Leser einige Einblicke in weitere Theorien ge- 
währen und ihn zu tiefergehenden Studien vorbereiten. 

Es lässt sich nun zweitens darthun, dass, wenn die Differential- 
gleichung 

y” — olz yy, y) =0 

die infinitesimale Transformation 


Uf= $p + n9 

gestattet, alsdann auch die lineare partielle Differentialgleichung in vier 
Veränderlichen x, y, y, y”: 

d ec „0 € 

r ee ul) 

die der Gleichung y"— o = 0 äquivalent ist, die infinitesimale Trans- 
formation 

Uf= bpt ng tri tnt 
gestattet, welche aus Uf durch zweimalige Erweiterung hervorgeht, und 
umgekehrt. Auch diesen ziemlich selbstverständlichen Satz geben wir 
ohne Beweis an. 


Wir wollen uns das Problem stellen, eine vorgelegte gewöhnliche 
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Ding $ 0. Differentialgleichung dritter Ordnung in x, y zu integrieren, welche eine 


die eiue 
dreigl, Gr Im ET EEE s y N Bahn m 7 
u bekannte dreigliedrige Gruppe von infinitesimalen Punkttransformationen 


U,f, Uf, U,f zulässt. Nach dem Obigen lässt sich dieses Problem 
auch so aussprechen: Es soll die lineare partielle Differentialgleichung 
in £, Y, Y, y: 

at= ty E 3y +o yy y) gp = 0 
integriert werden, welche eine bekannte dreigliedrige Gruppe von 
infinitesimalen Transformationen U,”f, U, f, U; f gestattet. Erweitert 
man nämlich U,, U,, U, zweimal, so bilden auch die hervorgehenden 
infinitesimalen Transformationen U,”, U,”, U, in den vier Veränder- 
lichen x, y, y, y” eine dreigliedrige Gruppe, denn wegen: 

(TUY = (U UN) 

(vgl. Satz 3, $ 1 des 17. Kap.) folgt aus 


4 


(U;U,) = Den U, 


1 
dass auch N 


(UP U) = Yren U; 
1 
ist, d. h. die U” eine Gruppe von infinitesimalen Transformationen 


bilden, 
es Hierdurch werden wir zu dem folgenden allgemeinen Problem 
so) Grunme geführt: Eine vorgelegte lineare partielle Differentialgleichung in x, 


Kg, Lg, Ky: 
ôf öf € 
Af=a,(&, u) + wlz: AE peoe an H T 


ada Ga 


zu integrieren, welche eine bekannte dreigliedrige Gruppe von infinitesi- 
malen Transformationen in den vier Veränderlichen £i, £a, £z, T4: 


o 
US fala n) + 


H bula ea) gE 


(k = 1, 2,8) 
gestattet, d. h. für welche jedes ( UŁA) die Form hat: 
(UA) = A(t a) Af 
(siehe Theorem 29, § 2 des 15. Kap.). 


Das Verfahren, welches wir einschlagen werden, um dies Problem 
zu erledigen, ist analog dem in $ 2 des 20. Kapitels gegebenen, wo 
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es sich darum handelte, eine lineare partielle Differentialgleichung in 
drei Veränderlichen mit bekannter zweigliedriger Gruppe zu inte- 
grieren. Wie wir dort den Begriff eines zweigliedrigen vollständigen 
Systems in drei Veränderlichen benutzten, so werden wir in der Folge 
von dem Begriff eines dreigliedrigen vollständigen Systems in vier Ver- 
änderlichen Gebrauch machen müssen. Daher wollen wir ihn hier 
kurz auseinandersetzen, auf nähere Begründung verzichtend. 

Eine lineare partielle Differentialgleichung Af = 0 in vier Ver- 
änderlichen besitzt bekanntlich drei von einander unabhängige Lösungen, 
und jede Function derselben ist eine Lösung. Untersucht man, wann 
drei von einander unabhängige (vgl. $ 2 des 10. Kap.) lineare par- 
tielle Differentialgleichungen 


Af=0, Af=0, Af—0 


in vier Veränderlichen mindestens eine gemeinsame Lösung besitzen, 
so findet man, dass dazu notwendig und hinreichend ist, dass die 
(A;Ar) = 0 nur Folgen der drei Gleichungen sind, d. h. die (A;A,) 
sich linear mit von z, --- x, abhängigen Coeffieienten durch A, f, 4f, Asf 
ausdrücken lassen. Alsdann besitzen sie auch nur eine gemeinsame 
Lösung, d. h. keine von ihr unabhängige ausserdem, und werden ein 
dreigliedriges vollständiges System in vier Veränderlichen genannt. Zur 
Auffindung ihrer gemeinsamen Lösung verfährt man ganz ebenso wie 
bei den zweigliedrigen vollständigen Systemen in drei Veränderlichen 
(vgl. $ 3 des 10. Kap.). 

Auf die Beweise gehen wir, wie gesagt, nicht näher ein, sie sind 
analog denen des 10. Kapitels. 


§ 2. Integration einer linearen partiellen Differentialgleichung A f= 0 
in vier Veränderlichen, welche eine bekannte dreigliedrige Gruppe 
von infinitesimalen Transformationen zulässt, 


Wir wollen also nunmehr annehmen, es sei eine lineare partielle 
Differentialgleichung 


Af = «m F ap F Ps H m = 0 


vorgelegt, in der 


of < of 


=: hE gn =g M= Ta, 


ist und die « gegebene Functionen der vier Veränderlichen z, £3, £3, 2, 
bedeuten. Ferner sei vorausgesetzt, diese Differentialgleichung gestatte 
eine bekannte dreigliedrige Gruppe von infinitesimalen Transforma- 
tionen in den 2, :'-2.. 


Lie, Differentialgleichunzen. 35 
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EN Wir haben im 21. Kapitel alle möglichen Zusammensetzungen 


blems. yon dreigliedrigen Gruppen von infinitesimalen Transformationen be- 
trachtet, und zwar waren unsere damaligen Überlegungen, wie be- 
sonders hervorgehoben wurde, völlig unabhängig von der Anzahl der 
Veränderlichen. Demgemäss können wir aus dem 21. Kapitel ent- 
nehmen, dass eine dreigliedrige Gruppe von infinitesimalen Transfor- 
mationen in &,, %2, Zz, %, durch passende Auswahl der infinitesimalen 
Transformationen, die wir jetzt mit X,f, Xf, Xf bezeichnen wollen, 
so geschrieben werden kann, dass die Zusammensetzung eine der fol- 
genden Formen hat (vgl. $ 3 des 21. Kapitels): 


1) AI)=eXL (KI)=2X%, (XX) =X, 
2) (X, X)=0 KX)=X, (XX) =cX, e20 
I) ŒX) =0 (&X)=X, (KA)EXN +X 
4) (XX) =0 (X X)=X, (XX) =0 
5) (X.X) =0 (X,X)=0 (XX) =X, 
OR OAD E OAOE (X: X) = 0. 
Wir haben nun nacheinander diese sechs Möglichkeiten ins Auge zu 


fassen. 
Die drei infinitesimalen Transformationen 


Xr = bu p, + Ër pe + Eis + Eru Pa 


(k= 1, 2, 3) 


sollen natürlich wesentliche für die Gleichung Af = 0 sein, und über- 
dies soll keine lineare Relation zwischen ihnen und Af bestehen (vgl. 
§ 3 des 15. Kap.), mit anderen Worten, es soll die Determinante 


| C O G 
= bi 30 Eis M 
Éa Eos Eas Eo 
3 bsi En Ëss Ess | 
sein. 
Den Fall der Zusammensetzung 1 wollen wir, da er Besonderes 


darbietet, erst zum Schluss behandeln und also beginnen mit der 
Zusammen- Zusammensetzung 2: 


De KX)=0 (LX)=X (XX) =X, e0. 
Bestehen diese Relationen zwischen den X;, so bilden 
Af=I, Xf=0, KAO 
ein vollständiges dreigliedriges System, denn es ist ja jedes 


4 320 
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und (X, X,)=0. Es existiert daher eine Lösung ø desselben, die 
natürlich eine Lösung von Af == 0 ist. Da: 


(KA=14f 
oder ausführlich geschrieben: 
KA) — A(X f) = h Af 
ist und hieraus für f= ọ wegen Ag = 0 folgt: 
A(X;p) —= 0, 
ebenso wegen (X, X) = X, (X-X) =c X, und X p = 0, Xp = 0: 
X (Xp) =0, X(X;p)=0, 
so ist X,p eine Lösung jenes vollständigen Systems, d. h., da dies 
nur eine Lösung @ besitzt, eine Function von ọ allein: 


Xp = Alp) 
Sicher ist sie nicht Null, da 4=E0 ist, also dann 


Om 2 20 _ T 
oa 0 0m, 0m, 


sein müsste. Wir können sie daher durch Einführung einer Function 
®(p) als neues @ gleich 1 gemacht denken. Demnach existiert also 
eine Function 9, für welche: 


TETEE Z a S + a o=, 
Xip = inge + e ga + Ei + Eu ga 2 =o, 
raid e 

T et buga + ug El 


ist, während ausserdem die Identität besteht: 
ad pE F der ge + dag: ze F ee 22 = dy. 


Diese fünf Gleichungen es das Verschwinden ihrer Determinante 
nach sich: 
| O O Og 0, 


(0) 
| ba Ée Es Enu O 
ba Én E23 iu 0 
1 
dæ, dz, da, dx, dp 


sodass sich dp hieraus (wegen 4 == 0) berechnet und eine Quadratur 
giebt: 


352 
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> idx, dz, dz, de, 

2 MB | en 

2 a, ae o ii 

ka | Eoi Eao bas Eos 
Hiermit ist eine Lösung von Af = 0 gefunden. Diese wird nun von 
dreien der Veränderlichen &,, £3, Xg, £, etwa von Zi, Zg, %,, UN- 
abhängig sein. Wir können dann %,, Zy, % und @ als neue Ver- 
änderliche benutzen. Da Ap = 0, XP = 0, X,9 == 0 ist, so werden 
die neuen Af, X,f, Xf, die mit Af, X,f, X,f bezeichnet werden 


ag 
e. . . . . (g . . 
mögen, frei von einem Gliede in Ts sein, also die Form haben: 


G RL) Se 
Af=a, H +% i +a ir 0, 


3 OPi 

X, f a Su dx, + Ene Be tss E , 
e of 
> = D21 jE U Mr P] + Ba dx, 


Die « und & sind genau die früheren mit der einzigen Änderung, dass 
x, vermöge p = P(T, Za, Lg, 24) aus ihnen eliminiert und dafür @ 
eingeführt worden ist. Nach wie vor ist jetzt: 


ZALA, (QALA, KX)=0. 


Unser jetziges Problem ist also dies: Es sollen zwei von einander 
unabhängige Lösungen der Gleichung Af = 0 gefunden werden, welche 
die mit einander vertauschbaren infinitesimalen Transformationen X,, X, 
gestattet. Af = 0 enthält nur drei Grössen als eigentliche Variabeln, 
nämlich &,, 22, 2. @ spielt in Af = 0, wie in X,, X,, da es nicht 
transformiert wird, nur die Rolle einer arbiträren Constanten. Schliess- 
lich ist noch die Determinante aus Af, X,f, X,f nicht identisch Null. 

Da wir uns jetzt im Gebiet dreier Variabeln x,, x,, x, befinden, 
reeurrieren wir auf § 2 des 20. Kapitels und entnehmen daraus, dass 
zwei Lösungen % und y von Af = 0 durch je eine Quadratur ge- 
funden werden, die von einander unabhängig sind. Schliesslich ist in 
p und x für @ wieder die früher gefundene Function von &,, Xz, £z, L4 
einzusetzen, wodurch dieselben in von einander und von  unab- 
hängige Tee von Af = 0 übergehen. 

Die Integration von Af = O erfordert also zunächst eine Qua- 
dratur und darauf zwei von einander unabhängige Quadraturen. 
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Wir wollen gleich hier die Zusammensetzung 4 
KI)=0, Ki)sX, Ki)=0, 


die mit dem Falle c = O in Zusammensetzung 2 identisch ist, erledigen. 
Wenn die dreigliedrige Gruppe diese Zusammensetzung hat, so bilden 
wie vorher 

Af=0, Xf=0, Xf=0 
ein dreigliedriges System in vier Veränderlichen, deren Lösung p so 
angenommen werden kann, dass X,p=1 wird. wird daun wie 
oben durch eine Quadratur bestimmt. Es bilden aber auch 


Af=0, Xf=0, Kf-0 


ein vollständiges System, dessen Lösung % sicher unabhängig von p 
ist, da sonst auch X,y = 0 wäre Analog dem Obigen ergiebt sich 
hier, dass — was im Falle c40 wegen (X,X,)=cX,f nicht so 
gewesen wäre — X,» eine Function von % allein ist, d. h. y so ge- 
wählt gedacht werden kann, dass X,» = 1 wird. Demnach geht Ņ ganz 
analog dem ø durch eine Quadratur hervor: 

da do do ae | 
WA G G a 

bn 136 Eis bia 

- L bs Éa Bss éa 

Diese Quadratur ist von der vorigen unabhängig. Nun sind p und y 
etwa zusammen mit &,, % von einander unabhängig. Alsdann werden 
sie als neue Veränderliche eingeführt. Da Ap = Ay =O und auch 
X, p = Xy Æ 0 ist, so werden die neuen Af und X,f p und % nicht 
transformieren, also von der Form sein: 


za = 0 = 

Af =n, E +a, 
m l > 
a 1 CEA {4 12 GER 
Hier sind die œ und & aus den früheren « und ë dadurch gebildet, 
dass z, und 2, vermöge p = plz, 2%), Y = Y (x x4) eliminiert 
werden. Af=0 gestattet X, f. Beide enthalten nur zwei wirklich 


als Variabeln auftretende Grössen, nämlich zı, 2,. Die Lösung von 


Af = 0 ergiebt sich also nach $ 1 des 6. Kap. durch eine Quadratur. 
Indem man in dieselbe für p und y wieder die gefundenen Functionen 
von x- x, substituiert, geht aus ihr die gesuchte dritte Lösung y 
von Af =Q hervor. Die Integration von Af = 0 erfordert mithin 
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insgesamt drei Quadraturen, zuerst zwei von einander unabhängige 
und nach diesen eine dritte. 


Wir kommen zur Zusammensetzung 3: 
KX)=0 KI)=X (KA)=EXK + N, 
Jetzt bilden wir das vollständige System 
A = L=0d, f-0, 
dessen Lösung @ sich durch Quadratur bestimmt. Es ist nämlich 
leicht einzusehen, dass X,@ ebenfalls Lösung, d. h. eine Function von 


p allein ist, die bei passender Wahl von @ gleich 1 gemacht werden 
kann. Da also 


Ay=0, Xgp=0, Xyp =0, Kol 
ist, so giebt eine Quadratur @ genau so wie früher. Nun werden 
etwa £i, Xa, Zg und @ als neue Veränderliche benutzt. Dann sind 


die neuen Af, X,f, X,f frei von g6» enthalten also nur drei Grössen 


Z Za, &, als wirkliche Veränderliche. Af = 0 gestattet X,f und X,f 
und es ist (X, X,)= 0, während keine Relation zwischen Af, X,f, X,f 
besteht. Nach § 2 des 20. Kap. lassen sich also zwei Lösungen % 
und y von Af = 0 durch je eine Quadratur finden. Diese beiden Qua- 
draturen sind von einander unabhängig. Die Integration von Af = 0 
erfordert also im vorliegenden Falle drei Quadraturen wie im ersten Fall. 


Haben die X; die Zusammensetzung 5: 
(X, X.) =0, (KL)=0, (XX) =X, 
so giebt es eine Lösung p des vollständigen Systems 
Af=0, Xf = 0, Xf = 0, 
für die wegen A(X;,p)=0, X (Kp)=0, X (Xp) = 0 auch 
Xp = Q(g) ist. Wir dürfen daher annehmen: 
Agy=0, Xg =0, Xgp=0, Kol 
und bestimmen ø durch eine Quadratur in bekannter Weise. Analog 
bilden 
Af = 0, Ka = O, Xf =0 
ein vollständiges System, für dessen Lösung y auch X, y = 1 an- 
genommen werden darf. Daher ergiebt sich y durch eine von der 
vorigen unabhängige Quadratur genau so wie bei der Zusammen- 


setzung 4. £i, %,, 9, Y etwa werden darauf als neue Veränderliche 
eingeführt; die dritte Lösung x bestimmt sich dann gerade so wie in 


www.rcin.org.pl 


I 


Integration einer linearen part. Diflerentialgl. Af = 0 in vier Veränderl. 551 


dem eben angegebenen Falle Af=0 wird somit durch zwei von 
einander unabhängige und eine dritte darauffolgende Quadratur integriert. 


Wenn schliesslich die X; die Zusammensetzung 6 haben: A 


setzung 6. 
KL)=0 (KI)=E0 (KX,)=0, 
so bilden 
Af=0, K=0, Kf=0 
ein vollständiges System, für dessen Lösung @ auch Xyp = Í an- 
genommen werden darf. @ bestimmt sich also durch Quadratur. 
Analog bestimmen sich die Lösungen % und y der beiden vollständigen 


Systeme 
F f=0, ao, Xf =0 (wo Xy = 1) 
un 


Af=0, Xf=0, Xf=0 (wo Xv =l) 


durch je eine Quadratur. Af=0 wird also in diesem Falle durch 
drei von einander unabhängige Quadraturen integriert. 


Nunmehr bleibt nur noch der oben ausgeschlossene Fall zu unter- 
suchen, in welchem die X, die Zusammensetzung 1 haben: Zusammen- 


setzung 1. 
KI)=XL, T ERO T R CR m 


Wir behaupten, dass es in diesem Falle eine Lösung ọ von Af = 0 
giebt, für welche 


4p =0, Xgp=1, Komp, X%gp= g’ 


wird. Ist nämlich @ eine Function von &,, £}, £3, £a, die durch die 
Gleichung 
fa, Tg, Lg, Vay g) m Ge 


definiert sei, so bilden wir die vier Gleichungen: 


L . 0 8 ð 
Af== Af Te a, g =0, 


saz EGER 


KEEN T me oz, T Bez da, + bis a + 51a S z=, 


EER pl = = bn L + 2 + zs sE + ba n 2 PoF í 


Xf =X, f+ S +0 


Es sind dies lineare partielle Differentialgleichungen in fünf Veränder- 
lichen £i, £}, Z3, Z4, P, und es ist: 
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(AX)= (AX)=AA=AA, 
Eee anf, 
(AX)= GRS Ar =E AAF; 
BEN sur ge 
(X X) = = (X, Xo) + (2. p ME = A, 
(X, X = (X, X,) F (& p it) = — 2X,f, 


(X: X3) = (X: X) + (ot, g = 
Die Klahmerausdrücke geben also, gleich Null gesetzt, keine neuen 
Differentialgleichungen. Daher bilden 
Af=0, Xf=0, Xf=0, Xf=0 
ein sogenanntes viergliedriges vollständiges System in fünf Veränderlichen 
X, Za, %y, Xy, P, das, wie man allgemein beweisen kann, eine Lösung f 
besitzt. Sei diese Lösung 
ME Los Lys Lys p), 
so setzen wir sie gleich einer Constauten c. Indem wir dam @ aus 
fa, Lay L3, Ly, P) =C 
berechnen, erhalten wir eine Function o(2,, £, £4, 2), für die wegen 
Af=O offenbar Ap:= 0, wegen X,f=0 offenbar X p = 1 etc. ist, 
denn es ist: 


of 
A gx 
Ra GL Œ= 1, 2, 3,4), 
0x, of 

ip 


also: 


Ap=a g +« L tags +e 


>. 1 f N 1 AR, 
Een Be egn 
op 3p 


u. s. w. Mithin existiert in der That eine Function @, für welche 


S 49=0, Koz=l, Xg =p, Xp = g* 

l Es fragt sich nun, wie diese Function praktisch gefunden wird. 
Aus den vier vorstehenden Gleichungen lassen sich die aa berechnen 
in der Form: 

A = al 2) F Orla op H la o a)y 


(k= 1,2,3, 4) 
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Um hieraus g zu berechnen, verfahren wir nach Dubois-Reymond’s 
Methode so. Wir setzen: 


Tı = 4T, ad, Xy = AF, x, = 4% 


und drücken also p als Function von z allein und arbiträren Con- 
stanten a aus, sodass in dieser Form 


wird. Setzen wir hierin die obigen Werte der partiellen Differential- 
quotienten ein, so erhalten wir eine Gleichung von der Form 

dọ a 
Te ~ ola, a) + a(x, a)p + thz, a)g*. 
Es ist dies eine Kiccatische Gleichung. Haben wir ihre allgemeine, 
eine Constaute c enthaltende Lösung 

p = p (7, A, ` * - a4, €) 
bestimmt, so setzen wir wieder rückwärts 
Ti T; T x, 


a, == —.- 
x? PH El 2 T 


Dadurch fällt notwendig x aus p heraus und es bleibt eine Function 
von der Form 
p = p (2; % Far ar c). 

Hiermit wäre eine Function ọ gefunden, für die Ap =Q ist. 
Diese Function enthält nun noch eine arbiträre Constante c. Geben 
wir dieser Constanten c drei Zahlenwerte, so ergeben sich drei Funetionen 
Pis P Ps, für die sicher Ap, = A» = 4ps =O ist. Es ist nun 
leicht einzusehen, dass @,, P, 9, Yon einander unabhängig sind. 
Deun alle drei erfüllen die Gleichungen: 
= = pı + p + Tp? 

= & = 1,2, 3, 4). 
Wäre also etwa: 


Ip, Po Ps) = 
so würde aus 


an Ai ON — o 
ah Eee 
folgen: mn 
en Ol 6 2) 
óy, («+ 9, + Tip’) an 69, (er ER 
(or + 6493 si og = 0 
3 


k= 1, 2, 3, 4) 


oder, anders geordnet: 
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(k = 1, 2, 8, 4) 


Nun sind nicht alle Determinanten der Matrix 


aa n) 
Q2 O2 % | 
Q 6, Tz 

4 % %| 


8 p eg co ey . 
955 ‚x mehr als eine 
02’ 0m,’ Om! 0% 


lineare Relation bestände (da doch nur Ap==0 ist). Also folgte 
notwendig, dass einzeln: 


identisch Null, da sonst zwischen 


en ol ôI 
a G te e 
on ol on 
Pi BEA Hp: cy EN cp, 0, 
ol on ONE 
p? Ar, +9, de, er = 
d. h. dass die Determinante: 
1 1 1 
Pi P pı |=0 
p? pè P; | 


oder also 
(pi — 9) (9 — 9) (Ps — p) = 0, 
d. h. zwei der ø; identisch wären. 

Wir sehen also: Indem wir in der Lösung ø (z, ---#,, c) der 
Constanten c drei Zahlenwerte geben derart, dass nicht zwei Zahlen- 
werte dieselbe Function liefern, was immer möglich ist, so erhalten 
wir drei von einander unabhängige Functionen p,, P3, Q; als Lösungen 
von Af =Q. 

Somit ist in diesem Fall die Integration von Af = 0 auf die 
einer Riccati’schen Gleichung reduciert*). 


*) In Bd. 25 der Math. Annalen zeigte Sophus Lie, dass die Gleichung 
Af=0 im vorliegenden Fall auf eine Riecati’sche Gleichung zurückgeführt 
werden kann. Alsdann machte Vessiot die äusserst wichtige Bemerkung, dass 
man direct durch die im Text gegebene Methode eine Lösung von Af = 0 durch 
eine Riccati’sche Gleichung bestimmen kann. Endlich bemerkte Lie, dass dann 
die gefundene Lösung eine arbiträre Constante derart enthält, dass drei ver- 
schiedene Werte derselben drei von einander unabhängige Lösungeu von Af = 0 
iefern. Die Methode des Textes ist einer Verullgemeinerung fähig auf beliebige 
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Fassen wir die Ergebnisse dieses Paragraphen zusammen in dem 

Theorem 49*): Gestattet eine vorgelegte lineare partielle 
Differentialgleichung Af=0 in vier Veränderlichen eine be- 
kannte dreigliedrige Gruppe von infinitesimalen Transforma- 
tionen, deren erste derivierte Gruppe weniger als dreigliedrig 
ist, so verlangt ihre Integration drei Quadraturen, von denen 
entweder die beiden ersten oder die beiden letzten von einander 
unabhängig sind. 

Ist dagegen die erste derivierte Gruppe auch dreigliedrig, 
so verlangt die Integration von Af = Q die einer Riccati schen 
Differentialgleichung. 

In beiden Fällen ist vorausgesetzt, dass zwischen Af und 
den drei infinitesimalen Transformationen keine lineare Re- 
lation bestehe. 


$ 3. Integration einer gewöhnlichen Differentialgleichung dritter 
Ordnung in x, y, welche eine bekannte dreigliedrige Gruppe von 
infinitesimalen Transformationen gestattet. 


Die Theorie des vorigen Paragraphen wenden wir nunmehr auf 
die Integration einer gewöhnlichen Differentialgleichung an: 


mr 


Y o(s, Y, y, y) = 0, 
von der wir voraussetzen, dass sie eine bekannte dreigliedrige Gruppe 
von infinitesimalen Transformationen 
Uf = bp H mg k=) 
in x, y gestatte, 
Es bedarf diese Anwendung kaum noch einer besonderen Aus- Tiaan 


ET . ` : . “ s „ durch Vor- 
einandersetzung. Die lineare partielle Differentialgleichung in x, y, Yy, yY wortung a 
vorhergeh. 
pa of , of r of rn of Theorien. 

Af a e E jy TONY) gy = O 


welche jener gewöhnlichen Differentialgleichung äquivalent ist, gestattet 


die durch zweimalige Erweiterung der U, gewonnenen infinitesimalen 
Transformationen: 


r-gliedrige vollständige Systeme in n Veränderlichen mit bekannter (n-r)-gliedriger 
einfacher Gruppe von infinitesimalen Transformationen. 

*) Dieses Theorem wurde von Lie in Bd. 11 und 25 der Math. Annalen 
aufgestellt in den Abhandlungen: „Allg. Theorie der partiellen Differential- 
gleichungen erster Ordnung“ und „Allg. Untersuchungen über Differentialglei- 
chungen, die eine continuierliche endliche Gruppe gestatten“. Diese Arbeiten 
enthalten eine durchgeführte Integrationstheorie der vollständigen Systeme mit 
bekannten infinitesimalen Transformationen. 
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Uf = E Fz f+ m? + ne g z Fns ad 
Die letzteren bilden eine na En Denn es ist ja (nach 
Satz 3, $ 1 des 17. Kap.) 

(BE C) = (U, Li. 


Da aber nach Voraussetzung etwa: 
SS 


(D e Can U, 


1 


(£ Const. UY = & Const. U,” 


und auch: 


ist, so folgt: 3 
WU)= NU", 

1 
d. h. U”, Uz’, U," bilden eine dreigliedrige Gruppe von infinitesimalen 
Transformationen. 

Die Anwendung der Theorie des vorigen Paragraphen lehrt nun 
unmittelbar, indem die U”f an die Stelle der dortigen Xf treten, 
dass die Integration von Af=0, also auch von y” — ø = 0 
in allen Fällen bis auf einen nur drei Quadraturen erfordert. Nur 
wenn die erste derivierte Gruppe auch dreigliedrig ist, würde nach 
jenen Theorien auch die Integration einer Riceati’schen Differential- 
gleichung erforderlich sein. Gewisse Differentialgleichungen dritter 
Ordnung allerdings entziehen sich dieser Methode, diejenigen nämlich, 
für welche die Determinante von Af, Uf, Uy’f, Uy f identisch ver- 


schwindet. 
Integration Eine andere Integrationsmethode unserer Differentialgleichung 
durch Einf 
e on rie r , a 
veie Y TYY Y ) = 0 


besteht darin, dass man die dreigliedrige Gruppe U,, U, U, auf ihre 
canorische Form bringt. Dies erfordert, wie wir in den $$ 2 bis 5 
des 23. Kapitels erkannten, nur eine Reihe von Quadraturen oder aber 
noch die Integration einer Differentialgleichung erster Ordnung in z, y. 
Durch diese Reduction wird die vorliegende Differentialgleichung auf 
eine einfachere Form gebracht, und es handelt sich alsdann darum, 
sie in dieser Form zu integrieren. Unter Umständen verlangt diese 
Methode einfachere Operationen als die obige, sich an den vorigen Pa- 
ragraphen auschliessende. 


Durch- or 1 1 | l i igli i 
Eariri Es möge die Differentialgleichung z. B. eine dreigliedrige Gruppe 
einem be- ‚zulassen, die zum Typus 
sond. Falle, 


P 4, 2p 
gehört. Die Auffindung der zugehörigen canonischen Veränderlichen 
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xz, y erfordert nach § 4 des 23. Kapitels nur eine Quadratur. Die 
Differentialgleichung nimmt durch Einführung der canonischen Va- 
riabeln eine Form 
y” — olsy y, y) =0 

an, in der sie die Gruppe p, q, xp gestattet. Um diese Form zu 
finden, werden wir so verfahren: 

Wir bedenken, dass die Gleichung y” — œ = 0 bei den drei drei- 
mal erweiterten infinitesimalen 'Transformationen 


u=, 
mp of 
UTE 


invariant bleiben muss, hierin z, y, y, y”, y” als Variabeln betrachtet. 
Sie ergiebt sich daher in allgemeinster Weise dadurch, dass man die 
allgemeinste Lösung des dreigliedrigen vollständigen Systems 
Ur =0; U" f=0, U f=0 

in x, y, y, y’, y” einer Constauten gleich setzt. Dieses vollständige 
System in fünf Veränderlichen wird in dieser Weise integriert: Zu- 
nächst hat U,”f==0 die vier von einander unabhängigen Lösungen 
Y, Y, Y”, f”, also als allgemeinste Lösung eine Function f von 
Y, Y, Y, Y”. Boll sie auch Lösung von U;”f= 0 sein, so darf sie 
offenbar y nicht enthalten. Soll sie endlich noch Lösung von U,” f= 0 
sein, so muss diese Function f(y, y’, y”) die Gleichung 


LA of ” of Q,” of = 
y y SF 2y y” + 3y ride 
erfüllen. Diese aber hat die beiden von einander unabhängigen Lö- 


sungen 


y” y” 
ME und J 
sodass also 
(vi ia 
2 Wy y) 


die allgemeinste Lösung des vollständigen Systems und demnach 
Pa iu 
ala, a = Const. 
oder, nach y” aufgelöst: 
u PR (2) = 0 
y” — y wln) = 0 
die allgemeinste Differentialgleichung dritter Ordnung ist, welche die 
Gruppe p, q, zp gestattet. 
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Es fragt sich nun, wie diese Differentialgleichung dritter Ordnung 
zu integrieren ist. Wenn wir 


setzen, so wird 


sodass dann die Differentialgleichung lautet: 
dw 2 T 
J + 2w — w(u) = 0. 
Eine Quadratur: 
"du K a fai 
w(u) — 2u? ra 


liefert u als Function von y und der Integrationsconstanten a. Wir 


finden also etwa: 
y" 


Y, = ply a) 
oder 
1 dy 
ye dy 7 90a), 
d. h. 


1 a 
— ș = f ply, ady +b. 


Yy 
Ist diese Quadratur beendet, also etwa gefunden: 


y F vH, a, b) 


so folgt durch eine letzte Quadratur: 


* dy u A 
ao a 


die vollständige Integralgleichung der vorgelegten Differentialgleichung 
dritter- Ordnung. 

Im ganzen sind hier also vier successive Quadraturen erforderlich, 
eine erste zur Bestimmung der canonischen Veränderlichen z, y und 
drei folgende zur Integration der Differentialgleichung in ihrer neuen 
Gestalt. 


Zum Vergleich wollen wir die Differentialgleichung 
srs ra y” e 
y—y’w (2) =Q 


nach der Methode des vorigen Paragraphen integrieren. Wir setzen: 
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y o AO 7 ö 
Ar 0 
und 
n of 
U’f= a 
r 8 
U t=3i, 
of of PRN A 
UTE tga Y gy Y òy” 
und bilden die Determinante 
1 y y” y’ w 
pert ee Da T PAOA 
or ca 0 S 
|æ 0 -y —2y" 


Sie ist, sobald 
A 
w zE 2(2) 
ist, nicht identisch Null. Das vollständige System 
Af=0, U'f=0, Uf=0 
besitzt eine Lösung ø, für die wegen 
WN)=1-4, (UUE U, (U = 


auch etwa 


U; p n 1 
angenommen werden kann. Es kommt also: 


~ dz dy dy dy” 


f 


ka a T —_— [y way — y” dy” 
NS A J y'w— ey 
e pO TTo 0 | 
oder, wenn wieder 
z =u 


gesetzt wird: 


G dy udu BR n * udu 
pe 5 an): = igy ur au 


Ferner hat das vollständige System 
Am N A 
eine Lösung %, für die 
Tyv=l 


angenommen werden darf. Demnach kommt: 
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œ | d£ dy dy dy” 


e ; wl Wi 
ro 0 0 
= sz 0 e 
= er My e a = yag 
e y tw — 2y”? 


e 


A f A 
y w — 2u” 


Durch diese zwei Quadraturen hat sich also etwa ergeben: 
py, y") =a, 
vy y, y) =b. 

Eliminiert man hieraus y”, so kommt eine Relation 


y = 1, a, b) 


dy Bin 
Js- 


die vollständige Integralgleichung liefert. 

Diese Methode erfordert also nur drei Quadraturen, von denen 
sogar die beiden ersten von einander unabhängig sind. Allerdings 
haben wir zunächst vorausgesetzt, dass die canonischen Veränderlichen, 
deren Bestimmung ja eine Quadratur erfordert, schon eingeführt seien. 
Aber diese Voraussetzung ist offenbar unnötig, wir hätten dieses 
zweite Integrationsverfahren auch für beliebige Veränderliche genau 
ebenso durchführen können. 


deren Integration: 


Wir werden nun auf die Behandlung der übrigen Fälle nicht 
weiter eingehen, ihre Durchführung vielmehr dem Leser überlassen. 
Doch sollen zwei Beispiele zu unseren Theorien hier Platz finden. 


Beispiele. 1. Beispiel: Vorgelegt sei die allgemeine lineare Differentialglei- 
ine chung dritter Ordnung 

dritter 

Ordnung. (1) y” — Xay” — Xy pE Xal > ue 0, 


in der X, Xo» X, X, gegebene Functionen von x allein bedeuten. 
Bekanntlich nennt man die Differentialgleichung dritter Ordnung 
zwischen 2 und z: 

(2) g” — X, — Xz — Xg = 0 

ihre verkürzte Gleichung. Hat man diese integriert, so kann man 
durch drei von einander unabhängige Quadraturen die erstere ebenfalls 
integrieren. Es seien nämlich 2,, 2, 2; drei particulare Lösungen z 
der verkürzten Gleichung, also drei Functionen von x, für die 
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(3) g” — Xg — Kal — Xi = 0 
(i = 1, 2, 3) 


ist. Insbesondere können sie stets, wie man leicht einsieht, so ge- 
wählt werden, dass die Determinante 


5 4 
dz=2 % % |=220 
Zs e Z 


ist. Nun gestattet die nicht verkürzte Differentialgleichung (1) die 
drei infinitesimalen Transformationen: 


U= 2%, U= 29, U; = 24, 


denn mit y ist auch y + Const. 2, + Const. 2, + Const. 2, eine Lö- 
sung von (1) und bei U,, U}, U, erfährt y eben die Incremente 
2,01, 2,Ö0t, zt, während x ungeändert bleibt. Dass die unverkürzte 
Differentialgleichung die U;f gestattet, kann man übrigens auch so 
einsehen: Die Differentialgleichung ist äquivalent: 


Di 2 ala) „e r Pe € 
at= Ey I HN HH H Xy HN = 0, 


und die U; geben zweimal erweitert: 


RL » 0f n of 
U; =M ap ĝi öy + Ži dy? 
sodass 
(UA) = (Xo F e X, He” X) ; 5 FPE A H” Aigat 


er u 


, 0 nd me 0 
Ri z-a E Th 
oder wegen (3) 
(U: A) = 0 
ist. 
Nunmehr bilden 
Af=0, Uf=0, Uf=0 


ein dreigliedriges vollständiges System in z, y, y', y”, dessen Lösung p 
so angenommen werden kann, dass 


Up =l 


wird. Die U; bilden nämlich eine dreigliedrige Gruppe mit vertausch- 
baren Transformationen. 


Sonach ist: 
Lie, Differentialrleichungen, 36 
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| dx dy dy dy” 
a a a 
los 35 297 "tt 
Š OLE a 
1 y y X4 Xyt Xy + Xy” 
. 0 2 2 a” 
orea N R” 
Oma iey Rao 
oder 
œ~ dx dy dy dy” | 
-SFS 1 y y X+ Xyt XY + Xy 
d | oe r 
e OR A. Bi | 


ein Integral von Af = 0. Durch cyklische Vertauschung der Indices 
1, 2, 3 bei den 2 ergeben sich noch zwei Integrale. 


2. Beispiel: Gesucht wird eine Curve in der Ebene von der Be- 
schaffenheit, dass ihre Bogenlänge s, von einer Anfangsstelle aus ge- 
rechnet, eine gegebene Function der zugehörigen Bogenlänge o der 
Evolute der Curve ist. Wenn oe, der Krümmungsradius der Anfangs- 
stelle, e der Krümmungsradius der Stelle mit Bogenlänge s auf der 
gesuchten Curve ist, so ist 

N N 
und wir verlangen 
s = R(E — 9). 


Da sich die Bogenlänge s durch ein Integral ausdrückt, so ist dies 
noch keine Differentialgleichung. Wir haben vielmehr noch zu dif- 
ferenzieren: 

ds = &' (ọ — 0,) de. 


ds = V1 + y?da, 
PEE: yÈ, 


Es ist: 


y 
Die Bedingung nimmt also die Form an: 


r 


w= rtr ero) 


w= (« an ia — 0.) 


ist. Führen wir die Bezeichnungen ein: 


wo 
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è = ul), 


Ir (By ER, 
so lautet die Differentialgleichung: 

y” — ü = Q. 
Um sie zu integrieren, beachten wir, dass die gesuchte Curve in eine 
ebensolche übergeht, wenn man sie in der Ebene verschiebt oder 
dreht. Die Differentialgleichung gestattet daher die Translationen: 


ufzp, Uf=q 


U,f = — yp + 2, 
die zusammen eine dreigliedrige Gruppe von infinitesimalen Trans- 
formationen bilden. Die gewöhnliche Differentialgleichung y” — o = 0 
ist der linearen partiellen äquivalent: 


und die Rotation: 


ernten 
welche die zweimal erweiterten infinitesimalen Transformationen zulässt: 
ur=%, 
t=, 
U a yhaa Hyd E ayy ih, 


die eine dreigliedrige Gruppe EA deren erste derivierte Gruppe 
zweigliedrig ist. Es ist die Determinante von Af und den U”f: 


1i yoy © 
1 0 0 0 
ae —=gyy4:— 1 ‚2 
| ee i 0 yy (a +y°)o 
|—y a 1+y? 3yy" 
=y’? w. 


Sobald wir »=}=0 annehmen, was wir thun wollen, ist 4 =E 0, und 
wir können die Integration nach der Methode des vorigen Paragraphen 
durch drei Quadraturen ermöglichen. 

Es ist: 


WUN)=0, (WU) = 0, E= U, 
während jedes (U; A) = 2; Af ist. Die drei Gleichungen: 
Ze = E 
36* 
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bilden also ein dreigliedriges vollständiges System iu æ, y, y, y”, dessen 
Lösung ø so gewählt gedacht werden kann, dass 


U p =1 
ist. Es ist somit: , 


dx dy dy dy” | 


L Wen | — 
2 | ERBE ME 
e or O 
u j 1 PAE r , a 7 
Dr (6 — w)dy — y” dy ) 


3y dy dy” 
en + /( re ee) 


oder wenn wir 
19.3 u 
(+y? =u, also w=w a 


y 
ae, 
p = — arc tg y + Tol 


Die Ausführung dieser Quadratur giebt etwa: 
= , w 
g= — artgy + e(}) 


setzen: 


ind 
= —artsy + a(t). 


Nunmehr benutzen wir x, y, y', pọ als Veränderliche. Dadurch gehen 
Af und U,”, U,” über in: 
IR 
af = > Liy Er j E, Dy 


Uf= 


=, 
=a êf 
Uf = Jy’ 


wo in Af das y” vermöge der Beziehung zwischen o, y, y” durch 
9 und y ausdrückbar ist. y” ist also als bekannte Function von ọ 
und y zu betrachten. Nun bilden: 


ein vollständiges System in z, y, y (g tritt darin als arbiträrer Para- 
meter auf) und seine Lösung y erfüllt, wie wir wegen 


y” 
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(Den Er (UV) UV 


annehmen dürfen, die Gleichung 


Uy = 1. 
Die Determinante von Af, U,f, Uf lautet: 
: 1y y) 
dA=jii 0 0 (=y 
Om 
und es kommt: 
dx 2 dy i 
p= y y” =y — J Kar. 
0 


Hierin ist, wie Ki y” als Function von y und @ aufzufassen 
vermöge 


g=—artgy+®P (ur). 
Bezeichnen wir die zu ® inverse Function mit ®, so kommt: 
a+r 


= P(g + arc tey’), 
also 
yi a +w DL ; 
l S (p + arc tg y’) 
Demnach wird: 
v=y— | AuR z D(p + arctg y’) 
(6 E y 
=y + f D (p + arc cos z)dz, 
wenu nämlich 
Bee 


CETHE 
gesetzt wird. Bei der Ausführung der Quadratur ist p wie eine Con- 
stante zu behandeln. Man findet etwa: 


C= A P (AFF Fy 9), 


g = — arc tg y + ® 


worin noch 


zu setzen ist. 
Nunmehr werden v, y, p und y als Veränderliche benutzt. Dann 
geht Af = 0 über in: 


— ôf nO aa 
af = +y ren 
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wo y als Function von y, p und % aufgefasst werden muss. Diese 
Gleichung gestattet: 


2 
Uf= 
und hat daher das Integral: 
de a 
= ı y + je 
x - 1 y IS -F . +) y ; 
re 


wo y durch y, p und % ausdrückbar ist und bei der Quadratur @ 
und % als Constanten zu behandeln sind. 

Diese dritte Quadratur ist von der zweiten abhängig. Wir köunten 
aber auch die dritte unabhängig von der zweiten ausführen, denn be- 
nutzt man x, y, y und g als Veränderliche, so bilden auch: 

dr: of » Of 
e Fr 
C == A 


ein zweigliedriges vollständiges System und die Lösung x "desselben 
erfüllt, wie angenommen werden darf, die Gleichung 


vl, 
sodass 
dz dy dy 
aLi 5i y y” 
| . 
Bun Bee) 2. dy 
1 | Ty Ter j; y” 
A O 
lı o 


wird. Hierin ist y” durch y’ und  ausdrückbar, und darauf muss so 
integriert werden, als ob p eine Constante wäre. Schliesslich ist für 
p sein obiger Wert einzusetzen. 
Eliminiert man endlich aus 
g =a, y=}, =e , 
die Grössen y', y’, so erhält man die gesuchte vollständige Iutegral- 


gleichung 
Ze Y, a, b, c) = 0. 
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Schlusswort. 


Wir wollen nunmehr mit einigen Bemerkungen über die Bedeu- 
tung der vorgetragenen Theorie dieses Werk beschliessen. 

Nehmen wir an, es liege — um gleich allgemein zu reden — 
ein System von Differentialgleichungen vor, welches integriert werden 
soll und von dem man weiss, dass seine allgemeinen Lösungen nur 
arbitrüre Constanten, keine arbiträren Funcetionen, enthalten. Alsdann 
kann man sich fragen, ob dasselbe infinitesimale Transformationen ge- 
stattet. Lässt sie solche zu und zwar eine begrenzte Anzahl von ein- 
ander unabhängiger, so ist es immer möglich, die Bestimmung dieser 
infinitesimalen Transformationen zurückzuführen auf das Problem, ein 
gewisses vollständiges System von linearen partiellen Differential- 
gleichungen zu integrieren, welches bekannte infinitesimale Transfor- 
mationen gestattet. Wird dieses vollständige System integriert, so 
findet man die gewünschten infinitesimalen Transformationen und ihre 
Verwertung ermöglicht alsdann gewisse Vereinfachungen des Inte- 
srationsproblemes. Das dann noch zu erledigende Integrationsgeschäft 
lässt sich nämlich wiederum auf die Integration eines vollständigen 
Systems mit bekannter Gruppe von infinitesimalen Transformationen 
zurückführen. 

Wenn ein System von Differentialgleichungen vorliegt, so kann 
man sich ferner die aus vielen Gesichtspunkten wichtige Frage vor- 
legen, ob dasselbe auf eine gegebene typische Form reduciert werden kann. 
Die Frage der Möglichkeit dieser Zurückführung lässt sich immer 
durch die allgemeine Theorie der Differentialinvarianten entscheiden. 
Ist die Reduction möglich, und gestattet dabei die typische Form eine 
endliche Gruppe von infinitesimalen Transformationen, so kann man 
die wirkliche Überführung leisten, sobald man ein gewisses vollstän- 
diges System mit bekannter Gruppe von infinitesimalen Transforma- 
tionen integriert hat. Wieder also tritt das letztere Problem auch 
hier in den Vordergrund. 

Sehon diese Bemerkungen genügen, die hervorragende Wichtigkeit 
des Problems zu zeigen, ein vorgelegtes vollständiges System mit be- 
kannter Gruppe von infinitesimalen Transformationen zu integrieren. 

Eine Begründung der obigen Bemerkungen kann freilich hier 
nicht gegeben werden, denn sie setzt die Kenntnis der allgemeinen 
Theorie der endlichen continuierlichen Transformationsgruppen voraus*). 


*) Eine ziemlich eingehende Integrationstheorie eines vollständigen Systems 
mit bekannter Gruppe findet sich, wie schon gelegentlich bemerkt wurde, in 
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568 Schlusswort, 


Schliesslich sei noch Eines hervorgehoben: Bei der Ausführung 
der von uns verwerteten Integrationstheorien spielten die zu einer 
Gruppe gehörigen Differentialinvarianten eine wesentliche Rolle. Man 
wird durch ihre Benutzung zu solchen Integrationstheorien geführt, 
welche mit der Galois'schen Behandlung der Auflösung algebraischer 
Gleichungen durchgehende Analogien darbieten. Allerdings müssen 
wir uns darauf beschränken, auch dies hier nur angedeutet zu haben. 
Eine Begründung dieser Bemerkung ist hier nicht am Platze. 


Bd. 25 der Math. Annalen. Es mag aber hier erwähnt werden, dass die dortige 
Darstellung an einer Stelle eine kleine Lücke hat und an einer anderen Stelle einen 
Satz verwertet, dessen allgemeine Gültigkeit allerdings zweifelbaft ist. In den 
Berichten der Sächs. Gesellsch. d. Wiss. vom Jahre 1889 ist jedoch die genannte 
Lücke ausgefüllt und der fragliche Satz eliminiert worden. “Die früher citierte 
Bemerkung des Herrn Vessiot ermöglicht es überdies, die Hauptresultate jener 
Abhandlung in einfacherer Weise abzuleiten. 
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